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1 Introducao

O objetivo principal deste trabalho € estudar a dinAmica de um sistema de equagdes diferenci-
ais ordindrias modelando a evolugdo do virus HIV. Embora o sistema em questio nao seja linear,
este ird satisfazer as hipéteses do Teorema de Grobman-Hartman 3.1 e desta forma a dindmica do
modelo ndo-linear serd dada por aquela obtida através de sua linearizac¢do (isso numa vizinhanga
dos seus pontos de equilibrio).

Para o entendimento do modelo linear tridimensional, podemos primeiro estudar sistemas
lineares bidimensionais pois as propriedades dinamicas dos modelos bidimensionais sdo andlogas
aquelas observadas em sistemas lineares de ordem superior.

Sendo assim, considere a equagao diferencial

dX
— =AX 1
7 (1)

onde A é uma matriz quadrada de ordem 2 e X = (x,y) € R%.

Defini¢ao 1.1 (Plano e retrato de fase). Uma solugdo para (1) é uma funcdo vetorial X = ¢(t)
que satisfaz a equagdo diferencial. Tal funcdo pode ser considerada como uma representagcdo
paramétrica de uma curva no plano. Podemos olhar essa curva como um caminho ou trajetoria,
percorrida por uma particula em movimento cuja velocidade ‘il—}f é especificada pela equagdo
diferencial. O plano R? é chamado de plano de fase e um conjunto representativo de trajetorias
é chamado de retrato de fase [1].

Newton chamou a solugdo X (¢) de fluxo. Ele visualizava a solugdo de um sistema dindmico
como um fluxo no respectivo espaco de fases (plano de fase) [2].
A Equacdo (1) pode ser escrita na forma do sistema:

d
d—j = ax-+by
d
G = ord

e reescrita na forma matricial:

4] -[ea] [

dx
e=lg] a=[0] x=[7]
7 c d y

Nossa andlise partird dos autovalores obtidos a partir do polindmio caracteristico da matriz
A.

de modo que:

=A?—(a+d)A +ad—bc

a—A b
c d—A
Definicao 1.2. Seja um sistema linear homogéneo de primeira ordem com coeficientes constantes

na forma matricial. Os pontos (x, y) do R?* que satisfazem AX = 0 sdo chamados de pontos
criticos do sistema.

Considerando detA # 0, temos que (0,0) é o Gnico ponto critico. Sendo assim, vamos analisar
os possiveis casos de raizes do polindmio caracteristico da matriz A, ja que nossos retratos de
fase dependem diretamente de tais raizes.
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2 Retratos de fase de EDOs com duas variaveis

2.1 Autovalores reais, distintos e de mesmo sinal

Neste caso temos dois autovalores A; € A, com vy e v, seus autovetores, satisfazendo a se-
guinte equagao:
_ A A
x(t) = cvie™ + cpve
e Se A; e A, forem positivos, quando ¢ — oo teremos x(¢) — oo. As trajetérias estardo diver-
gindo do ponto critico (nd repulsor);

e Se A e A, forem negativos, quando ¢ — oo teremos x(7) — oo. Neste caso, as trajetdrias
estardo convergindo para o ponto critico (né atrator).

Exemplo 2.1.
dx
_ —_ X
dt
dy
=~z — 2
dt Y

d.

2] =[o3]]}]
% 0 2 y
Polinémio caracteristico:

I-2 0
0 2-24

‘ =A2-31+2

Logo, A = 1 e Ay =2, consequentemente, vi = (1,0) e vy = (0,1).
Como os dois autovalores sdo positivos e reais e os autoespacos sao os eixos x e y, 0 ponto
critico é um no repulsor. Tendo entdo o retrato de fase apresentado na Figura (1)
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Figura 1: N6 repulsor

Exemplo 2.2.
dx
- 3x—
dt Y
dy
— = —2x+2
7 X+ 2y

RN

Polinémio caracteristico:

3—-2 -1
=22—-51+4
‘ —2 22 *
Logo, Ay =4 e Ay = 1, consequentemente, vi = (1,—1) e vo = (1,2).
Os autoespacos sdo gerados pelos autovetores.O ponto critico aqui é um no repulsor. Ob-
serve aiinda que a trajetoria sempre vai tangenciar o autoespagco gerado pelo autovalor de menor
modulo, como mostra a Figura (2)

Exemplo 2.3.
dx
— = —3x+2
o X+ 2y
dy
a7

dx
{gt} :{—3 2 x
@ 0 -1
dr y
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Figura 2: N6 repulsor com trajetorias tangenciando o autoespago gerado pelo autovalor de menor
moddulo, no caso A,

Polinémio caracteristico:

-3—-A 2 2
0 _1_2a =A“+41+3

Logo, Ay = =3 e Ay = —1, consequentemente, vi = (1,0) e vo = (1,1).

Os autoespagos serdo retas passando pela origem com vetores diretores vy e v,. Entdo temos
um no atrator como vemos na Figura (3)

2.2 Autovalores reais com sinais opostos
Novamente a solucdo é dada por:

x(t) = civieM + cavpe™

O ponto critico é chamado de ponto de sela. A 6rbita no autoespago gerado por A; converge
para a origem, enquanto a 6rbita do autoespaco gerado por A, converge para longe da origem. As
trajetdrias fora dos autoespacos sao hipérboles.

Exemplo 2.4.
dx
J— —_ —X
dt
dy
A
dr Y

dx
{ g } _ { -1 0 x
4 0o 2
di Y
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Figura 3: Ponto no6 atrator

Polinémio caracteristico:

0 2—A
Logo, Ay = —1 e Ay =2, consequentemente, vi = (1,0) e vo = (0, 1).
Como vy estd associado ao valor negativo a trajetoria sobre o eixo x ird convergir para a
origem, jd como v, estd associado ao valor positivo a trajetoria no eixo y ird divergir da origem,
como mostra a Figura (4)

Exemplo 2.5.
dx
— = 3x-2
dt e
dy
— = 2x-2
dt S

] -1 3]0

Polinémio caracteristico:

3—2 -2
=A2-21-2
2 —2-A
Logo, Ay =2 e Ay = —1, consequentemente, vi = (2,1) e vo = (1,2).
Temos que os autoespagos serdo retas passando pela origem com vetores diretores vi e v;.
Entdo, o retrato de fase serd como o apresentado na Figura (5).
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Figura 4: Ponto de sela
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Figura 5: Ponto de sela

2.3 Autovalores reais e iguais
Sendo A; = A, = A, temos dois casos:
e Dois autovetores independentes, a solucdo é dada por:

x(t) = vicie™ +vycre?,
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onde A é o autovalor e v; e v, s@o os autovetores independentes. A trajetoria é uma reta
que passa pela origem. Além disso, se A < 0 a solugdo converge para (0,0) quando t — oo
e se A > 0 as solugoes se afastam de (0, 0) quando ¢ — oo. Para este caso, o ponto critico é
chamado de n6 préprio.

Exemplo 2.6.
dx
J— — X
dt
dy
a7

d.

2] -[ot]]}]
5 0 1 y
Polinémio caracteristico:

=A2 21 +1

3-4 2
2 —2-A

Logo, A = Ay = A = 1. Como qualquer par de vetores v| e v, satisfaz a equagdo, temos o
seguinte retrato de fase, jd que A é real e positivo (veja a Figura (6))

Figura 6: Trajetorias divergindo da origem

e Um autovalor independente. A solucio € dada por:

x(t) = clvlem +cz(v1teh +vze’1l)
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Com (A — AI)v; = v,. Independentemente de r — oo ou t — —oo, 0 termo dominante da
equacao é coviteM . Porém, para valores positivos de t, todas as trajetdrias tendem a origem
tangenciando v;. J4 para valores negativos de t, cada trajetéria assintota uma reta paralela
a v;. Portanto, temos que as trajetérias dependem da posi¢ao de v1. Neste caso, o ponto
critico € chamado de né improprio.

Exemplo 2.7.
dx n
J— = X
dt Y
dy
a7

d.

2] =[o1][}]
* 01 y
Polinémio caracteristico:

1-2 1
0 1-2

‘ = A2 -2A+1

Temos, entdo, A = 1 e vi = (1,0). Assim quando t — o as trajetdrias vdo tangenciar v.
Como verificamos na figura (7)

-

e

d

r

Figura 7: N6 improprio

2.4 Autovalores Complexos

Considerando o seguinte sistema:

d
d—): = ax—Dby
d
d_}t} = bx+ay
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Sendo Ay =a-+bie A = 7L_1 = a — bi, sabemos que em coordenadas polares x = rcos0 e

y = rsen®.

Derivando, temos:

/ /
X =rcosO —rsenb

y = r'sen® + rcos0

Substituindo com a informacdo anterior de x' € y', e os valores de x e y em coordenadas

polares, temos:
¥ cosO — rsen@ = arcos® — brsen

r'sen® + rcos® = arsen® + brcos0

Multiplicando a primeira por cos0 e a segunda por sen6, depois somando as duas obtemos:

/
r =ar

Multiplicando a primeira por—sen e a segunda por cos6, depois somando-se as duas encon-
tramos:

0 =b
Rearranjando e integrando dos dois lado, chegamos em:
r(t) = coe™
0(t) = 6y + bt

Observa-se que a € responsavel pelo crescimento ou decrescimento do raio, enquanto b é
responsavel pela rotagdo das solugdes em torno da origem. Constata-se que:

e a = (), as 6rbitas podem ser circunferéncias;

e a # 0, as orbitas sdo espirais, se a > 0, as solu¢des espiralam para longe e se a < 0, elas
espiralam para a origem;

e b > ( arotagdo € anti-hordria e b < 0 rotacao € hordria;
e Sejav; = o+ Bi o vetor associado a A; = a + bi, temos que:

x(t) = (a+ ﬁi)e(aeri)t = (a+ Bi)e™(cosbt + isenbt)

Exemplo 2.8.
dx x+
a 27
dy _ Y
dt 2

4] =[5 A0

Polinémio caracteristico:
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Figura 8: Espiral convergindo para a origem

L2 1
2 — )2 5

| =
ou seja, A = —% —iA= —% +1i, entdo, a = —% e b= —1, portanto a < 0 e b <0 e as trajetorias
serdo espirais convergindo para a origem, como observamos na Figura (8).

Exemplo 2.9.
dx
a0
dy
—_— — X
dt
d
HEbN
7 1 0 y
Polinémio caracteristico:
-1 -1 ’
‘ Al ’ —a241,
ou seja, Ay =i Ay = —i, Comoa=0eb=1 >0, temos que as orbitas serdo elipses com centro

na origem, com rota¢do no sentido anti-hordrio, como vemos na Figura(9).

Exemplo 2.10.

dx B
a7

dy

> 4
di x

dx
|: rn 0 1 X
dy | T 40
i y
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Figura 9: Elipses com rotacdo anti-horario

Polinémio caracteristico:

-1 1
=2A%+1
4 -2 +4
ou seja, M = 2i Ay = —2i, temos que as orbitas serd@ elipses com centro na origem, com rota¢do

no sentido hordrio, como vemos na Figura (10). Os uutovetores sdo vi = (1,42i).

Figura 10: Elipses com rota¢@o no sentido horario
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2.5 Resultados obtidos

Para finalizar esta secdo, temos abaixo uma tabela resumindo o que aqui foi descrito. Consi-
derandoa >0e b > 0.

Autovalores Tipo de ponto critico

A > >0 N6 repulsor

A <A<0 NG atrator

<0< Ay Ponto de sela

AM=2>0 N6 préprio ou impréprio divergindo da origem
M=A<0 N6 proprio ou improprio convergindo para a origem
M =a+bi,Ay =—a+bi | Espiral divergindo da origem

M = —a+bi,Ay = —a— bi | Espiral convergindo para a origem

M =bi, Ay = —bi Elipses de centro na origem

Tabela 1: Resumo de retratos de fase

2.5.1 Retratos de fase sob o ponto de vista do traco e determinante

Vamos chamar 7" de traco e A de determinante da matriz A, j4 mencionada anteriormente.
e Se A <0, entdo A » sdo reais e de sinais opostos, o ponto de equilibrio é uma sela.

e Se A>0e T?—4A > 0, entdo A1 sdo reais e com mesmo sinal. Se 7 > 0 o ponto de
equilibrio € um no instdvel. Se 7' < 0, entdo temos um no estavel.

e SeA>0eT?—4A <0, entdo 1172 sdo complexos conjugados. Se 7' > 0 é um foco instédvel,
se T < 0 é um foco assintoticamente estavel e se 7 = 0 € um centro estavel.

e Se T? —4A =0 estdo os nds improprios.

3 Modelagem matematica aplicada ao HIV

3.1 Introducao

A modelagem matematica no caso de doencas, epidemias, vém sendo utilizada com intuito
de descrever a dinamica do sistema da forma mais clara possivel e condizente com a realidade,
para poder prever como o sistema ird se comportar ao longo do tempo. Por exemplo, modelos
matematicos que buscam auxiliar no tratamento do cancer, para que médicos tenham um maior
controle sobre a doenca que segundo dados do INCA- Instituto Nacional de Cancer, leva 8.2
milhdes de pessoas por ano a 6bito.

Como em modelagem matemadtica basta trocar o pano de fundo, mas os problemas acabam
sendo bem parecidos, nosso estudo inicial foi sobre modelos matematicos que descrevem a
dindmica do HIV, encontramos modelos que tratam da dindmica do HIV no nosso organismo
e suas interagdes com as nossas células, e também foi encontrado um modelo que descreve a
dindmica populacional da epidemia do HIV.

Inicialmente precisamos compreender do que se trata o HIV, como veremos a seguir.
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3.2 Teorema de Hartman-Grobman

Dada uma equagao na forma:

X = f(x), )

os pontos onde f(x) = 0 sdo chamados de pontos criticos do sistema autdnomo (2). [1]
Utilizamos como base para as nossas andlises qualitativas o Teorema (3.1), que € de
grande relevancia para os estudos de sistemas de EDOs.

Teorema 3.1. [Hartman-Grobman para fluxos] ”Seja p € % um ponto estaciondrio hiperbdlico
de um campo de vetores F : % — R¢ de classe C'. Entdo existem vizinhangas ¥ de p e W da
origem e existe um homeomorfismo H : V' — W que envia p em 0 e conjuga o fluxo de F restrito
a ¥V ao fluxo do campo linear A = DF (p) restrito a #.”[3]

3.3 Por que o HIV assombra tanto a populacao?

O HIV se tornou uma pandemia global desde as notificacdes de seus primeiros casos em 1981.
A transmissao viral se da por [4]:

1. Uso de produtos ou seringas com sangue contaminado
2. Transmissao sexual
3. Mae para o filho durante a gestagao, nascimento ou durante a amamentacao

HIV significa virus da imunodeficiéncia humana, é um retrovirus (virus com genoma de
RNA), por isso ele sofre diversas mudancas genéticas. O HIV! é o causador da epidemia mundial
da AIDS podendo ser dividido em trés grupos: M,O e N. O grupo M € visto em larga escala e
tem subtipos de A a J. No Brasil temos o subtipo B em abundancia(80% das infecgdes), seguidos
dos subtipos F e C (predominantes na regio Sul). O HIVZ ocorre na Africa Subsaariana regido
onde a doenga evolui mais rapidamente.

No nosso sistema imunoldgico temos o sistema inato, em que o corpo reconhece algumas
infecgdes e busca extermind-las. Temos também o sistema adaptativo onde temos os anticorpos
tém papel fundamental, a imunidade inata ndo reconhece todos os tipos de infec¢des, o adaptativo
habilita o organismo a reconhecer e responder contra qualquer micrébio, mesmo que nunca tenha
tido contado. Temos neste dltimos linfécitos originados no timo, por isso, células T que sao
T-CD4 e T-CD8, estas ultimas destroem as células infectadas e sdo fundamentais para combater
infecgdes virais.

Quando o individuo é contaminado por HIV em concentracdo acima do que o sistema imu-
noldgico inato suporta, o virus vai parar na corrente sanguinea, onde estao os linfécitos, células
de defesa de nosso organismo.

A T-CD4 tem em sua superficie receptores para o HIV € por ai que o virus penetra, se multi-
plicando e depois sendo responsavel pela morte celular.

O sistema imunolégico responde a esta infec¢do onde as T-CD4 sdo estimuladas por células
que apresentam o antigeno que ativam as células B, que produzem e liberam anticorpos na cor-
rente sanguinea para neutralizar o HIV.
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O problema maior do HIV € que sua célula-alvo € justamente a responsdvel pela ativagdao
de células B( para produzir anticorpos ) e das células T-CD8 (responsaveis pela destruicao das
células infectadas.

Com o avango da doenca algumas infec¢gdes que aparentemente podem parecer inofensivas
para uma pessoa nao portadora do virus HIV, faz com que o individuo soropositivo morra. [5]

Essas sdo as fases da infec¢do pelo virus HIV:

1. Fase inicial de elevada viremia (presenga do virus no sangue) sao os seis primeiros meses
apos a infeccao.

2. Fase assintomdtica de baixa viremia e dura alguns anos

3. Virus vence o sistema imunoldgico manifestando o comprometimento da resposta imu-
noldgica (fase sintomdtica)

O HIV se encaixa como uma chave na fechadura nos receptores das células T-CD4, injetando
seu DNA viral e se reproduzindo até certo ponto onde ha a quebra(lise) da células liberando mais
virus na corrente sanguinea.

A sindrome da imunodeficiéncia adquirida (AIDS) € uma das doencgas infecciosas que mais
mata no mundo segundo a OMS. A AIDS € mais comum onde a infraestrutura para prevengao e
tratamento sao precdrias.

3.4 Modelo proposto por [6]

Em [6] observamos modelos deterministicos descrevendo a dinamica do HIV. Em geral, um
sistema deterministico ¢ modelado analiticamente, isto s6 ndo ocorre quando o modelo se torna
muito complexo envolvendo um grande nimero de varidveis ou de relagdes.

Os modelos deterministicos da dindmica do HIV representam de forma satisfatoria o periodo
de estabilidade da infec¢do. Faremos a andlise sobre dois modelos: com e sem a utilizacao de
droga-terapia.

3.4.1 Construcao do modelo basico

Em todos os modelos apresentados em [6] temos sempre presente trés populacdes: a das
células T-CD4 nao infectadas, a das células T-CD4 infectadas e a de virus livres. Essas trés
populagdes serdo representadas, respectivamente, pelas variaveis 7, T* e V.

Parametros utilizados:

e s ¢ um fator positivo pois representa a taxa de crescimento de células T-CD4+ a partir do
timo ou da medula 6ssea. Se uma célula T-CD4 encontra um antigeno ao qual € especifica,
ela pode ser estimulada a proliferar. Para este modelo assume-se que todas as células T sao
especificas ao HIV.

e p ¢é ataxa de crescimento das células T-CD4.
e dr é ataxa de mortalidade natural das T-CD4.

e k¢ ataxa pela qual as células T CD4+ sdo infectadas pelo virus.
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e 0 ¢ a taxa de mortalidade das células infectadas ap6s a replicagao de novos virus, onde
novos virus s@o introduzidos no sistema por meio da quebra das células T*.

e k representa a taxa pela qual as células T-CD4 sado infectadas por virus livres, portanto
envolve as populagdes V e T.

e ¢ ¢ a taxa de mortalidade do virus.
e N é a quantidade virus introduzidos por meio da quebra de células 7*.

Portanto, o modelo basico pode ser representado por esse sistema de EDOs:

dL = 54+ pT—drT—kVT
- = kVT — 8T* (3)
v _

As condigdes iniciais, 7(0), 7*(0) e V(0), sdo usualmente tomadas préximas ao ponto de

equilibrio.

Utilizando o software Mathematica e os parametros contidos em [6], com os valores ¢ =
2,4;8 =0,24,d, =0,02;k = 2,4 x 10°;N = 1000; p = 0,03;s = 10. Os pontos de equilibrio sdo
Py = (—1000,0,0), o qual iremos desconsiderar, pois ndo existem populagdes negativas, e P, =
(100,45.8333,4583.33) em que iremos analisar. Analisando a jacobiana no ponto P, obtemos 0s
autovalores: A} = —2,64938, 1, = —0,0453096 40, 147858i e A3 = —0,0453096 — 0, 147858i.

A partir do Teorema de Hartman-Grobman, como todos autovalores tém parte real negativa o
ponto € localmente assintoticamente estdvel nesse caso.

Os autoespagos gerados sdo uma reta por A; e um plano contendo um foco estdvel por A, e
A3.

Tomando o autovetor vy = (0,000941404,—0,00103909,0,999999) associado ao autovalor
puramente real, vi = (—0,0105609,0,0196192,1,99967) e v, = (0,0285519,0,00123195,0) as-
sociados aos autovalores complexos, supomos que o retrato de fase nas proximidades do ponto
de equilibrio seja como na Figura (11).
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Autoespaco gerado por vy e vy

Autoespaco gerado por v

Figura 11: Possivel retrato de fase do sistema (3)

4 Conclusao

Analisando a linearizagdo do modelo para o virus HIV (3), dada pelo Teorema de Grobman-
Hartman 3.1, podemos utilizar os retratos de fase exibidos na Secao 2 para obtermos propriedades
qualitativas a respeito do comportamento das trajetérias no modelo (3). Com as escolhas de valo-
res dos parametros que fizemos, dada qualquer condicdo inicial nas células V, T e T*, podemos
concluir que, com o passar do tempo, a quantidade destas células ird convergir para um equilibrio
de co-exiténcia em P..
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