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Resumo

Neste trabalho € introduzida uma nova definicdo da sequéncia
matricial (s1,52,53)-Tridovan. Ao longo do texto € desenvolvido
um breve estudo sobre sequéncias lineares e recursivas, a fim de
avancarmos nos estudos deste trabalho, bem como nos assegurar-
mos na temadtica discutida com um embasamento tedrico consoli-
dado. Os nimeros de Tridovan sdo apresentados com arrimo para
a defini¢do da sequéncia matricial, acompanhada de algumas pro-
priedades e de outras féormulas explicitas possibilitando o calculo
dos termos da sequéncia sem a utiliza¢do da recorréncia. O as-
pecto histérico da sequéncia é apresentado com o viés de explorar
a formalizacao dos contetdos discutidos. Ao final, concluimos
que a sequéncia de Padovan ou sequéncia de Cordonnier de quarta
ordem (Tridovan), é um caso particular deste caso matricial, atri-
buindo valores para as varidveis definidas.

Palavras-chave: Formula de Binet. Sequéncia de Cordonnier.
Sequéncia matricial. Sequéncia de Padovan. Tridovan

Abstract
This work introduces a new matrix sequence definition (s1,52,53)-
Tridovan. The study along the study is sequential and linear in
recursive, in order to advance with the studies of this work, as
well as we will keep on the subject discussed with a consolida-
ted theoretical foundation and other explicit formulas enabling the
calculation of sequence terms without the use of recurrence. The
historical aspect of the sequence is presented with the bias of ex-
ploring the formalization of the contents discussed. The numbers
of Tridovan are presented with support for the definition of the
matrix sequence, accompanied by some properties. In the end,
we conclude that the Padovan sequence or Cordonnier sequence
of is a particular case of fourth ordem (Tridovan), the matrix, as-
signing values to the defined variables.
Keywords: Binet’s formula. Cordonnier Sequence. Matrix se-
quence. Padovan Sequence. Tridovan
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1 Introducao

Antes de mais nada, apresentaremos a Sequéncia de Padovan (SP) a qual o nome foi atribuido
em homenagem ao arquiteto italiano Richard Padovan (1935 - ?7), nascido na cidade de Padua
(STEWART, 1996), ela é uma espécie de parente de uma outra mais conhecida, a Sequéncia de
Fibonacci (SF), aritmética, e de nimeros inteiros. Gérard Cordonnier (1907 - 1977) também de-
senvolveu alguns estudos acerca destes niimeros, mais especificamente sobre o nimero plastico
(nimero radiante), devido a este fato a sequéncia também é conhecida como Sequéncia de Cor-
donnier.

Nascido em 1935, Richard Padovan estudou arquitetura na Architectural Association, Lon-
dres (1952-57). Desde entdo, ele combina pritica com ensino e escrita em arquitetura. Ele
acredita, no entanto, que sua verdadeira educacdo voltada para a arquitetura comecou quando
encontrou o trabalho e pensamento do arquiteto holandés Dom Hans van der Laan em 1974. Em
1999, ele publicou Proportion: Science, Philosophy, Architecture. Seu ultimo livro, Rumo a Uni-
versalidade: Le Corbusier, Mies e De Stijl em 2002, contrasta os grandiosos ideais filosoficos do
modernismo europeu.

Gérard Cordonnier, lembrado na Figura 1 -, nasceu em 7 de abril de 1907 em Bailleul (Norte),
e morreu subitamente em Lhez, nos Altos Pirineus, por acidente de estrada, em 12 de julho de
1977. Ex-aluno da Ecole Polytechnique de 1926 a 1928, bacharel em ciéncias em 1928, aluno da
Escola Nacional de Engenharia Maritima de 1928 a 1930, graduou-se no Instituto de Otica em
1930, ingressou no servico de fotografia aérea do Ministério do Ar até 1936, depois na Oficina
de Optica e Instrumentos de Navegacio em Toulon de 1936 a 1939. Autor de trabalhos originais
em eletrOnica e matemética aplicada, detentor de mais de vinte patentes de inven¢des nos mais
variados campos.

Contemplativo e geométrico, ele havia desenvolvido um trabalho, que infelizmente perma-
nece inacabado, sobre o nimero radiante, trabalho este que a sua familia e seus amigos tentam
reconstituir gragas as gravacdes de seus colegas sobre o assunto. Desenvolveu ainda estudos
sobre o niumero de ouro.

Figura 1 - Gérard Cordonnier
Fonte: Google Imagens

Doravante, temos a SP descrita como: 1,1,1,2,2,3,4,5,7,... e a sua féormula de recorréncia
definida abaixo.

Definicao 1. A relacdo de recorréncia da sequéncia com os termos iniciais Ph =P =P, =1 e
P, o n-ésimo termo, é dada por:

Pn:Pn—2+Pn—37n>3
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Com o fim da Segunda Guerra Mundial, enfatizando o processo histérico matematico desta
sequéncia, destaca-se a presenga do holand€s e arquiteto Hans Van Der Laan (1904 - 1991). Este
utilizou a basilica crista primitiva de abadia como exemplo para treinar arquitetos na reconstru¢ao
de igrejas que haviam sido destruidas apds a Segunda Guerra Mundial (VOET; SCHOONJANS,
2012). Laan e seu irmao buscavam padrdes para a arquitetura através de experimentos com pedras
e depois com materiais de constru¢do, e acabaram por descobrir um novo padrdo de medidas
onde a construcdo desse se da através de um niimero irracional, ideal para se trabalhar em escala
geométrica e objetos espaciais (retangulos, trapézios, elipses, e etc), este nimero € conhecido
como ndmero plastico ou nimero radiante, e foi estudado primeiramente por Gérard Cordonnier.
Uma analogia € feita do niimero pldstico em relagdo a musica: na musica pode-se tocar acordes,
com o ndmero radiante é possivel compor paredes, salas e etc.

Definicao 2. O polinomio caracteristico da Sequéncia de Padovan, é definido como:
X¥—x—1=0

A partir da formula de recorréncia B, = P, 2+ P, 3 .. 52> =1 —|— . Utilizando o mesmo
raciocinio realizado por Koshy (2001) 0 comportamento da Convergenma dos quocientes é con—

jecturado como sendo do tipo - o> 0. Assim, é estabelecido ainda que: Pf =1+5 L

-2
P, P
i . Determinando a
Py Pnfl Py

P
=1+ H' Denotando X, = PP— tem-se: x,_1 =
i3
equagao x,_1x, = 1 + )ﬁ, em que passando o limite, tem-se:

1
lim x;,_1 hm N Xy = 1+ ——
n—eo lim x,_»
n—oo
1
xx=1+4+-
X
1
2 _14-
X
S—x+1

P—x—1=0

Spinadel e Buitrago (2009, p. 163) explicam que Hans van der Laan, arquiteto e membro da
ordem beneditina, estudou sobre o niimero plastico, sendo este a tinica solugdo real da equacao
cubica caracteristica da SP. Porém as outras duas raizes complexas dessa sequéncia niao fazem
parte do nimero pléstico. Voet e Schoonjans (2012, p. 255) comentam que seu nimero plastico
possui o vigor do seu proprio sistema proporcional, sendo testado e usado por arquitetos € ma-
tematicos.

Assim temos resolvendo a equacdo da Defini¢do 2, constata-se que existem trés raizes, sendo
duas complexas e conjugadas e uma solucao real dada por (AARTS; FOKKINK; KRUIJTZER,

2001): y = \3/% +y/i-H+ i/% — /4 = L~ 1,3247179572447460259609085...

Seja P, um termo da sequéncia de Padovan, y a raiz real do polindmio caracteristico da

Al . A P, .
sequéncia, sendo aproximadametne 1,32, e ¢,, uma subsequenc1a emque c, = ’},“ serd explorada

assim a convergenc:la da subsequéncia c¢,, em que: cg = P—(l) =1=Leca= £ f =1=La= A ;

T=2c3= e p = 5 = 1. Logo, de maneira similar como reahzado por Almelda (2014) para
determmar a Convergéncia da Sequéncia de Fibonacci, iremos examinar a convergéncia de ¢, =
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P . . . . .
L, ¥n € N. Na tabela abaixo foram realizados os cdlculos dos 16 primeiros termos de c, para
n

n=0.

Tabela 1 - Valores de ¢,,.

n | cy n | cp

1 1 11 | 1,3125

2 (2 12 | 1,3333...
3 1 13 | 1,3214

4 11,5 14 | 1,3243

5 1,3333... | 15| 1,3265

6 | 1,25 16 | 1,3230

7 |14 17 | 1,3255

8 | 1,28 18 | 1,324561
9 |1,3333... | 19| 1,3245033
10 | 1,6 20 | 1,325

By
Assim, pode-se perceber que lim ¢, = PH ~ 1,32 ~ y (FERREIRA, 2015).
n—yo0

Com isso, é apresentado que o limite da nova sequéncia analisada e uma das raizes do po-
lindmio caracteristico resultam no nimero plastico, ou nimero radiante.

Na secao seguinte realizaremos um embasamento tedrico acerca da forma matricial das sequéncias
lineares e recorrentes, para entdo, a partir de estudos oriundos dos trabalhos de Alves (2015;
2017), Civciv e Turkmen (2008), Gulec e Taskara (2012) introduzirmos a Sequéncia matricial
(s1,52,s3)-Tridovan e as suas propriedades. Vale salientar que o seu aspecto histérico foi estu-
dado na introducao deste trabalho, visto que essa sequéncia é uma extensao da SP.

2 Sequeéncias lineares e recorrentes

Uma sequéncia linear e recorrente possui seus termos calculados em fungdo de seus anteces-
sores através de uma recorréncia linear, chamada de férmula de recorréncia (ZIERLER, 1959).
De fato, para obter os termos de uma sequéncia desse tipo, faz-se necessdrio conhecer os seus
antecessores, porém existem meios em que possibilita a obtencdo desses elementos sem haver a
necessidade de conhecer os seus termos anteriores, sendo um deles através da matriz geradora.
Nessa matriz suas linhas formam uma base para uma transformacao linear. Em sua composi¢ao
sdo apresentados os termos da sequéncia, incluindo os operadores e algumas propriedades (ER-
COLANO, 1979).

Toda Matriz geradora possui pelo menos duas propriedades, sendo elas: calcular o préximo
termo, e guardar informacoes relativas aos dltimos termos da sequéncia. Para isso, é necessario
a utilizacdo de dois operadores: o operador principal, sendo aquele capaz de traduzir a forma
como a sequéncia € calculada; e o operador de deslocamento, responsdvel por manter, excluir
ou incluir novos elementos da sequéncia na matriz geradora. Com base nisso tomemos como
exemplo a seguinte matriz da Sequéncia de Padovan (SOKHUMA, 2013):

01 0 P, Py P>
ParaQ= |1 0 1|, tem-se Q"= |* x *
1 00 * * *
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Podemos notar que na primeira coluna sdo apresentados os coeficientes lineares da féormula
de recorréncia da sequéncia. Este portanto, € chamado de operador principal. A segunda coluna
da matriz geradora Q, estd representando o operador de deslocamento. Com isso, ao realizarmos
o produto da matriz Q" pela matriz geradora Q, podemos notar que na segunda coluna, apenas o
termo a3 da matriz Q" serd considerado, uma vez que o primeiro elemento é multiplicado por
zero. A primeira linha da matriz representa os termos iniciais da sequéncia, escritos na forma do
mais recente para o mais antigo.

Para efeitos de generalizacdo, considera portanto a sequéncia Sy, S», S3, S4,..., Sy, em que
oy, 0,...,0, € Z e com formula de recorréncia dada por:

Sy =081+ 08,2+ 03S,_3+...4+ 0,5.

A matriz geradora Q € representada por:

ap (1]
O=1|: 1,
o, O
onde q,...,Q, sdo os coeficientes da recorréncia da sequéncia, [I] a matriz de bloco dada pela

matriz identidade, 0 o vetor linha, ambos os vetores de tamanho g — 1, em que g representa a
ordem da sequéncia.

3 Sequéncia de Tridovan

A sequéncia de Trivovan € uma extensdo da SP de quarta ordem, sendo do tipo recorrente e
linear, e descrita com os seguintes termos: 1,0,1,1,2,2,4,5,/8,11,17,....

Definicao 3. Os niimeros de Trivovan sdo definidos neste trabalho como T, possuindo a se-
guinte formula de recorréncia (VIEIRA; ALVES, 2019):

Tty = Tin—2) + Tin—3) + Tin_a),n = 4.

Existe uma abordagem matricial para Tridovan, de maneira semelhante a sequéncia de Pa-
dovan, denominada de 7, podendo também ser gerada através de sua recorréncia (ver Definicao
3).

Teorema 4. Seja n € N, a matriz geradora T de Tridovan é dada por (VIEIRA; ALVES, 2019):

0100 7(1,1) 7(1,2) ©(1,3) 7(1,4)
1010 A |T2,1) 1(2,2) 7(2,3) 7(2,4)

sy - g >

Para t 100 1 , tem-se T 1(3,1) 1(3,2) (3,3) (3,4) ,n=06
1000 T(4,1) ©(4,2) 1(4,3) 1(4,4)

De forma a simplificar a visualizacdo dos termos da matriz anterior, o cdlculo de cada um
destes € apresentado em cada uma das linhas a seguir:

T( 1,1 ) T(n) >

T(172) = T(n—l)’

7(1,3) = T(n—2),
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1

0

0

0

T
+T(k—4),
T(k-s),
+ T(kfé) ,

o~~~ o~~~ o~ —~

==

o~~~ o~ o~~~ o~~~ ~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —

Supondo que seja valido para qualquer n = k,k € N, tem-se que:

Assim, a igualdade € vélida.

Para n = 6, tem-se:

Sendo
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

<t  — AN NI AN T = AN N
— AN AN AN AN NN N <t <5 <5<
RN N N N N N N N

P Eeb bbebbbbbb b

— NN <t —~ AN N <t —ANNn <t~
N = = AN AN NN on <t
S N e e e e e e N N N N

PEeE b LbEBEBLLLLELB LGB

Demonstragdo. Utilizando o principio da inducao finita para provar o teorema. Tem-se que:
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o — ke

[7(1,1) 7(1,2) 7(1,3) =(1,4)] [0 1 0 O

v T2, T(2,2) t(2,3) 24| |1 0 1 0

T e3,0) 1(3,2) 1(3,3) t(3,4)| |1 0 0 1

7(4,1) 1(4,2) 7(4,3) 7(4,4)] |1 0 0 O
(7/(1,1) ©'(1,2) 7/(1,3) 7'(1,4)
7@ ©T(2,2) 7(2,3) 7(2,4)
~|7(3,1) 7(3,2) 7(3,3) 7/(3,4)
|7'(4,1) ©(4,2) T(4,3) 7'(4,4)

Tem-se que cada elemento dessa matriz é dado por:

T(1,1) = Ty + Ty + Ti-3) = T,
T,(LZ) = T(k)’
7(1,3) = Tj1),
T;(174) = T(k—2)s
Ty + Ti—1) + Tik—2)
Y(2.2) = Ty + Ty + T,
7(2,3) = T2y + Tix—3) + Ty
T(2,4) = T—3) + Tir—a) + Tik—s)»
T3 1) = Ty + Te3) + T-3) + Tty + Tty + Taos) = T + Ty,
7(3,2) = T—1) + Tx-2),
71(37 3) = Tu—2) + Tji—3).
v(3,4) = Ti—3) + Tix-a),
Ti 547 1% = Tt + T +10e-0) = T,
7(4,2) =T,
’ (k—1)>
T/(473) = T(k—Z)’
T’(4,4> = 7—'(/(—3)

[]

Baseado no mesmo principio utilizado para compor a férmula de recorréncia da SP para
indices inteiros negativos, pode-se obter a composicao da recorréncia da Sequéncia de Tridovan,
a partir da formula de recorréncia T{,,, 4) = T(;,42) + T(+-1) + T(;) pode-se substituir n = —n.

Definicao S. Considerando os valores iniciais Tig) = 1,T(1) = 0,15y = T3y = 1 e comn € N,
tem-se a formula de recorréncia da Sequéncia de Tridovan:

Tn) = Twnt4) = Tony2) = T(ny1)n >0

Assim, € possivel calcular os termos do lado esquerdo de Tridovan de acordo com a Tabela
2 - abaixo:
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Tabela 2 - Termos da sequéncia de Tridovan - lado esquerdo

a-10

a—g

a-g

a_;

a—e

a—s

a—q

a-3

a_

a_i

ag

2

-2

0

1

0

-1

1

0

0

0

1

Fonte: Elaborado pelos autores

Teorema 6. Para o lado esquerdo, (Z* ) da Sequéncia de Tridovan, chamaremos a matriz gera-
dora de T, obtida através do cdlculo da matriz inversa de T (Teorema 4), Assim:

1l =1
0001 121,1; rgl,zg T§173; 121,4;
1010 1(2,1) 7(2,2) 1(2,3) 7(2,4
-1 _ _ -n _ ) ) ’ )
ParaT= =1, ¢ | femse? 1(3.1) 1(3,2) 1(3,3) 1(3,4)| """
1000 t(4,1) 7(4,2) ©(4,3) 1(4,4)

Simplificando a visualiza¢do da matriz, os termos sdo dispostos em cada linha:

\
3
|

\
3
~

|
S

) = L(—n-1)
—n —
»9J) — L(—n-2)
—n —
» 1) — 4(=n=-3)
"(2,1) =Tt —n—2 +T(fnf3)’
"(2,2) =T —pn— —n-3) T T(fn74)’
(2,3)= —n—3 —n—4) T T(—n—S)’
»F) = L(—n—4 —n—5) T T(—n—6)’

\
3
I

\
T
)

L]

S 3
I

\

i

(98]

++++++++

NNNNNNNN
S

LEeLbEew

|
T
A~

|
S

I
|
S

|

[
S 3
[l
[
T
[SSIER ]

R T T T T N B T R
S
S N e e e e e e e N e N N N N
I

AR, PAPRA,LLLWLNODNODNDND R~~~ ~
A LW NN = DWW~ WOWNDR~R R WD -
Py Yoy Py Pl Plng Plng Plng. Plng Plng Plag Plag Plag Plag Plag Plag Jloe |
i
L

S
e e e e e e e e e e e e N e N

\
3

|
T
N

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser realizada utilizando o principio da induc¢do finita con-
forme feito na demonstracao do Teorema 4. ]

4 Sequéncia matricial (s{,s,)-Padovan e (s1,5,,53)-Tridovan

A sequéncia matricial (s1, 57 )-Padovan foi definida baseada em trabalhos de Civciv e Turkmen
(2008) e, Gulec e Taskara (2012), onde esta representa uma maneira de desenvolvermos uma
matriz geradora da SP com a generalizacdo dos coeficientes existentes na féormula de recorréncia
da sequéncia.

Os termos s1, 52,53, ... variam de acordo com a ordem da extensao da sequéncia, no caso dos
numeros de Padovan (ordem 3), existem apenas s; € o s2. Entretanto para a sequéncia matricial
(s1,52,53)-Tridovan (ordem 4), existirdo trés termos (sy,s2,s3). Doravante, serdo definidas as
Sequéncias Matriciais (s1,52,s3)-Tridovan e algumas propriedades.
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Defini¢ao 7. Para sy, sy € 7, a sequéncia (s1,s2)-Padovan, representada por P, (sy,s3) comn >0
en €N, é definida pela formula de recorréncia:

Pn—|—3(s1.,s2) = San—O—l(sl,sz) + SZPn(sl,sz)7

com valores iniciais atrasados em relagdo a SP original: Py =0, Py 0.

E para efeito de notacdo usaremos P,(sy,s2) = P,.

:lePz(

51,82) 51,82) 51,82) =

Definicao 8. Para s1,s, € 7, a sequéncia matricial (sy,s2)-Padovan, chamada de Q,(s1,s2) com
n > 0 é definida por:

Qn+3(s1,52) = lenJrl(sl,sz) +S2Qn(sl,s2)u

1 00 0 s1 % st 2 0
com. QO(S],SZ) - 0 1 0 ’ QI(SI,SZ) - 1 0 0 e QZ(S],SQ) = O S 52
0 01 01 0 I 0 O

Teorema 9. A matriz geradora da sequéncia (sy,s)-Padovan, para n = 0, é dada por: Ofs1,:0) =

0 s1 s Piy1 B2 2B
10 0,0, i =|P P sPo
01 O P._1 P, P,

Demonstragdo. Utilizando o segundo principio da inducao finita e a Defini¢do 8, tem-se que:

(n+1) (n—1) (n—2)
Qs1.50) = 519(51.50) T52L 5, 52)
(1) P, Pn+1 s2P,—1 P P, s2P, 2
Ol5159) =51 [ Bt Bu $2Pa| +52 | Bia Bt 82603
Pir By s2B,3 P 3 B2 s2P 4
1) Piio Bz 2P
Q = Pn+l Pn+2 s2P,

(51752)
B, P 2P

]

A sequéncia matricial (sy,s7,s3)-Tridovan é introduzida com arrimo em Alves (2017), sendo
entdo definida de acordo com a conjectura apresentada abaixo.

Definicao 10. Para s1,s2,53 € Z, a Sequéncia (s, s2,s3)-Tridovan, representada por Tin) (s1,52,53)
comn >0 en €N, tem a seguinte formula de recorréncia:

T(n—O—3)(sl,sz,S3) = SlT(n—l—l)(sl,szm) + SZT(n)(sl,sz,S3) + S3T(n—1)(sl,s2,53)a

— 0, 7—'(1)(5175'275‘3)
= T(n)-

comvalores inicias atrasados em relagdo a sequéncia de Tridovan: T(g)(s, s,.s3)
L T2)(s1,50.55) = 05 1(3)(s1.,50.53) = S1 € para efeito de notagdo, utiliza-se T, (s, s, .s3)

Definigdo 11. Para sy, s2,53 € Z, a sequéncia matricial (sy,s2,s3)-Tridovan, chamada de T (s1,52,53)
comn > 0, é definida como:

T(n+3)(s1,s27S3) = slT(n+1)(s17s2,S3) +521(n)(s1,s2,33) +S3T(n71)(s],s2,S3)u
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1 000 0S1 S2 83 S1 8 S30
. _0100 _1000 _0S1S2S3
oM sisassdo = [0 0 1 o Mot = o 1 0 o Mes2T |1 0 0 0f°
0 001 0O 01 O 0O 1 0 O
55 (s1)2+s3 S5 51.83
15 52 53 0
T(S],SQ,S3)3 - 0 S1 ) S3
1 0 0 0

Teorema 12. A matriz geradora de (s1,s2,s3)-Tridovan, chamada de 7, i, i) para n = 0, é
expressa por:

0 51 s20 83 T(n+1) T(n+2) S2T(n) + S3T(n,1) S3T(n)

_ {1 00 _ | Ty Ty 2Ty +83T0-2) 8371

Para T = lo 10 0 |1 o) = Ty Ty 202 +8370-3) $37(,2)
00 I 0 T2y Ty $2T(n-3)+53T(n-a)y 3743

Demonstragdo. Utilizando a Defini¢do 11 e o segundo principio da indugdo finita, tem-se que:

S L R ()

(s1,52,83) "1 (51,52,53) (51,52,53) 51,52,53)

T
L
=
)
)
[\
=3
T
(3]
ta
w
3
T
W

) ) )

(n+1) — 5 T( ) ) T( )
(51752753) 'Iw(niz) 'Iw(nil) 52'11("73) +S37’(n74) S37’(n73)
) ) )

T(n—3) T(n—Z) SZT(n—4 +S3T(n—5
[Tty Ty 2Tn-2)+53T0-3) $3T(n2)]
ts Tin-2) Tn-1) $2T(n-3)+ 53704y $31(,-3)
Tw3) T2y $2T(n—a)+5370-5) 53144
Tn-4) Tn-3) $2T(n-5)+ 53T (n6) $3T(ns5)]
T2y Tn1) 2T(n-3)+53T(n-a) $3T(n-3)]
53 Tin-3) Tin-2) $2T(n-a)+53T0-5) $31(,4)
To-a) Tin-3) $21(ns5) 531 (n-6) 537(n-5)
Tins) Tin-ay $2T(m—6)T53T(n-7) $3T(n)]
Tni2) Twts)y  $2T(ni1) 5310 831 (n41)
) _ | Tryy Tnv2) 2Ty +53T0-1) 37
(19253) | Ty Tiugry $2T(n—3) +53T—2) 3101

Tn—1y Ty 270y +5373-3) $31(,—2)
]

5 A formula de Binet da sequéncia matricial (s;,s,)-Padovan e
(S1 ,sz,S3)-Trid0van

A formula de Binet é uma alternativa para encontrar os temos da sequéncia sem depender
da recorréncia. Esta féormula é referenciada em Lima (2016), apenas para equagdes do 2° grau,
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sendo a sequéncia matricial (s;, sp)-Padovan do 3° grau e (sq, s2, s3)-Tridovan do 4° grau, é
necessario conhecermos primeiramente as suas respectivas equacgoes caracteristicas.

Definiciio 13. Seja ri,r> as raizes da equacdo r* + pr+q =0, com p,q € Z, ri # ry. Assim, a
solugdo do polindmio na forma x, 2 + px,41 + qx, = 0 sdo expressos: a, = C | + Cor5, sendo
C1,C; os coeficientes (LIMA, 2016).

Definicao 14. A equacdo caracteristica da sequéncia matricial (s1, s)-Padovan é definida a
partir da recorréncia 7 como:

X =S51.X—5 =>x3—s1.x—S3 =0

Resultando em uma raiz real e duas complexas conjugadas e ry,ry,r3 as raizes dessa equagdo.
Onde:

rr=A+Bh;
r=-YA+B)+£(A-B);
ry=—1(A+B)—L(A-B)
E:

A= (L4 vAa)s),

B=(}— VA,

A= (52— (3

De posse dessa defini¢do e do Teorema 13, podemos chegar facilmente para a formula de
Binet da Sequéncia matricial (s1,s7)-Padovan.

Teorema 15. Paran € N, tem-se que a formula de Binet da Sequéncia (s1,s>)-Padovan é expressa
por:
o ) = Ciri+ Gy +Gars,

(51,82

onde Cy,C,C, sdo os coeficientes, ry,1,r3 as raizes da equacdo caracteristica e 27s% — 4s? #0.

O discriminante A = # + %, referente a equagdo de 3° grau, determina como serao
as raizes da equacdo. Logo, como A # 0 para que as raizes ndo sejam iguais, podemos chegar
facilmente a conclusao da condicdo de que 27s% — 4s§ = (. De fato, caso a condi¢do ndo exista,
nao haverao os coeficientes enunciadas acima pelo fato das raizes serem iguais, logo ndo existird
a formula de Binet. Note ainda que ry.rp.r3 = 52 € que r; + rp +r3 = 0, isso implica que se o
valor de s, for zero, existird uma raiz também zero, logo ndo haverd a férmula de Binet para este
caso.

Adiante, exploraremos a equacao caracteristica e a férmula de Binet da Sequéncia matricial

(s1,52,83)-Tridovan, baseados em estudos acerca da Sequéncia matricial (s1,s7)-Padovan.

Definicao 16. A equacdo caracteristica da Sequéncia (s1,52,53)-Tridovan é definida baseada na
recorréncia (ver Definicdo 10), resultando em:

P :s1x2+52x—|—S3 :>x4—slx2—s2x—S3 =0,

onde ry,ry,r3,r4 sGo as raizes, e:
r = —S+%,/—4Sz—2p+%
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oo A /A
o 2

Ag = 53— 1253
Ay = =253 + 2755 — 725153

Teorema 17. Para n € N, tem-se que a formula de Binet da sequéncia (s1,52,53)-Tridovan é dada
por:
T = O+ Gt + G+ Carl,

(51,52,53)

em que C1,Cr,C3,Cy sdo os coeficientes, ry,r2,r3,r4 as raizes da equagdo caracteristica.
Assim: s3#£0eA<0ou (A>0e P <0eD<0)onde A=s3.(4s; —27s3) — 1653(1653 +
8S%S3 +9s1s% +s‘1‘), P = —8s1 e D= —64s3 — 16s].

Essa condi¢do € obtida a partir do principio de que nenhuma das raizes nao podem ser iguais,
implicando na condi¢@o de que A # 0. Partindo da forma geral da equagao de 4° grau representada
por ax* +bx> +cx* +dx+e =0, em que a, b, c,d, e sdo os coeficientes desta equagio, tem-se que
o discriminante A € obtido através da formula (REES, 1922):

A =256a%¢> — 192a*bd* — 128a*c*e* + 144a*cd®e — 27a*d* + 144ab*ce?
— 6ab*d*e — 80abc*de + 18abcd® + 16ace — 4ac’d* — 27b*e* 4 18b°cde
—4b3d* — 4’ Pe - b Pd>.
Portanto:
A = 55(4s3 — 2755) — 1653(1653 + 85753 + 95153 + 57).
Os parametros P e D sdo obtidos pela férmula:
P =8ac—3b* = —8s1,
D = 64a’e — 16a*c* + 16ab*c — 16a*bd — 3b* = —64s3 — 165].
Assim: —8s; >0e —64s3 — 1657 >0

O produto das raizes rirpr3rqg = s3 € a soma das raizes r; +rp +r3 +rq4 = 0, implicam que o
termo s3 # 0, para que a existéncia da férmula de Binet seja possivel.

6 A funcao geradora da sequéncia matricial (s,s,)-Padovan e
(S 1 ,S2,S3)-TI‘idOVﬂIl
Uma funcdo geradora permite a resolucao de recorréncias lineares com coeficientes constan-

tes (KOSHY, 2001). Este procedimento demonstrou uma forma de calcular os niimeros de uma
sequéncia recorrente e linear, sem ser necessario conhecer 0s temos antecessores.
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Sendo uma série de poténcia formal, a fun¢do geradora gera, em seus coeficientes, informagoes
sobre uma sucessdo a, com n pertencendo aos nimeros naturais, e sendo uma fun¢do G(a,,x)
definida pela série:

oo
G(ay,x) = Z anX® = apx’ + ajx' + arx? + . ..
n=0

De fato, essa fun¢@o € uma expressao fechada e a convergéncia nao € analisada e nem consi-
derada, além de ndo estabelecerem relacdes entre dois conjuntos. Portanto, essa funcdo gera um
somatdrio infinito em que os seus coeficientes formam os temos da sequéncia estudada.

Teorema 18. A Fungdo Geradora da Sequéncia (s1,s,)-Padovan para n € N é dada por:

X
Gy, x) = 1 —s1x2 — 5013

Demonstracdo. Para os nimeros Padovan essa funcdo é multiplicada por s1x%, sox> nas equacgoes
abaixo devido a sua relacdo de recorréncia.
Assim, para sequéncia (s;,s2)-Padovan, considerando Py = 0,P; = 1,P, = 0, e utilizando

Piu)(s1,52) = Pn) para melhor visualizagdo, tem-se que:

G(Pi)(s,.50):%) = Po+ Pix+ Pox® + P + Py + . (1)
SIXZG(P(n)(sl ) ,X) = S1Pox” + 51 P> + 51 Poxt 4 51 P + 51 Px® + .. (2)
52)c3G(P(n)(s1 52) ,X) = s2P0x3 + s2P1x4 + s2P2x5 + s2P3x6 + s2P4x7 +... 3)

Baseada na Equagdo 1 - (2+3), temos que:

G (P (s,.5):X) (1 = $13° — 52°) = Py + Px + (P — P’

X

G(Plu)(sy.57)5%) (1 = 5127 = 522°)
G(Piuy(

X

Sl’SZ)’x) - 1 —s1x2 — 5013

O

A seguir, na Figura 2 -, apresentamos uma caracterizacio (HUNTLEY, 1985), em que diz
que ao determinarmos os primeiros coeficientes do desenvolvimento de através de divisao direta,
forma a série de Fibonacci, assim da mesma forma ocorre para a série da Sequéncia matricial
estudada neste trabalho. Este procedimento foi realizado utilizando o software Vmaxima.
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(=5 _1xh2-5 2 x"3)
taylor (/{—s_2 x"3—s_1.x%2+1)x 0, 20)

3 2
X=8y . X"=8q,

4

X 84 xa—'—s;_.x .—'512x5.—'2 53 5y xﬁ.—'{siaﬂ—sf) x?.—'ﬁsg 312

xBﬂ-{sﬁ.—'ﬂsﬂzaﬂxg.—'

{4 52513+523,J x1u.—'f515+ﬁ 322512} x 1 +(5 89 314+452351jx‘zﬂ—{sfs.—'msgzsﬁ.—'sz‘q) x1

5+10523312,J x14.—'['31?+15522314+5 52451) xiﬁ—*(?sg 315—*21}5‘23 5134525} %16+
{513.—'21 322515.—'15524512,1 x'?+{85331?+35523514+5 52551) x84

f55251

{519—.'—23522516—.-'—355245137'—525J x'9+{95251s+56523315+21 525312} *20

Figura 2 - Desenvolvimento da funcio geradora da sequéncia (s1,s2)-Padovan
Fonte: Elaborado pelos autores

Teorema 19. A Fungdo geradora da sequéncia matricial (s1,s2)-Padovan para n € N é dada por:

X

G(Qn):x) =

1 —s1x2 —spx3

Demonstracdo. Para esses niimeros a fungio é multiplicada por s;x%, s,x> nas equagdes abaixo
devido a sua relacdo de recorréncia 8.
Assim, para sequéncia matricial (s1,s7)-Padovan, considerando:

100 0 s1 si s2 0
Qois1s) = |0 1 0], Q15,59 =1|1 0 0] €Oy =1]0 s1 s2{,tem-seque:
0 01 01 0 1 0 O
G(Q(n)(s1.5):%) = Qo+ Q13+ 02x” + Q3x” + Qux* + .. (4)
SIXZG(Q(n)(sl,s2)7x):SIQOX +s1Q1x +s1Q2x +s1Q3x +s1Q4x6+... (5)
5220 G(Q() (5175 %) = $200%° + 201" + 52005 + 5203x° + 5204x” + .. (6)

Baseada na Equacdo 4 - (5+6), temos que:

G(Qn)(51.52):X) (1 = 516° — 520 ) = Qo + Q1x+ (Q2 — Qo )x*
G(Qn)(51.52):X) (1 — 5162 — 5207 ) = Qo + Q1x+ (02 — Qo )x*
+ Qx4 (02 —
G(Qpay50)05) = Qo+ 01x 2(Qz Qo)

1 —s1x2 —spx3

]

De maneira semelhante, podemos investigar um outro teorema, a ser utilizado para a sequéncia
(51,52,53)-Tridovan

Teorema 20. A Fungdo geradora da sequéncia (s1,53,53)-Tridovan para n € N é dada por:

X

G(T(”)’x) 1= §1X2 — §7x3 — s3x*
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=
e

Demonstragdo. A funcao G(T(n) ,x) é multiplicada por s1x2,5x3 e s3x*, de acordo com a férmula

de recorréncia (Defini¢do 10). Considerando T(gy = 0,7y = 1,T(3) = 0,T(3) = s1, e utilizando
T(0)(s1,52,53) = T(n) para melhor visualizag@o, tem-se que:

G(Tin)(s1.52)+%) = Tioy + Ty¥ + Tgpx® + T+ Tapx o+ @
spch(T(n)(s1 s2)5X) = slT(O))c2 + slT(l)x3 + slT(z)x4 + slT(3)x5 + 51 T(4)x6 +... (8)
szx3G(T(n)(s1 732),)6) = szT(O)x3 + szT(l)x4 + szT(z)xs + szT(3)x6 + szT(4)x7 +... 9)
S3x4G(T(n)(s1 7s2),x) = S3T(0)X3 + S3T(1)x4 + 53 T(z)xS + S3T(3)x6 + 53 T(4)x7 +... (10)

De acordo com a Equacao 7 - (8+9+10), temos que:

G(Ti) (51 52,53) %) (1 — 5107 = 5007 —53x%) = =T x = T(1)x* — Ty — Ty )x — T
G(T(”)(Sl ,527S3)7x)(1 - Slx2 - S2X3 — S3x4) =X

X
G (T (51,5.53) %)

1 —s51x2 — sox3 — st
]

Logo abaixo, na Figura 3 -, ¢ mostrada uma exploracao da funcdo geradora da sequéncia
(s1,52,83)-Tridovan utilizando o software Vmaxima.

(wM1-5_1x"2-s_2.x*3-5_3.xM);
taylor (x/(—s_3.xM-s_2 x"3-5_1.x"2+1).x,0,20)

X —8g x“_SE . xa—smg

X +8qx°

2

—sgx“v—rs12—'saj x5.—'25231 xs—.—.rsia—'z 5y 8y +sf} x?.—f352 5121-25352)15—

(3144—3 8q 8y -.-'-352231 +532)x9+{4525137-5535251 -.-'-523,1 x10-

3 2

(315—'4 858" +6 5y 312&333251 7'-353522,! x1 4{5323147'-1253 85 312.—'4 32351 +3332 84) x12¢
{316-'-5 33314.-'10322913—'6532 512-12 84 322 5y +92'1 .—'533) x13+

(6 59 515v205352513r1{}323 512*12 532 Sp §q 4 5q 323} x4

(817 26538, +155,2 5, 2105,% 5,7 430 53 5,° 5,2 # (55, 24 5,%) 5, 26 5,7 5,°) x 19+
(75550230838, 8* #2085, 5,% 230 5,75, 5,2 420 55 85,% 5, 25,7 45, 5,) %10 =

1‘313"'7 333157'-21 322315~—15532914+60335223137r15524.v1[]533j 3124-3(] 33252231 +55352'1 "'534J
xT+(85,8,7 +42535,5,5+355,% 5,4 +608,2 5, 5,2 +605,5,% 5,2+ (65,5 +208;,%5,) 5, +10 8,2 5,%)
x19.,.(319.,.33331?-23322515.&21 332 515+1053352251"vf35324 .-'20533} 513-.-'-90332522912'-'-
(30335247'5334) &y +32E‘~'—I(1533322)x19?{9323137-51353323157'—5135235154—113553232314~'—I4033323

513+g’21 525-.-'-!30 333 521 312 -+ 60 5'32523 5,76 85 525-.-'-5 53432)1'2'” ...

Figura 3 - Desenvolvimento da funcio geradora da sequéncia (s1,52,53)-Tridovan
Fonte: Elaborado pelos autores

Teorema 21. A Funcdo geradora da sequéncia matricial (s1,52,53)-Tridovan para n € N é dada

por:
X

G(T(p),x) =
n)»

() 1 —s1x2 — 593 — s3x4

VIEIRA, R. P. M.; ALVES. F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Sequéncia matricial (s1,52,53)-Tridovan: aspectos histdricos e propriedades. C.Q.D.— Revista

Eletronica Paulista de Matemaética, Bauru, v. 16, p. 100-121, dez. 2019.

DOI: 10.21167/cqdvol16201923169664rpmvfrvapmmcc100121  Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

114



Demonstragdo. A funcao G(T(n) ,x) é multiplicada por s 1x2,50x> e s3x*, de acordo com a férmula

de recorréncia (Definicdo 11).

Considerando:
-1 0 0O 0 S1 S2 83
10100 1 0 0 O
sisas3)o = [0 0 1 0f o121 01 0 0
0 0 0 1 00 1 0
-S1 sy s3 0 ) (S1)2 +5853 S51.82 §51.53
0 51 s2 83 S1 82 53 .
T2~ |1 0 0 ol Hoss)3= | 51 55 53 ; lem-se que:
0 1 0 0 10 0 0
G(T(n)(sl’”),x) = T0) + T(l)x—|— T(z)xz + T(3)x3 + 1(4)x4 +... (11)
SIXZG(T(n)(Sl 52) 7x) =] T(O)x2 + 51 T(l)x3 + Slf(z)x4 + 51 T(3)x5 + 51 1(4)x6 + (12)
s2x3G(T(n)(s17s2)7x) = SZT(O)X3 +s27:(1)x4 + Szf(z)xs + S2‘L’(3)x6 +s27:(4)x7 +... (13)
S3x4G(T(n)(sl 52) 7)C) =53 T(O)x3 + 53 T(l)x4 + 53 T(z)xs + 53 T(3)X6 + 53 T(4)x7 + (14)
De acordo com a Equacdo 11 - (12+13+14), temos que:
G () (5,52, %) (1 =167 = 9207 —530%) = T = T0)x” = T(0) = T ¥ — T
G(T(n)(sl,s27S3)7x)(1 — s1x2 — s2x3 - S3x4) = ’L'(O)x — T(l)x2 — T(O) — T(l)x — ’L'(Z)xz
2 2
_ Yo X Yo T T — )X
G (s1.52.53)%) = 1 — 5122 — 513 — s34
]

7 Comportamento da sequéncia matricial (s;,5,,53)-Tridovan
para os niimeros inteiros

Nesta secdo, iremos explorar, com os devidos cuidados, a sequéncia matricial (sy,s2,53)-
Tridovan para os seus termos negativos.
A extensdo para os nimeros inteiros parte da recorréncia inicial:

Tin13)(51,52,83) = 51T (54-1) (51,52, 83) + 52T () (51,52,53) + 53T (1) (51,52, 53)
Assim, escrevendo:
Ti3)(s1,52,53) = s17(1)(51,52,53) +52T(0) (51,52, 53) +53T(_1)(51,52,53)

Resultando em:

1
T_1)(s1,52,83) = g(T(3)(S1,Sz,S3) —s1T(1)(51,52,53) — 52T(0) (51,52,53))

Seguindo com esse raciocinio, podemos obter:
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1
Ti_1)(s1,52,83) = E(T(3)(S1,S2,S3) —s51T(1)(51,52,53) — 52T () (51,52,53)) =0

1
T(_2)(s1,52,53) = g(T(z)(S17S2,S3) —51T(0)(51,52,53) — $2T(_1)(51,52,53)) =0

1 1
T(_3)(s1,52,53) = g(T(1)(S1,S2,S3) —s1T(1)(51,52,53) — $2T(_9)(51,52,583)) = 5

1 s
T(_4)(s1,52,53) = g(T(O)(Sl,S%SZ») —s1T(_2)(s1,52,53) —$2T(3)(s1,52,53)) = —@

1 52 —S1.8
T(_s)(s1,52,83) = g(T(q)(Shsz,ss) —51T(—3)(51,52,53) —52T(_4)(51,52,53)) = %

1 —53 4251528
Ti_)(51,52,53) = g(n,z)(sl,sz,g) —51T(_4)(51,52,53) — $2T(_s5)(51,52,53)) = Z(T;“

Percebe-se que ao realizar a substitui¢do do termo 7{,,) por 7{_,), obtemos:
T(_ny3)(51,52,53) = s1T(_pp1) + 52Ty + 53T
1
T(fnfl)(sl,sz,g) = (g)(T(fn+3)(sl,SZ,S3) _S1T(7n+1)(s|,s2,S3) _SZT(fn)(s],sz,g))

Definicao 22. Para sy,s2,53 € Z, a sequéncia (sy,s2,s3)-Tridovan para o lado esquerdo, cha-
mada de T(_n) (51,52,83) comn >0 en €N, a sua férmula de recorréncia é definida como:

1
Tn—1)(s1,5083) = (g)(T(*"+3)(Sl,Sz,S3) =S 1) (s1,5283) — SzT(*n)(ShSNs))’
com T(_n) (51,82,83) = T(_n) e os mesmos valores iniciais atribuidos anteriormente na Defini¢do

10.

Definicao 23. Para sy,s2,53 € Z, a sequéncia matricial (sy,s2,s3)-Tridovan para o lado es-
querdo, chamada de F(_n) (s1,52,83) comn > 0en €N, édefinida como:

1
L) (s1,50053) = (g)(r(—n+3)(sl,s2,S3) = S10 (1) (s1,52,53) = 520 (=) (s1,52,3))

Utilizando os mesmos valores iniciais da Defini¢do 11.
A matriz geradora de (sy,s7,s3)-Tridovan para os termos negativos da sequéncia matricial, é

obtida através do cdlculo da matriz inversa de matriz geradora (s1,s2,s3)-Tridovan, sendo deno-
minada de I'(;, ;, ;.), € resultando no teorema descrito abaixo.

Teorema 24. A matriz geradora de (s1,s2,53)-Tridovan para o lado negativo, paran>0en €N,
é dada por:

0 1 0 0
0 0 1 0
Para T g, o) = 0 0 0 1 ,tem-se
I/s3 0 —s1/s3 —s2/53

T nity Tiony2)y 2T py+s3Tpqy  s3Ty)
e | Tew Tentny 2Ty +537 () $3T(p)

Gs2ss) = Ty Ty 20wy 83T n3) 5372y
T n2) Tp1y 203y +537 gy 373
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Demonstragdo. Partindo da Defini¢do 23 e do segundo principio da indugao finita, tem-se que:

Ly plents) o plontd) F(fn+2)))

r —(—
(= 1)(s1,52,53) <s3) (s1.52,83) 17 (s1.92.83) U2 (s1,92,83

Tni6) T(—n+7) S2T(—py5)+83T(—pia)y $3T(pys)
() Ly Tenss) Tionve) S2linia) £53T sy $3T(onta
1520590 = V3 | Tionta) Tionts) $2T(omsd) +53T(ns2) $3T(-n43)
T ni3) Tonta)y S2T(—py2) T30 (pv1) 83T (—n12)
[T nva) Tonrsy 2T i3y +530ni2) 83T py3)]
s T(fn+3) T(—n+4) SZT(—n+2)+S3T(fn+1) S3T(fn+2)
T(—n—i—Z) T(—n—i—?)) SZT(—n—i—l)_l_Sf?'T(—n) S3T(—n+l)
Tntt) Tens2y S2Tny+ 83T (nr) - 83Ty |
_T(—n—i-3) T(—n—i—4) sZT(—n—i—Z)""“ﬂ—n—l—l) S3T(—n+2)-
N O B S Il e L GO R R
Tty Ty 2lem #5301 (cnmry 8370
L Tny Tenvny S2T(cno1) +537(n2) $3T(p1) ]

T ni2y Tny3)y S2Tlnry +3Tn) 3T ny)
(—=nt+1) _ |Tcngty Tcng2)y 2Ty +s3T_pry  s3Ty)
(51,82,83) T—ny Ti—pyr)y s2Ton3)+837pn2) s3T(_p_1)

Tny Tiwy 20 o) +537 3 $37p2)

]

8 Algumas propriedades da sequéncia (s1,5,,53)-Tridovan e da
sequéncia matricial

Nesta secdo serao discutidas algumas propriedades bdasicas da sequéncia matricial (sy,s2,53)-
Tridovan embasadas nas defini¢des e nos teoremas apresentados anteriormente.

De posse da Defini¢dol1, podemos transpor a matriz, resultando em uma nova matriz vélida
desta sequéncia, sendo alterado apenas os valores iniciais, para:

1 000 0100
“lo10o0 s 010
TUsi,52,83)0 — 0010 s Usysa,83)1 = s 0 0 1
0 0 0 1 s3 0 00
[s; 0 1 0 52 s1 01
_|s2 051 01 . (S1)2+S3 sy s1 0
T(517527s3)2 - S3 Sl O 0 77:(51,52753)3 o S] SZ S3 S2 O
_0 s3 00 S1.83 0 s3 0

Assim, podemos chegar ao seguinte teorema:
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Teorema 25. Outra matriz geradora de (s1,s2,s3)-Tridovan, T ) para n = 0, expressa por:

51,552,853

01 00

s1 0 1
Para T, s, ) = s; 00 1 , tem-se

s3 0 00

T(n+1) T(n) T(nfl) T(an)
o _ Tnt2) ) Tty Tn-1)
15259) = 82Ty + 83Tty $2Tpt) +83T(0-2) $2T(2) +53T(0-3) 52T(0-3) +83T(-a)

531y $3T(n—1) 531 (4-2) 537 (—3)

Demonstragdo. Para realizar a demonstragado serd utilizada a Definicdo 11 e o segundo principio
da indugao finita, resultando:

(n+1) (n—1) (n—2) (n—3)
T(Sl $2,53) 0 T(Sl 152,53) + szf(sl 152,53) 83 T(Sl 152,53)
Tin) Tin-1) Tin—2) Tn-3)
() o Tt Tiny Tin-) Tin-2) n
(51,52,83) $2T(n—1) +53T(n—2)  S2T(n2) +53Tn-3) S2T(n—3) +53T(n_s) 2T (n—s) + 53T (s
53T, 1) 53T 537(,-3) 53T (—4)
Tin-1) T(n—2) T(n-3) T4
5 Tiw) Tin-1) Tin-2) Tin-3)
SZT(n72) +S3T(n73) S2T(n73) +S3T(n74) SZT(n74) + 53 T(n75) SZT(n75) +S3T(n76)
53 T(an) $3 T(nfl) $3 T(n74) 53 T(nfS)
Tiu-2) T(u-3) Tiu-a) Tiu-s)
tsa Tin-1) Tin-2) Tin-3) Tin-a)
$2T(n-3) + 531102y 2702y + 53T 5y $2T(n5)+53T(n6) 52T(n—6)+ 53117
837, -3) $37T(1-2) 537, 537 —6)
Tint2) Tintr) Tin) Ty
LD T3 Tip12) Tini1) Ty
(1525) N 50T yny +53T ) 2Ty +53T 1) 2T(u1) +53T(n—2) 52T (n—2) + 53T (-3
83T (n+1) 53T() 53T (n-1) 5372
]

O teorema a seguir oferece mais algumas propriedades interessantes:

Teorema 26. Dado T\, n € Z, sdo vdlidas as identidades a seguir:
(D) Tonm) = Tins1) Tom) + Tim) Toms1) + Tin—1) (52T m—1) + Tm—2)) + 53T (n-2) Tim—1)
() (=1)" (T Tim—1) = Towe) Tiom) + 82T 001y Toms1) 52T 1) Time2) + 537002 Tm 1))

Para todo n € Z, tem-se:
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Demonstragdo. (1): Baseado no Teorema 25 e utilizando propriedades fundamentais da aritmética
matricial, obtemos:

Yntm) = Tn) T(m)

Tiny1) T(n) T T2
T _ T(n+2) T(n+1) T(n) T(nfl)
(tm) = 15, Ty +53T—1) S2T(n—1) + 53112y $2T(42)+53T(,—3) S2T(p—3) + 5374

53T (n) $3T(n—1) 53T (,—2) 537 3)

T(m+1) T(m) T(mfl) T(mfZ)

Timy2) Ty Tim) Tim—1)

$2T(my + 83T (1) S2T(m—1) +53T(m—2) S2T(m—2) +53T(m—3) S2T(m—3) +53T(1—a)
83T (1) 83T (1) 53T (1n—2) 53T (1n—3)

Fornecendo imediatamente 7(, ) = Tins1)Tim) + Tin) Tims1) + Tin—1) (2T (1) + Tim—2)) +
83T (n—2)T(m—1)-

(i1): Tomando (i) e substituindo 7{,,,) = 7(_,,), obtemos:
Tins(=m) = Tine1)Tomy + Ty T—ms1) + Tin—1) (2T 1) + 53T —u—2)) + 53T (n—2) T(—m—1)
T(n+<—m)> = Tt 1) Tom) + Ty T~ 1))+ Tn-1) (2T (1)) +53T(~(m12))) +53T(n-2) T (m 1)
= (=1)" ' T ) Ty + (= 1) Ty T
(=)™ Tty (2T g1y + 53T (ms2)) + (= 1)"53T(2) T
(=D (T Tim—1) = T 1) Tom) +52T00—1) Tom1) + 83 (1) Tm+2) + 83T (n—2) Tme1)

_|_

]

9 Conclusao

Neste artigo apresentamos a Sequéncia de Padovan ou Cordonnier, realizando um aprofun-
damento histérico visando ressaltar o campo epistemoldgico do contetdo trabalhado. Contudo,
foi possivel perceber a semelhancga desta sequéncia com a de Fibonacci, considerando as suas
diferencas, ora que a primeira € representada como sendo de terceira ordem, e a segunda como
sendo de segunda ordem. Foi estudada ainda a relagdo de convergéncia e o polindmio carac-
teristico, que resultam no nimero plastico.

Uma breve abordagem sobre sequéncias lineares e recursivas em torno das matrizes gera-
doras foi efetivado, utilizando-o, a posteriori, como base tedrica para a realizacao dos estudos
relacionados a sequéncia matricial discutidos.

Com arrimo nos argumentos e definicdes anteriores, conjecturamos a existéncia da sequéncia
matricial (sq,s;,s3)-Tridovan oriunda do aumento da quantidade de termos antecedentes, com
(T(n)(51.52.53) (neN)) © (T(n)(s1.52.53) (neN))- Foram apresentadas duas maneiras de realizar o cdlculo
dos termos de uma sequéncia linear e recursiva, sem que seja necessario conhecer os temos
antecessores, sendo essas a formula de Binet e a funcao geradora.

Contudo, pode-se concluir ainda que essa sequéncia matricial (s1,s2,s3)-Tridovan representa
um caso particular da Sequéncia de Tridovan, onde atribuindo valores iguais a 1, as varidveis
definidas como sy, 52,53, retornamos aos nimeros de Tridovan introduzidos inicialmente.
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