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Teorema de Poincaré-Hopf

Poincaré-Hopf Theorem

Resumo

O Teorema de Poincaré-Hopf € uma ferramenta utilizada nao
somente na area de matematica, mas também em outras areas
da ciéncia (fisica, quimica, biologia € mesmo economia, psico-
logia, etc.). O Teorema de Poincaré-Hopf relaciona a caracte-
ristica de Euler-Poincaré com objetos da geometria diferencial,
a saber indices de campos de vetores. Uma das mais conhecidas
provas do Teorema, devido a Milnor, usa campos vetoriais com
zeros nao-degenerados. Usando a técnica da extensao radial de
M.-H. Schwartz, mostramos o Teorema para qualquer campo
vetorial com singularidades isoladas de qualquer indice.

Este artigo é uma versao estendida de um curso ministrado pelos
autores durante a XX VIII SEMAT, 2016 no IBILCE - Campus
de Sdo José do Rio Preto da UNESP. O primerio autor teve
auxilio financeiro da FAPESP (processo UNESP-FAPESP).
Palavras-chave: Teorema de Poincaré-Hopf. Indices de cam-

pos de vetores, Caracteristica de Euler-Poincaré

Abstract

The Poincaré-Hopf Theorem is one of the mathematical re-
sults which are the most used not only in mathematics but also
in other fields of sciences (Physics, Chemistry, Biology and
even Economy, Psychology, etc.). The Poincaré-Hopf The-
orem connects a combinatoric invariant: the Euler-Poincaré
characteristic with objects of differential geometry, namely in-
dices of vector fields. There are many proofs of the Theorem,
one of the most well-known due to Milnor uses vectorfields
with non-degenerate isolated singularities. In this paper, using
the radial extension technique of Marie-Hélene Schwartz, we
show that the Milnor proof can be used for any vectorfield with
isolatd singularities of any index.

Keywords: Poincaré-Hopf Theorem. Indices of vector fields.
Euler-Poincaré characteristic.
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1 Introducao

O Teorema de Poincaré-Hopf € bem conhecido, mas sua demonstracio nem tanto. O objetivo
deste trabalho € apresentar a prova, ou ao menos, uma ideia da prova do Teorema de Poincaré-Hopf
no caso de superficies, assim como destacar algumas consequéncias.

Apo6s recordar o cldssico Teorema de Poincaré-Hopf, introduzimos a caracteristica de Euler-
Poincaré e o indice de um campo de vetores em uma singularidade isolada, que sdo os principais
conceitos necessdrios para o estudo do teorema.

Nas secoOes seguintes, lembramos a no¢do de fibrado tangente a uma curva % suave e fechada em
R2 (5.1), assim como de fibrado tangente a uma superficie suave (5.2).

Lembramos também as nog¢des de valores regulares, valores criticos, pontos regulares e pontos
criticos assim como a nogdo de grau primeiramente no caso de uma aplicacdo suave f de € em S',
onde S' é a circunferéncia unitdria, e posteriormente no caso de uma aplicacio suave f de . em S?
(5.2.2).

Isso nos permite estudar as singularidades de campos de vetores tangente a uma superficie suave.
O indice de um campo v de vetores tangente a uma superficie, em um ponto singular isolado, define-se
na seco 6.1 como o grau de uma aplicacio suave %, : S! — S! definido na se¢iio 5.1.2. Apresentamos
varios exemplos (assim como desenhos correspondentes).

Em dimensio 3, o indice de um campo de vetores v em R em um ponto singular isolado define-se
como sendo o grau de uma aplicacio suave ¥, : S> — S2. Mostramos neste ponto um resultado técnico
que serd usado na prova do Teorema de Poincaré-Hopf (Lema 13).

Na secdo seguinte enunciamos o Teorema de Poincaré-Hopf e, antes de realizarmos a prova,
enunciamos varios exemplos abordando os casos orientado e nao orientado. Por fim, apresentamos a
prova do teorema no caso orientado que consiste em duas etapas. A primeira etapa é bem geométrica,
na qual descrevemos a construcdo de um campo de vetores particular, chamado de campo de Hopf,
satisfazendo o Teorema de Poincaré-Hopf. A segunda etapa € um pouco mais técnica e hd vdrias
maneiras de trabalhar e serd mostrado que em uma superficie compacta orientada, a soma dos indices
de um campo de vetores tangente a superficie ndo depende do campo escolhido. O método de
prolongamento radial apareceu pela primeira vez, independentemente e a0 mesmo tempo, no livro de
John Milnor (MILNOR, 1965), “Topology from the differential viewpoint”, e na constru¢do de classes
caracteristicas de variedades singulares de Marie-Hélene Schwartz (SCHWARTZ, 1965). Milnor
providenciou a constru¢do no caso de campos de vetores com singularidades ndo degeneradas, isto €,
de indice +1 ou —1, sobre variedades suaves. Sendo um campo de vetores com uma singularidade
isolada de indice I, Milnor teve que perturbar o campo de vetores ao fim de ter um campo de vetores com
|1| singularidades isoladas de indice +1 ou —1, seguido que I seja positivo ou negativo. Neste artigo,
mostramos que se usamos a construcdo de prolongamento radial, devido a Marie-Hélene Schwartz,
ndo precisamos de perturbar o campo de vetores. Esta construg¢do vale para campos de vetores com
singularidades isoladas de qualquer indice, e mesmo no caso de variedades singulares, o que € muito
mais geral e mais delicada. Esse argumento finaliza a prova no caso orientado. Concluimos o artigo

dando a prova do Teorema de Poincaré-Hopf no caso ndo orientado.
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Este artigo € uma versao estendido de um curso ministrado pelos autores durante a XX VIII SEMAT
Semana de Matematica, 17 a 21 de Outubro de 2016 no Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias
Exatas (IBILCE) - Campus de Sdo José do Rio Preto da Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho” (UNESP).

O primerio autor teve auxilio financeiro da FAPESP através do processo UNESP-FAPESP no.
2015/06697-9.

2 Enunciado do Teorema de Poincaré-Hopf

O Teorema de Poincaré-Hopf foi provado por Poincaré no ano 1885 para o caso de superficies,

depois por Hopf, no ano 1927, para o caso de variedades suaves de dimensao maior.

Teorema 1 Seja . uma superficie compacta, suave, sem bordo, ndo necessariamente orientada
e considere um campo de vetores v com singularidades isoladas, tangente a superficie. Entdo a

caracteristica de Euler-Poincaré vale
1) = Yiva),
a;

no qual os pontos a; sao os pontos singulares isolados de v e I(v,a;) é o indice do campo v no ponto

a;.

Nas duas primeiras secdes, lembraremos a definicdo da caracteristica de Euler-Poincaré e do indice
de um campo de vetores em uma singularidade isolada. Nas secdes seguintes daremos defini¢des
equivalentes para o caso diferencidvel, o que permite finalizar a prova do Teorema de Poincaré-Hopf.

3 Caracteristica de Euler-Poincaré

Historicamente, a “caracteristica de Euler-Poincaré” de uma superficie foi definida usando trian-
gulacdes. Exemplos de triangulacdes da esfera S sdo dados na Figura 1.

Uma triangulacdo de uma superficie . € o dado de um poliedro (triangulado) K < R" e um
homeomorfismo 4 : |K| — ., no qual |K| é um subespago topolégico compacto do R”, formado pela
colecdo de todas as unides de simplexos do poliedro K.

Seja K uma triangulacio de uma superficie compacta ., com nimero de vértices ng, com nimero
de segmentos n; e com nimero de tridngulos n,. Entdo a caracteristica de Euler-Poincaré de K ¢é
definida por

X(K) =ng—ny+ny. (3.1)

Teorema 2 (Teorema de Euler-Poincaré) Seja . uma superficie compacta, suave, sem bordo, nao
necessariamente orientada, a caracteristica de Euler-Poincaré ndo depende da triangulacdo esco-

lhida
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Entdo podemos definir ) (.¥’) como sendo x (K) para qualquer triangulagio da superficie.
No caso da esfera S? e na Figura 1, utilizando a triangulagio do cubo, temos

ng—ny+n,=8—18+12=2.
Considerando a triangulacao do tetraedro, temos
ng—ny+np=4—6+4=2.

O Teorema 2 foi provado por Poincaré (1893). No caso da esfera, hd varias demonstracdes, a
primeira (indireta) por Descartes (1639), depois (incorreta) por Euler (1758), Legendre (1794) e por
Cauchy (1811). Para este resultado, veja os artigos de Elon Lima (Lima, 1985, No 1 e 2), também
(Brasselet e Thuy, 2019), e o site web (veja Eppstein). Assim podemos denotar por ¥ (S?) a quantitade
x(K) para qualquer triangulagdo da esfera, chamada de caracteristica de Euler-Poincaré da esfera.
Consequentemente, temos

X(SZ) =ng—ny+ny =2,

para qualquer que seja a triangulacdo da esfera.

A

N
R4
N

Figura 1: Triangulagdes da esfera. Nas representacdes planares identificam-se os segmentos de mesmo

nome com a mesma orientacao.

A caracteristica de Euler-Poincaré do toro vale 0. Em geral, a caracteristica de Euler-Poincaré de
uma superficie compacta, sem bordo e orientdvel € 2 —2g, sendo g o género da superficie. Lembra-
mos que o género g de uma superficie (orientdvel ou ndo) é o nimero maximo de circunferéncias
disjuntas que se pode remover da superficie sem desconecta-la. Por exemplo, o género de uma esfera
€ 0, pois qualquer circunferéncia removida da esfera a desconecta. O género de um toro € 1, uma

vez que € possivel remover uma circunferéncia do toro sem desconecta-lo, mas se tirarmos uma segunda
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circunferéncia qualquer, disjunta com a primeira, o toro serd desconectado (Figura 2).

Figura 2: Género da esfera e do toro.

O plano projetivo P? é o conjunto de todas as retas do espaco euclidiano R? passando pela origem.
Uma maneira ficil para representar o espaco projetivo é considerar em R> a esfera S? centrada na
origem e de raio 1. Consideramos trés partes na esfera S?: as semiesferas (abertas) norte e sul e o

equador (veja Figura 3).

X

Figura 3: Representacio do espaco projetivo P2.

Cada reta de R? passando pela origem e ndo contida no plano (Oxy) encontra a semiesfera norte
em um ponto xy € a semiesfera sul em um ponto xg. O ponto xy pode ser considerado como um
representante da reta. As retas contidas no plano (Oxy) encontram o equador em dois pontos diame-
tralmente opostos, que identificamos para ter um representante s6. Assim, obtemos uma representacao
do plano projetivo P2, como sendo a semiesfera norte (ou seja, um disco) com identificacio de pontos
diametralmente opostos em seu bordo.

A caracteristica de Euler-Poincaré do plano projetivo vale +1, da garrafa de Klein vale 0. Em
geral, a caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie compacta e sem borda, nao orientdvel, de
género g, vale 2 — g.

Lembramos também que uma superficie compacta e sem bordo pode ser mergulhada em R se, e
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somente se, ela é orientavel.

4 TIndice de um campo de vetores no plano

4.1 Indice de uma curva plana fechada

Seja T uma curva plana fechada e orientada no plano orientado R>. Seja o um ponto nio
pertencente a curva I'. Consideramos uma pequena circunferéncia Cy, de centro o tal que I' nCy = 7,
com orientacdo induzida por R2.

Seja y um ponto na curva I' e o(y) o ponto intersecdo a(y) = [o,y] n Cy (veja a Figura 4). Quando
y caminha sobre a curva I' e descreve toda a curva no sentido da orientagdo dada sobre a curva, o
ponto o(y) faz algumas voltas sobre C,. Sejam pq o nimero das voltas no sentido da orientagdo da

curva e ¢o 0 numero das voltas no sentido oposto da orientacao da curva.

p

Figura4: I(I',a) = +2; I(T',B) = +1

Definicdo 3 O indice I(T', ) da curva T relativamente ao ponto & é a diferenga
I(T', &) = po — qa-

O ndmero py — go ndo depende do ponto de partida y sobre a curva I'. Este nimero também nao
depende do ponto & situado na mesma componente conexa aberta de R*\I". Porém, em uma outra
componente conexa aberta de RZ\F, o indice /(T", B) em um ponto 3 pertencente a esta componente
pode ser diferente de I(T', o).

4.2 Indice de um campo de vetores planar em um ponto singular isolado.

Consideramos agora uma circunferéncia S} de centro ¢ em R? e um campo continuo de vetores
v(x) definido sobre o disco fechado D, = R? cujo bordo é S.. Suponhamos que a tinica singularidade

de v no disco D, ocorra no ponto a. Isto é, a é o tnico ponto do disco D, tal que v(a) = 0.
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Figura 5: O campo de vetores v e a imagem de S} por ¥%. Temos I(v,0) = +2. Para todo ponto i de

SL, o ponto %,(i) é denotado por 7. O vetor 07°é paralelo ao vetor v(i), e de mesmo tamanho.

Podemos definir uma aplicagio ¥, de S! em uma outra cépia de R?, denotado por R2, tal que para
cada x € S!, o ponto %,(x) seja a meta do vetor w(x) = v(x), cuja origem é a origem do plano RZ.
A imagem de S) por ¥, é uma curva I = %(Sl). Observamos que, como v nio se anula sobre S|,

a curva I’ ndo contém a origem 0 de R.

Definicio 4 O indice I(v,a) é definido como sendo o indice da curva T' = §,(SL) relativamente ao
ponto 0, isto é, I(v,a) = I(f,O).

S Grau de uma aplicacao suave

5.1 Caso de curvas
5.1.1 Fibrado tangente a uma curva suave e fechada

Seja € uma curva suave, fechada e orientada em R”. Em cada ponto x de &, temos a reta tangente
a % no ponto x, que denotamos por 7% . Vemos que 7,% é um espago vetorial de dimensao 1 sobre R.

Um vetor tangente a curva suave 4 no ponto x € um elemento v(x) de 7,%. Podemos definir um
vetor tangente a curva 4 no ponto x como sendo a classe de equivaléncia de curvas diferencidveis
¢:]—1,+1[— % desenhadas sobre ¢ tais que ¢(0) = x. Denotamos por v(x) = ¢/(0).

Denotamos 76 = | J,. 1,6 e chamamos 7€ de espago fibrado tangente a € , ou simplesmente,
fibrado T¢. Cada T, ¢ corresponde a uma fibra de 7% no ponto x e € homeomorfa a R. Chamamos
R de “fibra tipo”.

O fibrado T% é localmente trivial, isso significa que para todo ponto x de ¢, existe uma vizinhanca
U, de x em % tal que

TC |y, = Uy xR,
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no qual 7% |y, € arestri¢do de T¢ a U,. Além disso, o fibrado tangente a uma curva suave, fechada
¢ ¢é globalmente trivial, isto é, T¢ =~ € x R. Porém, esta propriedade ndo € verdadeira para qualquer
variedade em geral. Por exemplo, o fibrado tangente 2 esfera S? ndo é globalmente trivial (veja a
Secdo (5.2)).

O fibrado T% tem uma vizualizagio natural no plano R?, mas esta vizualizagcio néo é conveniente
para trabalharmos. Uma maneira mais conveniente é olhar o plano R? como plano horizontal em R?

e girar todas as retas tangentes em +90°, verticalmente em relacio ao plano R? (veja Figura 6).

v(x) ';:;'v"(_;g,))');';:'.'..'.'j;;'. ‘
(o [ &l
* X\5 ~ _-/5/'
< : oo
T.¢

Figura 6: O fibrado T, aqui tomamos para ¢ a circunferéncia S'.

Obtemos uma representagdo de 7% como um cilindro de base 4. A direcdo positiva de T, é
para acima e a direcdo negativa € para abaixo. Assim, é possivel representar o vetor v(x) como sendo
positivo, negativo ou nulo.

Seja U um aberto de %, um campo v de vetores tangente a 4 ao longo de U € uma aplicacio
continua v: U — T% |y tal que v(x) pertence a 7,%’, para cadaxe€ U.

Uma singularidade do campo v de vetores tangente & 4 é um ponto a tal que v(a) = 0. Uma
singularidade a sera chamada de singularidade isolada se existir uma vizinhanga V, € % do ponto a
tal que v(a) = 0 e v(x) # 0, para x € V,\{a}.

5.1.2 Pontos e valores criticos, grau

Seja f: € — S! uma aplicagio suave. Damos a curva fechada € a orientagio induzida pela
orientacdo de R%. Consideramos a mesma orientacio para R2, assim temos para S! a orientacdo
induzida pela orientacdo de R2.

A derivada da aplicagio suave f : ¢ — S! em um ponto x da curva €, chamada de aplicacdo

linear tangente, é denotada por
dfc: T,¢ — Tf(x)Sl, ou seja, dfy:R—>R, (5.1

e € definida por
dfe(v) =dfu(c'(0)) = (foc)(0) (5.2)
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para toda curva c : | — 1, +1[— % tal que ¢(0) = x e v(x) = ¢/(0). De fato, f oc é uma curva sobre S'
tal que (foc)(0) = f(x). Neste caso, (foc)’(0) é um vetor tangente 2 S! no ponto f(x).

Vamos considerar agora a nogio de valores criticos de uma aplicaco suave f : € — S!. Um ponto
ac€ talquedf,: T,¢ — Tf(a)Sl tem o posto 0 é chamado de ponto critico de f.

Por defini¢do, um ponto regular da aplicagdo f € um ponto x € € que nao é critico. Em um ponto
regular, df, : ,¢ — Tf(x)Sl € um isomorfismo de espacos vetoriais orientados e definimos o sinal de
d fy como sendo +1 ou —1 se d f; preserva ou ndo a orientacao, respectivamente.

As imagens de pontos criticos sdo chamadas de valores criticos e os demais pontos sdo chamados
valores regulares da aplicagio. Entdo, um ponto y € S! é um valor regular de f se f~!(y) = & ou
todos os pontos x € £~ !(y) sdo pontos regulares de . Em um valor regular y de f tal que = (y) # &,
podemos considerar o ndmero inteiro

grau(fiy) = ). signdf,
xef~1(y)

com sign d f, é o sinal de d f, no ponto x € f~1(y).

Observamos que, por causa da compacidade de %, entdo f~!(y) consiste em um ntimero finito de
pontos.

Uma propriedade fundamental que vamos mostrar (Proposicéo 8) é que grau(f;y) ndo depende do

valor regular de f. Neste caso, grau(f;y) serd chamado de grau de f e denotado por grau(f).

Exemplo 5 Consideremos o exemplo da aplicacdo f : S' — S! dada pelo grafo da Figura 7.

27

Y4 =312 A~ //

y3=" /

y2 =7/2Hf \'/ |
yi="m/4f |
0 X1 X2 X3 X4 =T X5 X6 21w

Figura 7: Representacdo grafica da aplicacdo f na esfera.

Os pontos x3 = n/2 e x5 = 37/2 sdo pontos criticos com derivada nula. O ponto y3 = T é um
valor regular tal que f~'(y3) = {x2,x4,x¢}. Nos pontos x; e x¢ a aplicagdo d f preserva a orientagdo,

mas no ponto x4, a derivada d f é negativa e d f inverte a orientacdo. Entdo temos:

grau(f;y3) = Z signd f, = signd fy, +signdfy, +signdfy, =+1—-1+1=+1. (5.3)
xef~1(y3)
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Figura 8: O grau da aplicagdo f: A “caminhada” do ponto f(x) estd em preto: O ponto y; = /4 é
um valor regular tal que f~!(y;) = {x;}. Neste ponto, temos a mesma orientagio da circunferéncia
de base (vermelho), entdo a aplicacdo d f preserva a orientacdo e temos grau(f;y;) = +1. No ponto
y3 temos duas vezes a orientacdo da circunferéncia de base (positiva) e uma vez a orientacdo oposta

(negativa). Temos grau(f;y3) = +1 (veja 5.3).

Note que os pontos criticos ndo sdo necessariamente pontos isolados. De fato, se um ponto critico
y; ndo for isolado, entdo existird um intervalo (“horizontal” no grafo) [a,b] tal que f([a,b]) = y;.

E ficil de ver que podemos substituir f por uma pequena perturbagio f de f (por exemplo uma
pequena sinuosidade) com pontos criticos isolados e tal que o grau ndo depende da perturbacao.

Quando o ponto x faz um turno completo da curva fechada %, o ponto f(x) faz uma caminhada
sobre a circunferéncia S'. Quando x chegar ao fim de seu turno, f(x) voltard no ponto de partida.

O ponto f(x) pode as vezes fazer uma volta (um returno), as vezes ficar no mesmo lugar, as vezes
fazer duas “sub-caminhadas” com orienta¢des opostas, onde cada sub-caminhada ndo € necessaria-
mente um returno completo. Chamamos de valores de volta (ou de returno) os pontos y € S! tais que
existir uma vizinhaga suficientemente pequena de x € f~! (y), a caminhada de y mudard a orientagdo

(veja na Figura 8 os pontos y» € ya).
Lema 6 Os valores de volta sdo valores criticos.

Prova. Suponha que y seja um valor de volta. Entdo existem x € 4 e € um nimero positivo
suficientemente pequeno tal que quando X caminha de | x — €, x+ € [, acaminhada f(X) muda orienta¢do
quando X passa de x. Isso significa que o sinal da derivada d f;z no ponto ¥ muda quando X passa de x.

Entdo a derivada € nula em x, o que significa y € um valor critico.

Observacao 7 Um valor critico pode ndo ser um valor de volta. De fato, a imagem de um ponto de

inflexdo x do grafo de uma funcdo f é um valor critico mas o sinal de d f, ndo muda neste ponto.

Escolhamos como ponto de partida um ponto xo de & tal que yp = f(xp) ndo seja valor critico
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(entdo nao seja valor de volta). Quando o ponto x fizer um turno no sentido positivo, o ponto y = f(x)
poderd passar no ponto yg um certo nimero de vezes po no sentido positivo e um nimero de vezes gg
no sentido negativo. E preciso ndo esquecer a passagem inicial, que também € a passagem final e que

pode ser positivo ou negativo.
Proposicao 8 O grau ndo depende do valor regular.

Prova. Seja yp um valor regular. Quando y varia continuamente em uma vizinhanca do ponto regular
Y0, claramente o niimero py — go nao muda. Entdo, o grau é constante quando y descreve uma vizinhaca
de valores regulares na circunferéncia S'. Agora, o que acontece quando esta vizinhanga encontra um
valor critico?

e Se o valor critico ndo for um ponto de volta, o sentido do deslocamento ndo mudard, entdao o
nlimero pg — go ndo muda e o grau ndo varia.

e Se o valor critico y; = f(%) for um ponto de volta (por exemplo o ponto y, na Figura 8), entéo
pelo Lema 6, y; € um valor critico. O deslocamento ocorrerd de um lado de y; e depois volta no
mesmo lado. Antes do ponto y; (por exemplo o ponto y; na Figura 8), o deslocamento ocorre p vezes
no sentido positivo e g vezes no sentido negativo. Depois do ponto y; (por exemplo o ponto y3 na
Figura 8), o deslocamento ocorre p + 1 vezes no sentido positivo e g + 1 vezes no sentido negativo. A

diferenca p — g, isto € o grau, ndo muda.

5.2 Caso de superficies

Nesta secdo, superficies suaves compactas, sem bordas e orientadas, como a esfera S? e o toro T
serdo estudados.

Recorde que uma superficie . € suave se existe um recobrimento localmente finito de abertos
1 {U;} de .7 e, para cada i, existe um homeomorfismo ¢; : U; — B;, onde B; é um disco aberto de

dimensao dois em R, tais que, cada vez que U; n U ; ndo € vazia, a aplicagdo
hij == @jo (pi_1 c@i(Uin Uj) — (pj(Ui A Uj)

¢ um difeomorfismo (veja Figura 9). Na sequéncia, vamos identificar os abertos U; com bolas abertas
B;.

5.2.1 Fibrado tangente a uma superficie suave
Da mesma maneira como foi definido o fibrado tangente a uma curva suave, consideramos para

cada ponto x de uma superficie .# o espago vetorial tangente a ., de dimensao 2, sobre o corpo R,
denotado por 7,.7.

'Localmente finito significa que para cada ponto x de .7, existe uma vizinhanga U, de x em .¥’ que encontra um niimero
finito de U;.
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Figura 9: Superficie suave.

Por exemplo, o fibrado tangente a esfera S2éTS? = U, T.S2. Todas as fibras 7,S? sdo homeomorfas
a R%. Chamamos R? de fibra tipo. O fibrado T'S? é localmente trivial, assim como o fibrado tangente
a qualquer superficie .. Isso significa que cada ponto a da superficie .’ admite uma vizinhanca U,

tal que 7. |y, € isomorfismo a U, x RZ:

7.7y, = U, x R? (5.4)

(veja Figura 10). Entdo, T.¥ |y, pode ser visto como uma cole¢io de espagos vetoriais reais R2.

T. ~R2
v(a v(x)
Ty|Ua ~ ° ° / \ ° ﬂ °

Uasz

Figura 10: O fibrado 7. € localmente trivial.

Uma superficie suave orientada é uma superficie suave .’ com uma escolha de orientagdo para
cada espaco tangente 7;.7, tal que para cada x € Uy, a orientagdo de 7,.¥ corresponde a orientacao

de {x} x R? pelo isomorfismo (ver 5.4).
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O fibrado tangente TS? ndo é globalmente trivial, isto é, ndo hd homeomorfismo global
TS? = §? xR

Isso € uma das consequéncias do Teorema de Poincaré-Hopf do qual veremos a prova (veja Coroldrio
16). Mas, por exemplo, o fibrado tangente ao toro T é globalmente trivial. Do mesmo modo
do que no caso de curvas, um vetor tangente a superficie suave . no ponto x é um elemento
v(x) de T,.#. Podemos definir um vetor tangente como sendo a classe de equivaléncia de curvas
diferencidveis ¢ : | — 1,4+ 1[— .¥ desenhadas sobre a superficie .7 e tais que ¢(0) = x. Assim sendo,

temos v(x) = ¢’(0).

5.2.2 Pontos e valores criticos, grau

Seja f : . — S? uma aplicacio suave de uma superficie suave . em S, do mesmo modo que
no caso de curvas, a derivada da aplicagdo suave f :.# — S?, em um ponto x de .#, chamada de

aplicagao linear tangente, serd denotada por
dfs: T’ — Tyn)S?, ouseja  dfy:R*—R? (5.5)

¢ definida por
dfe(v) = dfu(c'(0)) = (foc)(0) (5.6)

para toda curva ¢ : | — 1, +1[— .7 tal que ¢(0) = x e v(x) = ¢’(0). Observe que foc é uma curva
sobre S tal que (foc)(0) = f(x). Neste caso, (foc)’(0) é um vetor tangente a S* no ponto f(x).
Seja f :.# — S? uma aplicagio suave de uma superficie suave . em S, um ponto a € . tal que
a aplicacdo derivada
dfa:To — Tp)S?

tem o posto menor do que 2 é chamado de ponto critico de f.

Um ponto a da superficie .” € um ponto regular da aplicac@o f se ele ndo € critico. As imagens de
pontos criticos sdo chamadas de valores criticos e os demais pontos sao chamados de valores regulares
da aplicagao.

Como no caso de dimensdo 1, um ponto y € S? é um valor regular de f se f~! (y) = & ou todos os
pontos x € f~!(y) sdo pontos regulares. Em um valor regular y de f, podemos considerar o niimero
inteiro

grau(f;y) = Z sign d fy.
xef~1(y)
Assim, podemos ver que o grau( f;y) ndo depende do valor regular de f. Portanto, podemos denoté-lo

simplesmente por grau(f) e chamaremos de grau de f.
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6 Singularidades de campos de vetores tangentes — Indice em um

ponto singular

6.1 Singularidades de campos de vetores tangentes a uma superficie suave

Sejam . uma superficie suave e U, uma vizinhanga de um ponto a € .. Um campo de vetores

sobre U,, tangente a .’ € uma aplicac¢io continua:
V. Ua - T |Uu

tal que, para cada x € U, v(x) € T,.. =~ RZ.

Uma singularidade de um campo de vetores v é um ponto a tal que v(a) = 0.

A singularidade a € isolada se existir uma vizinhanga V, de a tal que para cada ponto x de V,
diferente de a, teremos v(x) # 0.

Mostraremos que, a uma singularidade isolada de v, podemos associar um numéro inteiro que
chamaremos de indice do campo de vetores v no ponto a e denotaremos por I(v,a). O indice de um
campo de vetores pode ser definido de muitas maneiras equivalentes em vdrios contextos: usando
grupos de homologia, usando integrais de formas diferenciais, etc. Aqui, vamos usar a definicdo que
utiliza aplicacdo de Gauss e de grau (LIMA, 1985a, 1985b).

Seja . uma superficie orientada e considere uma vizinhanca V, de @ homeomorfa a um aberto
de R? e tal que a seja a tinica singularidade de v dentro de V,. Isto é, a é uma singularidade isolada
de v (veja Figura 11). Podemos considerar uma segunda cépia de R?, denotado por R2, com a mesma

orientacao.

Figura 11: A aplicacdo de Gauss.

Seja B, uma pequena bola de centro a dentro de V.. Ao longo da esfera S!, que é o bordo de B,, o
campo de vetores v ndo tem singularidades.

Para cada ponto x de S ‘11 consideramos o vetor
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em R2, sendo |v(x)| a norma euclidiana de v(x).

O vetor ¥(x) tem tamanho 1 e a sua extremidade, 7, (x), pertence a esfera S! de raio 1 e centro na
origem de R2.

A aplicagdo %, : S} — S' é chamada de aplicacdo de Gauss.

Quando o ponto x fizer um turno no sentido positivo de S}, o ponto ¥,(x) fara certos “caminhos”
(pedacos de turno) da esfera S! no sentido positivo ou negativo.

Observacao 9 A orientacdo positiva ou negativa do pedaco de caminho do ponto ¥,(x) determina

respectivamente a orientagdo positiva ou negativa de R2.

Seja o um ponto de S', um caminho passando por ¢ no sentido positivo vale 4+1 e um caminho
passando por & no sentido negativo vale —1.

A soma destes valores é, por defini¢do, o indice I(v; @) do campo de vetores v no ponto a. E facil
de ver que o indice I(v,a) € igual ao grau de ¥, (veja §5.1.2).

Observacao 10 Observamos que a aplicacdo de Gauss %, é uma composicdo de duas fungoes

Si— TS|y =8, xR? 5 R?

X - v(x) = %(x)

(veja Definicdo 4). Esta propriedade é a base da teoria de obstrucdo, uma das teorias que permite de

introduzir a teoria de classes caracteristicas.

X3

X5

Figura 12: Aplica¢do de Gauss. Aqui: yo = % (x0), Y1 = %(x1), y2 = H(x5), y3 = h(x2) = %(x4) =
%o(x6) € ya = %(x3).

Exemplo 11 Considerando o campo de vetores v na Figura 12 e a aplicagcdo de Gauss estudada no

exemplo 5 temos I(v,0) = +1.

As figuras 13, 14, 15 e 16 sdo alguns exemplos de indices.

Observacao 12 Observamos que se um campo de vetores v definido sobre o bordo S é de B, se estende
sem singularidades dentro de By, entdo o seu indice I1(v,a) vale 0. Esta observagdo serd iitil para o

que se segue,
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Figura 13: Campo radial saindo e campo radial entrando: I(v,a) = +1.

s

Figura 14: Campo de indice nulo.

6.2 Singularidades de campos de vetores definidos em R>

Na segunda etapa da prova do Teorema de Poincaré-Hopf, vamos utilizar uma propriedade parti-
cular do indice de campos de vetores do R3. O indice de um campo de vetores em R3 define-se da
mesma maneira do que o indice de um campo de vetores em R%. Observamos que esta definicio é a
mesma em um espaco euclideano de dimensdo qualquer.

Mais precisamente, seja w um campo de vetores em R> com uma singularidade isolada em 0. Isso
significa que podemos considerar uma pequena bola By centrada em O tal que ao longo da esfera SZ,
que € o bordo de By, o campo de vetores w ndo tem singularidades.

Para cada ponto x de S2. consideramos o vetor

o w(x)
"9 = ool
X
X3 X1 %olx 7, (x6)
Va N\
X0
- Yolxa ]v(xo)

X5 X6 % (x3 L (x1)

Figura 15: Campo de indice I(v,a) = —1.
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Figura 16: Campo de indice I(v,a) = +2.

em um outro exemplar de R3, com mesma orientacio e chamado de R3. Aqui |w(x)| é a norma
euclidiana de w(x).

O vetor W(x) é de tamanho 1 e a sua extremidade, %, (x), pertence a esfera S? de raio 1 e de centro
a origem de R3.

A aplicagdio %, : S3 — S? definida por x — %, (x) é chamada de aplicagdo de Gauss.

Como no caso anterior, se¢do 5.2.2, um ponto a € S% tal que a aplicacdo derivada

d(V)a : Ta(S3) = Tiyy(ay)S*

tem o posto menor do que 2 é chamado de ponto critico de ¥,. Os pontos regulares e valores criticos
e regulares estdo definidos da mesma maneira do que na sec¢do 5.2.2.

Em um valor regular y de %, podemos considerar o niimero inteiro

grau(Y;y) = Z sign d(%)x-
Xt (7)

Como na se¢do 5.2.2, o nimero grau(%,;y) ndo depende do valor regular de %, ele é denotado por
grau(¥,,) e é chamado grau de %,. 0 indice I(w,0) do campo w em R? com singularidade isolada em

0 € bem definido como o grau de ¥,.

Lema 13 Seja v um campo de vetores em R*> com singularidade isolada na origem Op2 € R? de
indice I(v, ORz;Rz). Seja t um campo de vetores em R com singularidade isolada na origem Og € R,
saindo radialmente do ponto Og. A soma w = v@t é um campo de vetores em R> = RZ®R tal que
w((x,y),2) = (v(x,y),0r) + (Og2,2(z)), com singularidade isolada na origem Ogs = (Og2,0r) de indice
I(w,0p3;R?) tal que:

I(w,053;R?) = I(v,052;R?).

Este resultado, ja usado em Schwartz (1991), aparece no livro de Brasselet, Seade, Suwa (2010)
como “Lemma 2.3.3”, sem prova. A prova que providenciamos aqui usa o conceito de grau. Obser-

vamos que a hipétese sobre o campo ¢ implica que o indice I(¢,0r) vale +1.

Prova. Denotamos por By a bola fechada de centro 0 e de raio 1 em R3. Observe que a bola By é

homeomorfa & D? x I, sendo D?> um disco de dimensdo dois e o intervalo [—1,+1]. O bordo de By,

Zz 2/ N IX 2X _
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Na lata, temos coordenadas ((r,c),A) tais que: sobre (S! x 1), temos r =1, a € [0,27[ e A €
[—1,+1]; sobre D? x ({—1} U {+1}) temos r e [0,7], e [0,27] e A € {—1} U {+1}. Observamos
que, quando r = 0, a coordenada o nao € definida.

Construimos um campo de vetores w sobre (S' x I) U (D? x ({1} U {+1})) da seguinte maneira:

a) sobre (S! x I), no ponto x = (1,,1), o campo w(x) vale v(1, &) +(1);

b) sobre D? x {—1} (respectivamente, D* x {41}), no ponto x = (r, &, k) o campo w(x) é v(r, o) +

t(k) com k = —1 ou k = +1, respectivamente.

O campo w assim definido é o que é chamado de prolongamento radial de v em Schwartz (1991).
O campo w tem uma singularidade isolada na origem Ogs = (Og2,0r).

Considere em R? a orientacio dada pela orientacdo de R? seguida pela orientacdo de R. Observa-
mos que, como o campo de vetores ¢ € radial saindo de Og, este campo conserva a orientacdo de R.
Entio, localmente, a orientacio induzida por w em R? é a mesma que a orientagdo induzida por v em
R2 (veja Observagdo 9).

Em cada ponto x de S(z) (ou da lata), temos w(x) # 0. Como no caso de dimensdo 2, podemos

considerar a aplicacdo de Gauss

()
W)

Y : S5 — 2, Yw(x) € a extremidade do vetor w(x)

Seja v, a aplicagcao de Gauss correspondente ao campo v, definida como na sec¢do 5.2.2. Um valor
regular de 7%, também € um valor regular de 7,. Neste valor, as orientacdes de 7, e ¥, coincidem.

Logo, temos
grau(Yw) = grau().

Portanto, os indices I(w,0g3;R?) = grau(¥y,) e 1(v,0g2;R?) = grau(y,) coincidem.

7 Teorema de Poincaré-Hopf

O Teorema de Poincaré-Hopf foi provado por Poincaré no ano 1885 no caso de superficies,

depois por Hopf, no ano 1927, para o caso de variedades suaves de dimensao maior.

Teorema 14 Se v é um campo de vetores com singularidades isoladas, tangente a uma superficie .

compacta, suave, sem bordo e ndo necessariamente orientada, entdo
Yv,ai) = x(F),
a;

com a;j pontos singulares de v.
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Figura 17: Campo de vetores tangente a esfera S2. Temos I(v,N) = I(v,S) = +1.

Figura 18: Campos de vetores tangente ao toro T : Campo tangente as “paralelas” e campo tangente

as “meridianas”. Nao hd singularidades.

Antes de oferecer uma ideia para a prova, voltamos aos exemplos que ja consideramos. Um
exemplo de campos de vetores sobre a esfera S? é dado na Figura 17.

Neste exemplo, o campo tem singularidades de indice +1 nos polos norte e sul (campos radiais
saindo e entrando, respectivamente, veja Figura 13). Tem-se que a caracteristica de Euler-Poincaré da
esfera € 2, que também € a soma dos indices nos pontos singulares.

No toro, existem campos de vetores tangente sem nenhuma singularidade (veja Figura 18). Entao
asoma >, 1(v,a;) vale 0, o que € a caracteristica de Euler-Poincaré do toro.

No plano projetivo P2, que nédo é orientdvel, a Figura 19 mostra um campo de vetores tangente,
com somente uma singularidade de indice +1. Isto € a caracteristica de Euler-Poincaré do espaco

projetivo.
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Figura 19: Campo de vetores tangente ao plano projetivo P?. Aqui, o plano projetivo é representado
como um disco com os pontos diametralmente opostos do bordo sdo identificados (veja Figura 3).
Temos /(v,a) = +1 (veja Figura 13).

Mostraremos o Teorema de Poincaré-Hopf no caso ndo-orientdvel depois de estudar o caso orien-
tado.

7.1 Caso orientavel

A prova do Teorema de Poincaré-Hopf no caso orientado pode ser feita em duas etapas:

a) Exibir um campo de vetores v tal que
Si0sa) = 1(7).
aj

b) Provar que a soma »,, I(v,a;) ndo depende do campo de vetores v tangente a . com singu-
laridades a;, nem do niimero de singularidades, isto é, para quaisquer campos de vetores v € v/ com

singularidades isoladas sobre ., entdo
D (vai) = Y10V by),
aj bj

onde g; e b; sdo as singularidades dos campos v e V', respectivamente.

7.1.1 Primeira etapa

A primeira etapa exibe um campo de vetores com uma construcao bonita, devido a H. Hopf, que
vamos descrever com detalhes.

Seja K uma triangulacdo de .. Para cada simplexo de dimensdo 2, vamos construir um campo,
chamado de campo de Hopf, como seguinte:

Para cada simplexo ¢ de K, escolhemos um baricentro denotado por 6.
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Figura 20: Baricentros e decomposi¢ao baricéntrica.

Um simplexo de dimensao n, onde n = 0, 1,2, serd denotado por 6", e seu baricentro denotado por
o".
A escolha de baricentros permite definir a decomposicdo baricéntrica de K, denotada por K’, cujos

0 2, os segmentos serdo denotados por [67,6/] com i< je

vértices sdo todos baricentros 6%, 6! e &
tridngulos por [6°, 6!, 672].

As singularidades do campo v serdo todos os baricentros 6, i = 0,1,2, e somente estes pontos.
O campo serd tangente aos segmentos [6*, 6/] da decomposicdo baricéntrica, saindo de 6° e indo na
direciio de 6/ (i < j). Como o campo v se anula nos pontos &' e 6/, ele estd crescendo saindo de '

até um maximo e depois ele decresce até se anula no ponto 6/ (Figura 21).

~ :

6/

Figura 21: O campo de Hopf ao longo de [67, 67].

No tridngulo [6°,6',62], o campo é construido de tal maneira a ser continuo e satisfazer as
condicdes anteriores (Figura 22).

O campo de Hopf, a partir de sua construg@o, admite como singularidades os baricentros de todos
os simplexos de K.
A situagio local é a mesma para todos baricentros 6° (Figura 23).

Isto é, o indice I(v, 80) = +1 (veja Figura 13) para todo baricentro 6°.
Da mesma maneira, para todo baricentro o', temos a situacdo local da Figura 24.

Isto é, o indice I(v,6') = —1 (veja Figura 15) para todo baricentro 6.
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Figura 22: O campo de Hopf no tridngulo [6°,6!,62].

Figura 24: O campo de Hopf em um baricentro 6.

Finalmente, para todo baricentro 62, temos a situacio local da Figura 25.

Isto é, o indice I(v,62) = +1 (campo radial entrando, veja Figura 13) para todo baricentro 62.

Zl(v, a;)

para todos os pontos singulares a; do campo de vetores v. Os pontos singulares sio:

Agora, vamos calcular a soma

+ 0s baricentros 8? dos vértices Gl-o,

+ 0s baricentros 8} dos segmentos G},
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Figura 25: O campo de Hopf em um baricentro 62.

+ os baricentros cArkz dos triangulos sz.

Zlva Zl(v 8?)—%2[(\),8})—#21@,8,3).

Mas vemos que, para todo o), temos I(v,67) = 1, entdo oo ! (v,6) € o niimero ng dos vértices.

Entao, tem-se

Da mesma maneira, para todo ¢!, temos I(v,&l) = —1, entdo ch I(v,0; 1) ¢ igual a —ny, onde n; é
o niimero dos segmentos. Enfim, para todos 67, temos I(v,67) = +1, entdo 20-2 1(v,67) é igual ao
nimero n; dos tridngulos.

Entao, temos
21(",%‘) =ng—ni+ny = x(5),

ai

sendo a; os pontos singulares do campo de vetores v.

7.1.2 Segunda etapa

A segunda etapa € a mais delicada e hd varias maneiras de trabalhar. Vamos providenciar as ideias
de Heinz Hopf (HOPF, 1925, 1927), revisitadas por John Milnor (MILNOR, 1965) e Marie-Héléne
Schwartz (SCHWARTZ,1965).

Sendo um campo v de vetores tangente a .%’, com singularidades isoladas a;, vamos estender o
campo em uma vizinhanca Xg de ., com as mesmas singularidades e os mesmos indices. Isto é
chamado de prolongamento radial. A vizinhanga X, tem bordo 0X¢ sobre a qual é definida a aplicacio
de Gauss

n:oXe — S?

que associa a cada ponto y € 0X¢ o vetor normal unitdrio n(y) saindo de X¢ no ponto y. A segunda
etapa serd concluida mostrando que se a soma dos indices do campo v € igual ao grau da aplicacao de
Gauss, entao esta soma € independente do campo v e do nimero de pontos singulares de v.

O método de prolongamento radial apareceu pela primeira vez, independentemente € a0 mesmo
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tempo, no livro de John Milnor (MILNOR, 1965), “Topology from the differential viewpoint”, e
na construcdo de classes caracteristicas de variedades singulares devido a Marie-Héléne Schwartz
(SCHWARTZ, 1965). Milnor providenciou a constru¢do no caso de campos de vetores com singula-
ridades ndo degeneradas, isto €, de indice +1 ou —1, sobre variedades suaves. Sendo um campo de
vetores com uma singularidade isolada de indice /, Milnor tem de perturbar o campo de vetores ao fim
de ter um campo de vetores com |/| singularidades isoladas de indice +1 ou —1, seguido que I seja
positivo ou negativo. No que segue, mostramos que se usamos a construcao de prolongamento radial,
devido a Marie-Hélene Schwartz, ndo precisamos de perturbar o campo de vetores. Esta constru¢do
vale para campos de vetores com singularidades isoladas de qualquer indice, € mesmo no caso de
variedades singulares, o que € muito mais geral e mais delicada.

Vamos agora a constru¢ao de prolongamento radial de Marie-Héléne Schwartz, nosso caso parti-
cular de uma superficie . orientada e compacta.

Como a superficie . € orientada e compacta, podemos considerd-la como uma mergulhada em
R3. Sendo um campo v de vetores tangentes i .#, com singularidades isoladas a;, vamos estender o
campo em uma vizinhanca X, de .# em R, com as mesmas singularidades e os mesmos indices.

Chamamos de X; a vizinhanga fechada de . em R3, de “tamanho” &, isto €, o conjunto de todos
0S pontos x € R3 tais que |x—y|| < € paraum ponto y € .. Para € suficientemente pequeno, X, é uma
variedade suave de dimensio 3 em R?, com borda 0X,. A vizinhanca X, tem borda 0X, sobre a qual
¢ definida a aplicacdo de Gauss

n:oXe — S?

que associa a cada ponto y € 0X, o vetor normal unitdrio n(y) saindo de X, no ponto y. A segunda
etapa serd concluida mostrando que se a soma dos indices do campo v € igual ao grau da aplicacao de
Gauss, entdo esta soma € independente do campo v e do nimero de pontos singulares de v.

O campo de vetores radiais, dentro de X, é construido da segunite maneira: para x € X, seja r(x)
o ponto de . mais préximo de x. O vetor (x) = x — r(x) (em R?) & ortogonal ao espago tangente a
% no ponto r(x), sendo, r(x) ndo seria o ponto de .% mais préximo de x. O vetor 7(x) é chamado de

transversal.

& y
e
X
r(.)ﬂ

Figura 26: A vizinhanca Xg.
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Para € suficientemente pequeno, a fungao r : X — . € suave e bem definida. Seja ¢ a funcio
O(x) =[x —r(x)[?,

onde “| | é a norma euclidiana em R3. O gradiente de ¢ é dado por

gradg = 2(x—r(x)).

Em cada ponto y do bordo 0X, = (p_1 (82), o vetor normal unitdrio, saindo de X, é dado por

_ gradep _ (y—r(y))
") Teradg] ~ &

Estendemos o campo de vetores v (definido sobre .) em um campo de vetores w definido sobre
X¢ da seguinte maneira:

w(x) = (x = r(x)) +v(r(x)),
ou seja

w(x) =t(x) +v(r(x)).

Lembramos que #(x) = x — r(x) é chamado de campo de vetores transversal, ele é independente de
v e é transversal ao plano tangente a .. Chamamos v(r(x)) de campo de vetores paralelos. Ele é
paralelo ao plano tangente a . (veja Figura 27).

Figura 27: O campo de vetores w(x) é soma do campo transversal (x) e do campo paralelo v(r(x)).

Quais sdo as propriedades do campo de vetores w?

Por um lado, para y € 0X¢, o produto escalar w(y).n(y) vale € > 0, entdo o campo de vetores w sai
de X, ao longo do bordo 0X;. Por outro lado, w se anula nos mesmos pontos que v. De fato, no ponto
x € Xg, 0s vetores (x — r(x)) e v(r(x)) sdo ortogonais.

Seja a uma singularidade do campo v, ao longo da “fibra” ¥~ (a) = {x € X¢ : r(x) = a} da vizinhanga

Xg, 0 campo w vale (x —a), o que é um campo de vetores com singularidade isolada no ponto a, com
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indice +1. Assim que demostrado em Schwartz (1991), o campo w € a soma de dois campos de
vetores que sdo ortogonais: o campo 7(x) que é transversal, nulo ao longo de X, e o campo paralelo
v(r(x)), nulo em todos pontos z tais que r(z) = a. Entdo w admite as mesmas singularidades que v(x).
Como o campo de vetores ¢ sai radialmente do ponto a na fibra r~!(a), o Lema 13 mostra que
o indice I(w,a;X¢) do campo de vetores w definido em X, no ponto singular a € igual ao indice
I(v,a;.#) do campo de vetores v definido na superficie .# no mesmo ponto singular a. Temos

I(w,a;Xe) =1(v,a;.7).

Agora, temos um campo de vetores w definido sobre X, satisfazendo as seguintes propriedades: w
tem as mesmas singularidades que v e os mesmos indices nos pontos singulares, e w estd saindo de
X¢ ao longo do bordo 0X.

Para concluir a segunda etapa, vamos usar (e mostrar) o seguinte resultado de Hopf: se
w: X, — R

€ um campo de vetores suave com singularidades isoladas, saindo de X, ao longo do bordo 0X¢, entao
asoma ). al (w,a;;Xe) € igual ao grau da aplicacdo de Gauss associada a n : 0Xe — S2. Isso implica
que a soma >, I(w,a;;Xe) ndo depende do campo w, e como consequéncia, a soma »,, /(v,a;) ndo
depende do campo v tangente a .’ com singularidades isoladas.

O resultado de Hopf pode ser visto da seguinte forma: Considaremos uma pequena bola By, (a;)
ao redor de cada ponto a; em Xe. O raio N << € € suficientemente pequeno para que as bolas estejam

no interior de X, e ndo se interseccionam. A variedade
Xe\| By (@)
i

€ uma variedade suave com bordo

0 Xg\UBn<ai) :5X8U— UaBn(ai) :

onde sinal “—” vem do que a orientagdo de 0By (a;) como bordo da bola By (a;) € a orientagio oposta
de 0By (a;) como elemento do bordo de X¢\ | J; By (a;).
Agora, a aplica¢do de Gauss

. . —> 2 i W = W(X)
Yo 1 O Xg\LiJBn (a) S°, associada a w(x) = Wl

que é bem definida sobre o bordo de X¢\ | J; B (a;), se estende a uma aplicagdo
Yiw :XS\UBn (a;) — §?
i

sem nenhuma singularidade. Com efeito, todas as singularidades de w estdo nas bolas By (a;).
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Sabemos que se um campo de vetores v, definido sobre o bordo de uma bola B(a), se estende sem
singularidades dentro de B(a), entdo o indice I(v,a) (o seu grau) vale 0 (veja Observagdo 12). Isso é
um caso particular de uma propriedade importante do grau: se uma aplicacdo f : Y — S? definida
sobre o bordo de uma variedade Y de dimensio 3 em R, se estende sem singularidade no interior de
Y, entdo grau(f) = 0.

Como ¥, se estende sem singularidade a uma aplicagdo %, : X¢\|J; By (a;) — S2, isso implica que
o grau de %, sobre o bordo de X¢\ | J; By (a;) vale 0. Em outras palavras, a soma dos graus de ¥, sobre

os componentes do bordo de X¢\ | J; By (a;) vale 0. Isto é
grau(%,; 0Xe ) — Egrau(yw; 0By (a;)) =0,
i

onde ndo esquecemos do sinal “—” por causa de orientagao.

Por um lado, w estd saindo de X, ao longo de seu bordo e w pode ser deformado continuamente
no campo de vetores n normais, saindo de X ao longo da sua borda. A deformagdo (ou homotopia),
sendo continua e com vetores saindo de X¢ ao longo da sua borda, faz com que o grau, que € um
niimero inteiro, permane¢a 0 mesmo, o que implica que grau(%,; 0Xg) = grau(n).

Por outro lado, pela defini¢do do indice, temos grau(y,,; 0By (a;)) = I(w,ai;Xe) = I(v,a;). Final-

mente temos

Zl(v, a;) = grau(n),

o que ndo depende do campo de vetores v com singularidades isoladas sobre .. Assim, concluimos

a prova no caso orientavel.

7.2 Caso nao orientavel

No caso de superficies ndo orientdveis, considaremos o cobrimento duplo e orientado. Isto €,
em um ponto x de uma superficie orientada 57, consideramos o conjunto de pares (x,0y), onde o, é
uma orientagdo local de .’ em x. Sdo duas orienta¢des locais possiveis, entdo temos uma aplicacio
. - , tal que 7~ ! (x) contém dois pontos (correspondente as duas orientacdes). O cobrimento
duplo orientado 7 : % — . é um homeomorfismo local.

Por exemplo, no caso do espaco projetivo P2, o cobrimento duplo orientado é a projecio candnica
m:S? — P2 No caso da garrafa de Klein K2, o cobrimento duplo orientado é a proje¢io do
toro 7w : T> — K2. No caso de uma superficie orientada, a projec¢io 7 : 7 — . & isomorfa a
n: S XZL/2— S, istoé .7 nio é conexa e € a unido de dois exemplares de .7

Agora, seja . uma superficie compacta suave e nio orientada. Por um lado, se v € um campo
continuo de vetores sobre . com singularidades isoladas a; de indice I(v;a;), entdo podemos definir

um levantamento v de v que é um campo continua de vetores sobre .# com pontos singulares isoladas

! com j = 1,2, tais que 7(a!) = a;, Como 7 é um homeomorfismo local, temos I(v;a!) = I(v;a;)

para cada j = 1,2. Entdo 3, ;I(;af) =23, 1(v;a:).

a
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Por outro lado, podemos definir uma triangulacdo de .7 tal que os simplexos de .’ sdo imagens
inversas dos simplexos de .. A imagem inversa de cada um dos simplexos de .¥ consiste em dois
simplexos de .’ de mesma dimensao. Os nimeros de simplexos ng,n; e ny de S sdo dobro dos nimeros

correspondentes de .. Entdo temos x () = 2x ().

Como . é uma superficie compacta suave e orientada, sabemos, pela prova no caso orientavel,

2\ e o J
que x(7) = Zi,jl<v’ai)'
Assim obtemos o Teorema de Poincaré-Hopf para superficies ndo orientaveis:

X)) =1/2:2(F) = 1/2 Y U (i) = Y I(viar).
ij i

7.3 Conclusoes

Ao procurarmos por “Poincaré-Hopf Theorem” em um site da internet, vemos varias aplicacdes
em mecanica, fisica, quimica, ciéncias exatas, economica, etc.

A razdo mais importante € que temos:

Teorema 15 Uma variedade . suave, compacta e sem bordo admite um campo de vetores tangente

sem singularidades se, e somente se, y(.7) = 0.

Corolario 16 E impossivel construir um campo de vetores tangente d esfera S%, sem singularidades.

O mesmo resultado vale para o plano projetivo P?.

A consequéncia deste resultado é que o fibrado tangente 2 esfera S ndo é trivial. O mesmo reultado

vale para todas esferas de dimensao par.
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