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Numeros hibridos de Mersenne

Hybrid Mersenne numbers

Resumo

Exibimos no presente trabalho um estudo sobre os nimeros
hibridos de Mersenne, a partir do que ja foi estudado sobre os
numeros hibridos como: defini¢do, propriedades e teoremas
relacionados. Ao longo do texto discutimos defini¢des, teore-
mas, propriedades e proposicoes a fim de mostrar esse novo
conjunto de nimeros hibridos de Mersenne. Apresentaremos a
partir da Férmula de Binet a deducgdo de trés identidades cléssi-
cas vinculadas ao modelo hibrido de Pell, que sdo a identidade
de Catalan, identidade de Cassini e identidade de d’Ocagne.
Por fim, a extensdo dos nimeros hibridos de Mersenne para os
indices negativos.

Palavras-chave: Numeros Hibridos. Sequéncia de Mersenne.
Numero Hibrido de Mersenne. Férmula de Binet.

Abstract
We present in this paper a study of Mersenne hybrid numbers,
from what has already been studied about hybrid numbers as
their definition, properties and related theorems. Throughout
the text we discuss definitions, theorems, properties and pro-
positions in order to show this new set of Mersenne hybrid
numbers. We will present from Binet’s formula the deduc-
tion of three classic identities linked to Pell’s hybrid model,
which are Catalan’s identity, Cassini’s identity and d’Ocagne’s
identity. Finally, the extension of Mersenne hybrid numbers to
negative indices.
Keywords: Hybrid Numbers. Mersenne sequence. Hybrid
Mersenne Number. Binet’s formula.
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1 Introducao

As sequéncias recorréntes sdo encontradas na drea da Matemdtica, onde pode-se encontrar
nos trabalhos de Alves, Catarino (2016), Alves (2017), e pode ser facilmente aplicada em diversas
areas. A sequénciade Mersenne formada pelos termos 0, 1, 3,7, 15, 31... e lembrada pela recorréncia
My = 2M,1+1, sendo My = 0 e M = 1 seus termos iniciais, € uma sequéncia pouco trabalhada no
ambito matematico, afim de ampliar o conhecimento iremos trabalhar em cima dessa sequéncia neste
artigo. Por outro lado, a partir da importancia do estudo do novo conjunto de nimeros, os Nimeros
Hibridos, onde serd apresentado um pouco sobre esse assunto neste artigo, como sua defini¢do e
propriedades. E ainda, iremos associar os dois conteidos e apresentar a hibridizacdo da sequéncia
de Mersenne onde podemos ver que a hibridiza¢ao de outras sequéncias vem sendo trabalhadas em
outros artigos: Catarino (2019), Cerda-Morales (2018), Szynal-Liana (2018), Szynal-Liana e Wloch
(2019).

Logo mais, nas se¢des subsequentes, introduziremos uma nova definicdo denomidada como: os
ndmeros hibridos de Mersenne. E ainda, encontraremos sua recorréncia, a equagao caracteristica,
norma do ndmero hibrido de Mersenne, forma matricial, funcdo geradora, a férmula de Binet
e algumas identidades classicas: Catalan, Cassini, d’Ocagne e a sua extensdo para os indices
negativos.

2 Preliminares

2.1 Numeros hibridos

Um novo conjunto numérico foi apresentado por Ozdemir (2018) onde foram estudados trés
sistemas numéricos juntos, sao eles: nimeros complexos, hiperbélicos e duais estandos combinados
um com outro. Assim, denominou-se esse novo nimero como nimero hibrido, denotado por
K. Além do mais, Carvalho (2019) apresenta uma representacdo geométrica bidimensional de
tais nimeros por meio da tecnologia. Podemos ver como esse conjunto dos nimeros hibridos se
comporta no diagrama dos conjuntos numeéricos:

K Nameros Hibridos

(C Numeros Complexos

]R Numeros Reais

P

Nimeros Hiperbélicos QUL
[ Q Racionais

D

Nimeros Duais

N

Numeros
Naturais

Figura 1: Diagrama dos conjuntos numéricos.

Fonte: Elaborado com base em Ozdemir (2018)
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A partir disso, serdo definidos os nimeros hibridos, alguns teoremas, propriedades e forma
matricial.

Definicao 1 Um niimero hibrido é definido como:
K={z=a+bi+ce+dh:a,b,c,d eR,i>=—-1,e2=0,h*>=1,ih=—-hi=e+1}

E ainda, pode-se efetuar algumas propriedades e operagdes com os numeros hibridos, sejam
elas: soma ou subtracdo de nimeros hibridos que consiste em somar e/ou subtrair cada um dos seus
termos, multiplicacdo de um escalar a um nimero hibrido que € definido com o escalar multiplicando
cada termo do nimero hibridos.

O produto hibrido € obtido distribuindo-se os termos a direita, preservando a ordem de multi-
plicacdo das unidades e depois escrevendo os valores dos seguintes substituindo cada produto de
unidades pelas igualdades i2=-1,62=0,h* = 1,ih = —hi = £ + 1. Usando essas igualdades,
podemos encontrar o produto de quaisquer duas unidades hibridas. E ainda podemos apresentar a
tabela da multiplicagdao de um niimero hibrido, como mostra a tabela 1.

[ & h
11 i & h
i -1 1-h|e+i
ele| 1+h 0 —&
h|lh|—e-i e 1

Tabela 1: Tabela de multiplicacdo para K.

Fonte: Elaborado pelos autores

Podemos ver que a operacdo de multiplicacdo nos nimeros hibridos ndo é comutativa, mas
tem a propriedade de associatividade e o conjunto K dos ndmeros hibridos forma um anel ndo
comutativo em relacdo a adicao e multiplicacdo. E ainda, temos o conjugado de um ndmero hibrido
Z = a + bi + ce + dh, denotado por 7z, € definido como 7 = a — bi — ce — dh, e o nimero real
C(z)=zz=72z=a’+ (b-c)*> - c? - d? = a*> + b* — 2bc — d* é chamado de cariter do nimero
hibrido, onde a raiz desse nimero real serd a norma do nimero hibrido z , assim temos que:

Izl = VC(2).

2.2 Sequéncia de Mersenne

Na Matemadtica nos deparamos com diversas sequéncias recorrentes € de nimeros inteiros,
que podem ser aplicadas em quase todos os campos da ciéncia. A sequéncia de Mersenne € discutida
em Catarino, Campos e Vasco (2016).

A sequéncia de Mersenne corresponde a seguinte relacdo de recorréncia:

Para n + 1 podemos reescrever essa relacdo de recorréncia como M,.» = 2M,;; + 1. E ainda,
subtraindo M,;» — M, podemos obter uma outra relacdo de recorréncia equivalente para esta
sequéncia. Observe:

My — My = 2Mp +1-2M, -1

My, = 3My —2M,
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com as condig¢des iniciais My = 0, M; = 1 e n > 0. Em Catarino, Campos e Vasco (2016)
podemos encontrar a equagio caracteristica definida por x> — 3x + 2 = 0 com suas raizes x; = 2 e
x3 = 1, podemos encontrar também a férmula de Binet representada como M, = 2" — 1 e Alves,
Catarino e Mangueira (2019) substitui o indice n por —n na féormula de Binet obtendo outra férmula

M_,=2"-1= —5(2” -1)= —%, n > 0, essa féormula possibilita encontrar os termos inteiros
nao positivos dessa sequéncia. Essa sequéncia ainda apresenta algumas propriedades, relacoes e
identidades em torno dela.

Motivado no trabalho Ozdemir (2018) e baseado na importincia dessa sequéncia aplicaremos
assim a defini¢do dos nimeros hibridos nessa sequéncia e nas proximas secdes apresentaremos
os numeros hibridos de Mersenne, algumas propriedades algébricas, a férmula de Binet, a fun¢do

geradora e algumas identidades relacionadas a esta sequéncia.

3 Numeros hibridos de Mersenne

Nesta se¢ao vamos definir os nimeros hibridos de Mersenne e alguns resultados obtidos a
partir dessa definicao.
Definicao 2 O nitmero hibrido de Mersenne, denominado por HM,, é definido como:

Com as seguintes condicdes iniciais: HMy =i+3c+T7he HM| =1+3i+7¢ + 15h.
Baseado no mesmo principio que Cerda-Morales (2018) utiliza para apresentar proposi¢oes em
torno os nimeros hibridos de Fibonacci, pode-se obter a proposicdo a seguir.

Proposicao 1 O niimero hibrido de Mersenne HM,,n € N, satisfaz HM,1» = 3HM, 11 — 2HM,,.

Demonstracao

3HM,, — 2HM,

3(Mps1 + Myoi + Myi38 + Myigh) — 2(My, + Myyp1i + M08 + Myi3h)
(BMys1 —2M,) + (3Myso — 2Myyi1)i + (B3Mpi3 — 2My40)€

+ (3Mn+4 - 2Mn+3)h

M2 + Myy3i + Myyae + Myish

HM,»

O

Podemos obter algumas informagdes sobre os nimeros hibridos de Mersenne. De acordo com
as relagdes de recorréncia, HM,, = 3HM,,; — 2HM,, podemos agora apresentar sua equacao

) H
caracteristica, obtendo 2o 3-2 L. Logo, 2 _ 3—-2————.
Mn+l HMn+l HMn+1 HMn+1
HM,
limite proposto existe e que seja igual a #, fazendo o n tender nesta ultima expressdo e notando

M HM, 1
A lim, ntl t, verifica-se assim que: t = 3 — 2—
HM,+1 HM, 4

Supondo que o

que necessdriamente lim,,
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ou ainda, > — 3t + 2 = 0 determinando assim a equacio caracteristica de um nimero hibrido de
Mersenne, onde € uma equagao de segundo grau possuindo duas raizes reaisa =2 e 5 = 1.
Baseado no que ja foi apresentado anteriormente temos que o cardter do nimero hibrido de
Mersenne é dada como C(HM,,) = M+ (M1 — M,42)* - M’f "~ Mr% .5 € ainda podemos apresentar
a norma de um nimero hibrido de Mersenne.

Oresultado a seguir € obtido de forma semelhante aos nimeros hibridos de Jacobsthal apresentado
por Szynal- Liana e Wloch (2019).

Proposicao 2 A norma de um niimero hibrido de Mersenne, n € N, é dado por:

|HM,||* =| MZ —3M?2, | + 10M,41 Mysr — M2, | .

Demonstracao
|HM,|| = | C(HM,) |
IHM,|I> = | My + My, = 2Mpi Mz — M7 5 |
= | M2+ M2, — 2My 1 Mysa — OM? + 12My) Myso — 4M? | |

| MZ = 3M?, | + 10My41 Myyso — OM?,, |

O

Além disso, Catarino (2019) apresenta a forma matricial dos nimeros hibridos dos k-Pell. Com
1sso0, pode-se apresentar a forma matricial dos numeros hibridos de Mersenne, a partir de uma matriz
2x2, onde ha uma bijecao entre o conjunto de todas as matrizes.

Proposicao 3 Uma matriz do niimero hibrido de Mersenne, com n € N, é dada por:

CHM. = M, + M, M1 + 21‘411+2
! 4'Mn+2 - 3]un+1 Mn - Mn+2

Demonstracao
Ozdemir (2018) define a forma da matricial de um nimero hibrido como:

B a+c b—c+d
¥z c—-b+d a-c

Fazendo as devidas substitui¢des, temos:

CHM, = Mn + Mn+2 Mn+l - Mn+2 + Mn+3
" Mn+2 - Mn+1 + Mn+3 Mn - Mn+2
CHM. = M, + M, My — My + 3Mn+2 - 2n+1
" Mn+2 - Mn+l + 3]‘4n+2 - 2]Wn+l Mn - Mn+2
CHM. = M, + My —Mpy1 + 2A/[n+2
" 4M}’l+2 - 3Mn+l Mn - Mn+2
O
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E ainda, temos a seguinte proposi¢ao que relaciona o determinante de uma matriz com a sua norma.

Proposicao 4 Se oy, corresponde a matriz hibrida do niimero hibrido de Mersenne, HM,, entdo
|HM,||*> = det(¢num,) (CATARINO, 2019).

Demonstracao
M, + My My +2M,40
det(onm) = det] ypr o 3Myey My — Moo
= | M; - M, +4MyMysz = 3My, = 8My , +6M,y 1 My |
= | M7 - M2, + 10My1 Myio — 3M?2,, — 8M?2,, |
= | M2 =3M?2 | +10M,s1 M,y — 9M?2,, |
= |[[HM,|

O

A seguir, daremos a fun¢do geradora de HM,,, sua férmula de Binet e algumas identidades
encontradas que envolve os numeros hibridos de Mersenne. Os resultados apresentados a seguir
serdo adotados a partir dos trabalhos de Catarino (2019), Cerda-Morales (2018) e Szynal-Liana e
Wloch (2018), na qual, foi realizado o mesmo procedimento para sequéncias diferentes.

Teorema 1 A fungdo geradora do niimero hibrido generalizado de Mersenne, denotado por G gy, (1),

2

e’
HMy+ (HM, — 3HM)t

G t) =
i, (1) (1 -3t +212)

Demonstracao

Para definir a fungdo geradora do niimero hibrido de Mersenne, denotado por G(HM,,)(t), vamos
escrever uma sequéncia em que cada termo corresponde aos coeficientes.

Grum, (1) = Z HM,t" = HMy + HMt + HMot? + - - -+ HMyt" + - - -
n=0

Fazendo manipulacoes algébricas devido a relagcdo de recorréncia podemos escrever essa sequéncia

como.
Gum,(t) = HMy+ HM\t + HMot> + -+ -+ HMut" + - --

—3t.Gyu, (1) = =3HMot — 3HM 1> = 3HM>t> — - = 3HM, " — ...
202G yp, (1) = 2HMot> + 2HM 13 + 2HMot* + - - - + 2HM 1" + - -

Somando cada membro, temos:

(1 =3t +2:5)Gym, (1) HMy + (HM, — 3HMo)t + (HM, — 3HM; + 2HMy)1>
+ (HMs—3HM, +2HM\)t> +---+ (HM, — 3HM,_, + 2HM,_,)t"
HMoy + (HM, — 3HMp)t + 0> + 08> + - - - + 0"
HMy + (HM, — 3HM)t
G t
M, (1) (1-31+212)
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Assim, temos a funcdo geradora para as sequéncias hibridas de Mersenne.

Agora iremos explorar a existéncia de uma férmula explicita para o cédlculo do n-ésimo termo da
sequéncia, sem depender da recorréncia utilizando a férmula de Binet, onde € necessdrio utilizar as
raizes da equacgdo caracteristica desta sequéncia. A formula de Binet foi descoberto por Abraham de
Moivre (1667-1764), porém tal investigacdo matemdtica homenageou Jacques Phillipe Marie Binet
(1786-1856), sendo entdo chamada de Formula de Binet.

Teorema 2 Para n > 0 temos que a formula de Binet para o niimero hibrido de Mersenne é dado
como:
HM, = (—HM() + HMl)a” + (2HMO - HMl)ﬁn

onde a e 8 sao as raizes da equagdo caracteristica da sequéncia.

Demonstracao

Tem-se que a féormula de Binet pode ser representado da seguinte maneira:
HM, = Aa" + BB"

Paran =0, tem-se: A+ B=HMO0e, paran =1, temos Aa + BB = HM,.

Podemos construir um sistema de equagdes lineares da seguinte forma:
A+ B=HM,
2A+ B =HM,
Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram: A = —-HMy+ HM, e
B =2HM, - HM,
Fazendo as devidas substitui¢cdes na férmula de Binet, temos:

HM, = (-HMy + HM,)a" + (2HMy — HM,)B"
O

A partir da féormula de Binet podemos encontrar interessantes identidades: Catalan, Cassini e
a d’Ocagne. Assim, apresentaremos a seguir, a deducdo dessas identidades vinculadas ao modelo
hibrido de Mersenne.
Podemos reescrever a formula de Binet para HM, = pa" + gB", onde p = (-HMy + HM)) e
q=2HMy—- HM)).

Proposicao S (Identidade de Catalan) Para os niimeros naturais n e k, comn > k, se HM, é o
n-ésimo niimero hibrido de Mersenne, entdo temos a seguinte identidade:

HM,_HM,o — HM7 = (=1)" *[HM} + o** (=p* - pg®) + B (-¢* - pq)]

Demonstracao

HM,_ HM, ., — HM,% — p202n +pqa,n—kﬁn+k + pqan+kﬁn—k + q2ﬁ2n _ p2a/2n _ zpqa,nﬁn _ qZﬁZn
= pqa" B —2pqa"B" + pga
= (=1)"*(-pga™ +2pqa*B* - pgp™)
= (_1)n_k[(P2‘1’2k + 2P‘]a’kﬁk + qzﬁzk) + (_an% - P%BZk - PzCVZk - qzﬁzk)]
= (D" [HM; + ** (=p° - pq) + B (=¢° - pq)]
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A identidade de Cassini é um caso particular da identidade de Catalan, quando k = 1 obtemos o
seguinte resultado.

Proposicao 6 (Identidade de Cassini) Para os niimeros naturais n, se HM,, é o n-ésimo niimero
hibrido de Mersenne, entdo temos a seguinte identidade:

HM,_\HMy1 — HM; = (=1)""'[HM? + &*(-p* - pq*) + B*(=¢* - pq)]

Demonstracao

HMn_lHMn+1 _ HM,% — p2a,2n +pqan_1ﬂ”+1 +quYn+1ﬁn_1 +q2ﬁ2n _ p2a2n _ 2pqanﬁn _ q2ﬁ2n
= pqa - 2pqa”B" + pga™' g
= (-1)""'(-pga’® +2pqap - pqp®)
= (=) '[(p*e® +2pqaB +q°B*) + (—-pga’® - pgB* - p*a’ - ¢°B*)]
= (-D)"'[HM] + a*(-p* - pq) + B*(-4* - pq)]

n— lﬁn+1

O

Proposicao 7 (Identidade de d’Ocagne) Suponha que n seja um niimero inteiro ndo negativo e m
um niimero natural. Se HM,,, é o n-ésimo niimero hibrido de Mersenne, a expressdo da identidade
de d’Ocagne é dada por:

HMyuHM,si = HMyt HM, = (=1)""' [HM} + &> (=p” = pq®) + B*(=q° = pq)]
Demonstracao

Esta identidade € uma generalizacao da identidade de Cassini, fazendo m = n — 1, temos a seguinte
identidade: HM,_HM,,.; — HM? onde podemos encontrar a demonstra¢io na proposi¢io anterior.

O

4 Hibridos de Mersenne para indices negativos

Observe que ao partir da relacdo de recorréncia podemos facilmente encontrar a relagdo de
recorréncia para os termos anteriores.

HM,.» = 3HM,. —2HM,
HMn+2 - 3HM;1+1 = _ZHMn

3HM,y1 — HM,.», =2HM,
3I—IMn+1 - HM,

2

HM, =
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Portanto, atribuindo valores para n, temos:

1 1
no= 0. S(3HM ~ HMy) = 5(2i+6e+ 14h) =i+ 3¢ +Th = HMo

1 1 1
n = —1.. 5(3HM0—HM1) = 5(—1 +2e+6h) = —§+g+3h:HM_1
= o Yamm —amy =L v =3 o am
) -1 0) =5 5 7t Ty TN
1 17 3i 7 3 s
= 3 —(BHMy—HM_ ;) = ~(—= -2 _ —_L_ X2 - HM._
" 5 2 D=303"7"9=7%5"7"3 3

Notemos que a partir da dindmica caracterizada podemos discutir a possibilidade de estendermos os
nameros hibridos de Mersenne a indices negativos. Vale salientar que, esse processo ainda nao foi
realizado por outros autores no ambito matematico.

Teorema 3 Para os indices negativos dos niimeros hibridos de Mersenne, tem-se que a formula de
Binet é dada como:

H_,=(4HM_, —4HM 5)a™" + (QHM_» — HM_})B™"
Demonstracao
Tem-se que a formula de Binet pode ser representado da seguinte maneira:
HM_, = Aa™" + BB™"
Paran = 1, tem-se: Aa~' + BB~ = HM—1 e, paran =2, temos Aa™? + B> = HM_,, onde a = 2

epB=1

Podemos construir um sistema de equagoes lineares da seguinte forma:

1
—A+B = HM-1
Ao '+BB! = HM-1 . 2
Aa?>+BB?> = HM_, 1
JA+B = HM,

Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram:
A= 4HM_1 - 4HM_2 eB = ZHM_Q - HM_1

Fazendo as devidas substituicoes na formula de Binet para os indices negativos dos niimeros hibridos
de Mersenne, temos:

HM_, = (4HM_, — 4HM_5)a™" + (2HM_» — HM_;)B™"
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5 Conclusao

A partir do trabalho realizado por Catarino (2019) onde ela faz a hibridizacdo dos nimeros
k-Pell, neste trabalho foi apresentado uma extensdo da hibridizacdo de uma outra sequéncia, a
sequéncia de Mersenne, onde foi introduzido uma nova defini¢ao: os Numeros Hibridos de Mersenne
e propriedades referentes aos mesmos, a relacao de recorréncia da sequéncia hibrida de Mersenne,
sua funcdo geradora, sua férmula de Binet, sua representacdo matricial, sua extensdao para os
indices negativos e identidades bastante conhecidas na matematica. Essas novas propriedades foram
descobertas a partir do que j4 se € conhecido da sequéncia de Mersenne, trabalhado juntamente
com a definicdo e propriedades dos Numeros Hibridos, que até entdo ndo foi produzido muita
coisa referente aos contetidos apresentado, e para chegar aos resultados obtidos foi utilizado provas
matematicas e raciocinio 16gico. A partir desse trabalho sobre os Numeros Hibridos de Mersenne,
pode-se aprofundar nesse estudo em trabalhos futuros e encontrar novas definicdes e propriedades
referente a eles.
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ERRATA

Pagina 3 — na definicdo dos numeros hibridos e
— no terceiro paragrafo

Onde se le: | ih=hi=e+1

Leia-se: ih=-hi=eH

Pagina 3 — no quarto paragrafo

Onde se le: | onde a raiz desse numero real sera a norma do numero hibrido z, assim
temos que: ||z|[=\VC(z)

Leia-se: onde a raiz desse numero real sera a norma do numero hibrido z, assim
temos que: ||z||=V|C(2)|
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