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Theory of approximation in Banach and Hilbert spaces

Resumo
O objetivo deste trabalho é revisitar resultados cldssicos da
Andlise Funcional sobre Teoria da Aproximagdo em espacos
de Banach e de Hilbert, além de apresentar alguns exemplos
importantes.
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Abstract
The aim of this work is to revisit classic results of Functio-
nal Analysis on Approximation Theory in Banach and Hilbert
spaces, besides presenting some important examples.
Keywords: Convex space. Haar condition. Chebyshev poli-
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1 Introducao

A teoria da aproximagdo trata de fornecer métodos para a resolu¢do do problema de aproximar
uma determinada fun¢@o por fungdes em uma classe especial. Seu objetivo central € estabelecer
um controle sobre o erro de aproximacdo. Embora existam cdlculos aproximados muito antigos,
por exemplo a aproximacao do valor de m por Arquimedes, a teoria da aproximacdo € um ramo
relativamente novo da Matemdtica, pois exige uma nog¢do precisa de fun¢do, que s apareceu no
final do século XVIII.

A referéncia [1] mostra como se deu a evolucdo histérica dos métodos e resultados da teoria
da aproximacdo, a partir do trabalho de Euler em 1777 sobre a mi nimizagdo de erros de distancia
nos mapas da Russia e de Laplace, em 1843, sobre a descoberta do melhor elipséide para a Terra
e terminando com o trabalho de Bernstein. Vale ressaltar que o personagem central do livro é
Chebyshev (1821-1894).

Muitos trabalhos que envolvem esse tema tratam de aproximacao de fun¢des por func¢des trigono-
métricas, pelo uso das Séries de Fourier e hd poucas referéncias em portugués sobre a aproximacgao
por fungdes polinomiais. Assim, neste trabalho, iremos revisitar resultados sobre existéncia e uni-
cidade de uma melhor aproximagdo em espacos de Banach e de Hilbert e apresentar exemplos
interessantes de melhor aproximagao, incluindo os polindmios de Chebyshev. Na secdo 2, apresen-
tamos as provas de resultados conhecidos envolvendo espacos de Banach convexos e estritamente
convexos. Na secdo 3 discutimos os resultados em espacos de Hilbert e, finalmente, na secdao 4
apresentamos um exemplo importante utilizado até os dias atuais, veja por exemplo [2].

2 Aproximacao em espaco de Banach

Em muitos exemplos, podemos verificar que um espaco vetorial X pode também ser um espaco
métrico, desde que consigamos definir uma norma ou um produto interno sobre ele. Contudo, se
nao hd relacdo entre a estrutura algébrica de espacgo vetorial e a topoldgica, nao podemos avangar
muito em termos de aplicagdes desta teoria, a qual combina conceitos algébricos e métricos. Para
garantir tal relacdo entre essas propriedades sobre X, definimos norma, indicado por ||x||, para todo
x € X. Esta secao € baseada nas referéncias [3] e [4].

Definicao 1 Seja X um espaco vetorial sobre o corpo K, real ou complexo. Uma norma em X é uma
aplicagdo || - || : X — [0, co) satisfazendo as seguintes propriedades:

NI)||x|| >0sex #0. Evale ||x|]| =0 © x=0;
N2) ||ax|| = |a|llx], e Kex € X;

N3) llx +yll < lixl[ + Iyl x,y € X.

Um espaco X munido de uma norma || - || € denominado espago normado e denotado pelo par
X0 1D-
Definicao 2 Seja X = (X, || - ||) um espaco normado. A distancia 6 de um elemento x € X a um

subconjunto ndo-vazio Y C X é definida por

6 = inf [lx — yol|.
y()EY
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Seja X = (X, || - ||) um espago normado e suponha que qualquer x € X pode ser aproximado por
um y € Y, onde Y € um subespaco de X. Seja ¢ a distancia de x a Y. Assim, se existir um yq € Y tal
que

llx = yoll = 6
entdo yo € chamado de uma melhor aproximag¢do de x em Y. Uma melhor aproximagdo é um
elemento de Y com distancia minima de x.

Teorema 3 (Existéncia da melhor aproximacao) Se Y é um subespaco de dimensdo finita de um
espaco normado X = (X, || - ||), entdo para cada x € X, existe uma melhor aproximagcdo de x emY .

Demonstragdo. Seja x € X dado, x # 0. Considere a bola fechada
B={yeY |yl <2lx[l}.

Como B CY entdo J(x, B) > 6(x,Y).
Note que 0 € B, logo a distancia de x a B satisfaz

5(x, B) = inf |lx = 3| < [lx = 0]l = [|x]|. (1
yeB

Agora,x,yeYey¢ B, entdo ||y|| > 2|lx|| e
lx =yl > [yl = llxll > 2llx]l = [lx]l = Ix]| = 6(x, B). (2)

Portanto, §(x, B) = 6(x,Y). E este valor ndo pode ser assumido por um y € Y — B. Assim, se
houver uma melhor aproximagdo, ela deve estar em B. Por isso o motivo do uso de B em vez de todo
subespaco Y.

Como B é compacto (fechado e limitado), Y é de dimensao finita e a fun¢do norma € continua,
segue que existe um yq € Btal que ||x—y|| assume um minimo y = y, portanto, yo ¢ uma melhor apro-
ximagdo para x de Y. O

O fato da dimensdo de Y ser finita no Teorema 3 € essencial, pois na prova € utilizada a importante
caracteriza¢do de espacos normados de dimensao finita através da compacidade dada por: um espacgo
normado possui dimensao finita se, e somente se, a bola fechada € compacta. Vejamos um exemplo
em que o espaco ¢ de dimensao infinita.

Seja Y o conjunto de todos os polindmios definidos no intervalo [0, 1/2], de qualquer grau,
considerado como um subespaco de C([0, 1/2],R), onde X = C([0,1/2],R) ={f :[0,1/2] - R
: f é continua }, ou seja, Y € um subespaco de X de dimensao infinita.

Dado

x(=>1-n"'eX,

mostremos que ndo existe em ¥ uma melhor aproximagao de x. Note que, dado € > 0, existe um
N € N tal que, definindo
ya(t)=1+t+---+1",

temos

(1= =1+ +1")
I-(1-0)(1+¢t---+1")
1-1¢
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< €Vn>N. (3)

O que implica 6(x, Y) = 0. Assim, vemos que ndo existe um yq € Y que seja polindmio de grau
menor ou igual n, satisfazendo
6=06(x,Y) =[x = yoll = 0.

Definicao 4 Um subconjunto M de X é convexo se para todos x,y € M o segmento definido por
y(4) = (1 -Dx+ 2y,
A € [0, 1], esta contido em M.
O conjunto das melhores aproximagdes € convexo. Esse resultado serd provado a seguir.

Lema 5 Em um espaco normado (X, || - ||) o conjunto M das melhores aproximagées de um ponto
x para um subespaco Y de X é convexo.

Demonstragdo. Tomemos 6 como a distancia entre x € Y. A conclusdo € vélida se M for vazio ou
se tiver apenas um ponto.
Supomos que M tenha mais de um ponto. Entdo para y, z € M temos, por defini¢ao

e =yl = [lx =zl = 6.

Mostremos que isto implicaemw = ay+ (1 —a)z € M,se 0 < a < 1. Com efeito, ||[x —w]|| > d, ja
que w € Y. E também vale ||x — w|| < &, pois

lx —w+ax — ax||

[l = w|

lx —ay - (1 —a)z +ax — ax||
lx —ay — z+ az + ax — ax||
la(x—y)+ (1 -a)(x -2l

< afx-yl+d-a)lx -z

= ad+(l-a)d

= ad+06—-ad

= 0, “)

usamos @ > Obemcomo (1-a) > 0. Logo, ||x—w|| = 8. Portanto, w € M, o que mostra que M é con-
Vexo. O

Definicao 6 Uma norma estritamente convexa satisfaz para todos x,y de norma 1, x # y,
lx +y|| < 2.

Um espagco normado com tal norma é chamado de espago estritamente convexo.
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Exemplo 7 O corpo de escalares K = R ou C visto como um espaco normado sobre K é estritamente
convexo. Mais geralmente, todo espaco normado cuja a dimensdo é 0 ou 1 é estritamente convexo.

Exemplo 8 Sejamx; = (1,1,0,0,...) ex; = (1,-1,0,0, ...) elementos de co, espaco das sequéncias
de niimeros reais que convergem para 0. Temos que

X1+ X2
il = sup ;| = 1= llealle = |52
JeN
Logo, o espaco co ndo é estritamente convexo.
Observe que para ||x|| = ||y]| = 1 a desigualdade triangular fornece ||x + y|| < 2 e a convexidade

estrita exclui o sinal de igualdade, exceto quando x = y.

Proposicao 9 Seja X um espaco normado. X é estritamente convexo se, somente se, ocorrer

llx + y|| = [|x|| + ||y|l, guando um dos vetores é miiltiplo real ndo-negativo do outro (neste caso l.d.).
Demonstracdo. Suponha que x, y € X sejam tais que ||x + y|| = [|x|| + ||y|| € que X seja estritamente
convexo. Sem perda de generalidade, podemos supor 1 = ||x|| < ||y||. Defina entdo o vetor z = ”y_”
y
Assim,
lx+zl = |+ LH
Iyl
= feoyeys LH
vl
-5l
= [x+y-y|l-—
vl
1
> lx+yll =yl 1=+
¥l
= Al + 1yl =yl -1
= 2. )]
Por outro lado,
llx+zll <[]l + ]zl
= 1+]z]
< 1+1
= 2. (6)
Segue destas duas desigualdades que ||)%|| = 1. Pelo fato de X ser estritamente convexo segue que

. . , y
X = z, pois caso contrdrio deveriamos ter ||x + z|| < 2. Portanto, x = —.

y
A reciproca € imediata, ja que se x, y € X com ||x|| = 1 = ||y|| e nenhum é miiltiplo real do outro,
tem-se
e+ yll < llxll + Iyl = 2.

O
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Teorema 10 (Unicidade de melhor aproximacao) Em um espaco normado estritamente convexo
X, existe no maximo uma melhor aproximagdo de um x € X em um subespago, x ¢ Y.

Demonstragdo. Sejam y # y € Y, dois elementos de melhores aproximagio de x € X. Entdo,

y+yl |1 1
1 1 —
< Ellx—y||+§||x—Y||
= 1(5( Y)+15( Y)
- QoW T Rolh
= 6(xY), (7

implica que o ponto médio € elemento de melhor aproximacdo. Consequentemente, pela proposi¢cao
anterior, existe @ > Otal que x — y = a(x — y).
Se @ = 1, entdo y =y, que é uma contradicao.
Se a # 1, entdo
x—y=alx-Yy)
X—y=ax—ay
X—ax=y—ay
x(1—a)=y—-ay

x:y—a/y ey,
1 -«

0 que mostra que x € Y, o que € uma contradi¢io, o que completa a demonstracao. m|

Porém, existem espacos que nio sdo estritamente convexos € assim ndo € possivel utilizar o
Teorema 10.

Exemplo 11 O espaco X = C([a, b],R), ndo é estritamente convexo com a norma do mdaximo.
Consideremos x| e x» definidos por

t—a
xi1 (1) =1, x2(1) = 5
-a
ondet € [a, b]. Claramente, x1,x, € X e x| # X.
t—a
Temos também que ||x1|| = ||x2]| = 1 e ||x1 + x2]| = majx)l + 5 ‘ =2,0nde I = [a,b]. O que
te —a

mostra que X, ndo é estritamente convexo.
Uma vez que o espaco X ndo é estritamente convexo o problema da unicidade requer mais
atencdo. Por isso, o seguinte conceito sera de grande utilidade.

Definicao 12 Um ponto extremo de umx em X = C([a, b],R) éumty € [a, b] tal que |x(to)| = ||x||.

Exemplo 13 Seja Y = P, o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a 2 tal que, Y C X =
C([-2,2],R). A fungdo y(t) = t*> varia de [0,4] para t € [=2,2], deste modo x possui dois pontos
extremos t = £2, pois

[lx]l = max, lx(D)] =4 =|x(2)|

>

Il = max 1x(0)] =4 = x(-2)]
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Para garantir a unicidade da melhor aproximacao no espagco C([a, ], R), vamos precisar da condi¢cao
de Haar como segue.

Definiciao 14 (Condicao de Haar) Um subespaco Y de dimensao finita do espaco X = C([a, b],R)
satisfaz a condicdo de Haar se cada y € Y,y # 0, tiver no mdximo n — 1 zeros em [a, b], onde
n=dimY.

A condi¢do de Haar € equivalente a condi¢ao de que para qualquer base {y;,... y,}deY e
qualquer n-upla de pontos distintos, 1, - - - , #, no intervalo [a, b], o determinante da matriz
yi(ty) yi() - yi(tn)
V= )’2('1‘1) )’2(.f2) yZ(.tn) ’
yu(t1) ya(t2) -+ ya(ty)

n
¢ diferente de zero. De fato, todo y € Y, possui uma representagao y = Z aiyk. O subespaco Y

k=1
n

satisfaz a condicao de Haar se, e somente se, todo y = Z ay Yk € Y, com n ou mais zZeros nos pontos

k=1
t1,t3,-++ ,ty,--- em [a, b] for identicamente nulo. Isso significa que as n condi¢des
n
y() = () =0, j=1--.n, 8)
k=1
devem implicar a; = a3 = - - - = @, = 0. Isto acontece se, e somente se, o determinante de M nao é

Z€T10.

Exemplo 15 O conjunto de todos os polinomios de grau menor ou igual a n definidos no intervalo
[a,b] C R, denotado por Y = P,(|a, b],R), satisfaz a condicdo de Haar. De fato, analisemos o
caso particular Yy = P>([-3,3],R). Seja a base {y1, y2, y3} tal que

OLynysy={P —1-2,2 = 1,12 + 2t + 1}.

Construindo a matriz M no intervalo [-3, 3], tomando t| = =3,t, = 2,t3 = 3 temos
10 0 4
M= 8 3 8
4 8 6

Como det M # 0, segue que

3
y(t)) = ) ewye(1)) =0, j=1,2,3
k=1

implica a1 = ay = a3z = 0. De fato, isso pode ser constatado pela definicdo ou seja,

(P -t-+(@ - +a3(+2r+1) =0,
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temos
(03] + ap + a3 = 0
—a1 + 0 + 2a3 = O
—2C}f1 - a + a3 = 0

que implica a; = ar = a3 = 0.
De forma similar, podemos concluir que Y = P,([a, b],R) satisfaz a condicdo de Haar.

Lema 16 Suponha que um subespaco Y do espaco X = C([a, b],R) satisfaz a condi¢dao de Haar.
Se para dados x € X ey € Y a funcdo x — y tem menos que n + 1 pontos extremos, entdo y ndo é
uma melhor aproximagdo de x para Y, onde dim Y = n.

Demonstragdo. Por hipétese, a fungdo v = x — y tem m < n pontos extremos t, 12,13, -+ , . Se
m < n, escolhemos pontos adicionais ¢; em [a, b], até que tenhamos n pontos distintos #1, - - - , .
Usando esses pontos e uma base {yj,---y,} para Y, consideremos o sistema de equacdes lineares
nao homogéneo.

n
Zﬁkyk(fj) =v(t;), )
k=1
Jj =1,---,nnas incégnitas By, - - , B,. Como Y satisfaz a condi¢do de Haar, segue que (9) possui

uma unica solug@o. Usando essa solu¢do, definimos

Yo =Biy1+-+Buyn

Y =y+e&yo, e>0.

Mostremos que quando € — 0, a norma da fungdo v = x — y, satisfaz

VI = 1lx =Yl < llx =yl = vl (10)

e assim y ndo pode ser uma melhor aproximagao de x para Y. De fato, vamos dividir [a, b] em dois
conjuntos N e K = [a,b] — N, onde N contém os pontos extremos ty, - - - , t, de v.

Nos pontos extremos, |v(z;)| = ||v|| e ||[v]| > 0, desde que v =x —y # 0 e yo(t;) = v(t;) por (9) e
pela defini¢do de yy.

Pela continuidade de v, para cada t;, existe uma vizinhanga N; tal que em N = Ny U - -- U Ny,
temos

u =inf [v(1)| > 0. (11)
teN

Pela definicdo de infimo e levando em conta que y((#;) = v(¢;) temos
inf |yo(1)] > =1 (12)
teN Y0 -2 vIl-

yo(?)
v(t)

yo©) @l Ivo()] _ 1
v - ol 2™ 22

Como yo(t) =v(t) # O parat € N, temos > 0, por (11) e, utilizando (12), obtemos
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Seja My = sup |yo(t)|. Entdo para 0 < € < H etodor e N, obtemos
teN M()

eyo(1) :8|y0(t)| _ Mo
v(t) () — u

Como
V=EX—y=X—y—&yyg=V— &Y,

usando essa desigualdades, paratodor €e Ne (0 < & < ﬁo, temos

W) = () - eyo(t)]
_ _&yo(?)
E
< ||v||-(1—5)
< vl (13)

Em K, que € um conjunto fechado, definimos

M) =max |yo(t)] e M, =max|v(z)l.
tek tek

Como N contém todos os pontos extremos de v, segue que M, < ||v|| e dai ||v|]| = M> + 7y, onde
vy > 0.
Escolhendo um ndmero positivo £ < Mll, temos eM| < vy e obtemos para todo ¢ € K,

Ol < vl +elyo(0)]
< My+eM,
< vl (14)
Escolhendo & < min{u/My,y/M;} e tomando o supremo de v em K, temos
VI < ivll,

o que conclui ademonstragao. O

Exemplo 17 Seja Y = P, subespaco do espaco X = C([0,2],R) e note que Y satisfaz a condi¢do
de Haar. Tomemos x(t) =13 € X e y(t) = t> € P5. Logo,

y() =x(t) —y(1) =1 =12,

Temos que dim Py = 3 e que y varia de [%,4] emt € [0,2], assim y possui um ponto extremo
t = 2 pois,
= max |y(to)| =4 =|y(2)|.
Iyl = max [y(0)l = 4= [y(2)

Logo y ndo é uma melhor aproximacdo de x para Y. Podemos observar esse fato graficamente
como ilustrado nas figuras que seguem. No entanto, sejaY = P, € X = C([0,2],R) que satisfaca

1
a condicdo de Haar tal que, y(t) =t>* € Y e x(t) = t* + 1 € X. Temos que

1 1
2 2
H=x(t)—y(t)=t"+~-—t"=—.
W) =x() =y = e g - =
Logo, a dim Y = 3 e z possui infinitos pontos extemos, como ilustra a Figura 2. Portanto, y é uma
melhor aproximacdo de x para Y.

NASCIMENTO, C. A.; GADOTTI, M. C. Teoria da aproximagdo em espacos de Banach e de Hilbert. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 18, p. 112-128, jul. 2020. Edicao Iniciac¢do Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol18ic202023169664canmcg112128  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

120



War\
A=
A

>
»

8 x@) =t’

LN
FTTTTTTTTTTTTT T

) =t
2 yo) =t’-t
1
—
N 2 {

Figura 1: Grafico das fungdes x (), y(¢) e z(¢).
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Figura 2: Grafico das fungdes x (), y(¢) e z(¢).

Utilizando o lema anterior, obtemos o importante teorema a seguir.

Teorema 18 (Unicidade de Haar para melhor aproximacao) Seja Y um subespaco de dimensdo
finita do espaco X. Entdo uma melhor aproximacdo para Y é unica para todo x € Cla, b] se, e
somente se, Y satisfaz a condi¢do de Haar.

Demonstragdo. Suponhamos que Y nao satisfaz a condi¢do de Haar, ou seja, det M = 0, logo o
sistema homogéneo

Yiyi(tr) + -+ yuyi(ta) =0, k=1,---,n

n
possui solucdo nao trivial yq, - - - ,y,. Usando essa solugdo e qualquer y = Z ayyr €Y, temos
k=1

n n n
Z?’jy(lj)zzak Z)’jyk(fj) = 0. (15)
j=1 k=1 j=1
Além disso, o sistema transposto

ﬁlyl(tj)+.+ﬁnyn(t]):05 ]:1,"'5’1,
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n
também possui uma solucao nao trivial Sy, -, 8,. Usando esta solu¢do definimos yg = Z BkYks
o k=1

oque implicayg #0eyp=0emty, - ,1,.

Seja A tal que ||[dyg|| < lesejaz € X, talque ||z]|=1e

-1, se y; <0

z(tj) = sgn(y;) = { I se y,20

onde sgn(-) denota fungio sinal. Definimos x € X por

x(1) = z(1) (1 = |[Ayo(1)]).
Entao
x(tj) = Z(tj) = sgn(yj),

pois yo(t;) = 0 e ||x|| = 1. Mostremos que esta funcdo x possui infinitas melhores aproximagdes
para Y. Usando |z(?)| < ||z]| = 1 e [dyo(?)| < ||Ayoll < 1, paratodo € € [—1, 1], obtemos

lx(1) —edyo()] < |x(@)] + ledyo(1)]
= [2(0)(1 = |Ayo () D] + [edyo(2)]
= [2()IT = |Ayo ()] + |edyo(?)]
< 1=lAyo(0)] +ledyo(r)]
= 1=yl + lellAyo(1)]
= 1-(1-leDlyo(®)]
< I

Portanto, todo elyp, —1 < & < 1, € uma melhor aproximacao para x, desde que ocorra

llx =yl = 1, VyeY. (16)

n
Vamos mostrar (16) para um arbitrario y = Z aryr € Y. Suponha que ||[x —y]|| < 1, paraumy €Y.

k=1
Entao as condicoes

{ x(1;) = sgn(y;) = =1
lx(2;) =yl < llx =yl < 1,

implicam que para todo y; # 0,
sgn(y(1;)) = sgn(x(1)) = sgn(y;).
De fato, se x(¢;) = 1, para todo j, assuma que
sgn(y(1;)) # sgn(x(z;)).
Assim sgn(y(t;)) = —1. Segue que

lx(2;) — y(2;)]

11— y()l
11— (=1)]
> 1.

NASCIMENTO, C. A.; GADOTTI, M. C. Teoria da aproximagdo em espacos de Banach e de Hilbert. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 18, p. 112-128, jul. 2020. Edicao Iniciac¢do Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol18ic202023169664canmcg112128  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

122



e\
Te\
A

Logo,
sgn(y(1;)) = 1 = sgn(x(z;)).
De maneira andloga, se x(¢;) = —1, para todo j, assuma que

sgn(y(1;)) # sgn(x(1;)).

Assim, sgn(y(t;)) = 1. Segue que

| =1 -y())l
| —1-1]
> 1.

x(z7) = y(z;)|

Logo,
sgn(y(z)) = =1 = sgn(x(z;)).

Mas isso contradiz (15) com y =y pois y; # 0, para algum j, assim

D3 = yisen(yp) = D il #0, (17)
j=1 j=1 j=1

Portanto, (16) acontece.
Reciprocamente, suponha que Y satisfaz a condicdo de Haar, mas ambos y; € Y e y, € Y sédo
melhores aproximagdes para o mesmo fixo x € X. Entdo, definindo

Vi=X—Y1 e V2 =X —Y2,

temos ||vy|| = ||v2|| = J, onde ¢ € a distancia de x a Y, como anteriormente. O Lema 5, implica que

y = 5( y1 + y2) é também uma melhor aproximagao para x. Pelo Lema 16 a funcio

1 1
v=x-y=x-s(i+y) =S+ w) (18)
tem pelo menos n + 1 pontos extremos #1, - - - , ,+1. Em tais pontos temos
lv(z)] = lv]l =¢.

De (18) obtemos
2v(tj) = vi(tj) +va(tj) =26 ou - 296.

Agora, |vi(t)| < ||vi]| = 6 e também para v,. Logo, ambos os termos devem ter o mesmo sinal e o
valor absoluto maximo possivel, isto é

vi(t;) =va(tj) =6 ou -0,

ondej=1,---,n+1.Issoimplicaque y; —y, = vo—vjtemn+1 zerosem [a, b]. Logo, y; —y> =0,
pela condi¢do de Haar. Concluimos que y; = y», o que completa a demonstracgao. O
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3 Aproximacao em espaco de Hilbert

Um produto interno sobre um espaco vetorial de dimensao finita € uma generalizag@o do produto
escalar e, em termos de tal produto interno, pode-se também definir “comprimento” e “angulo”.
Espacos reais com produto interno de dimensao finita sdo considerados como espacos normados e
frequentemente denominados espagos euclidianos, pois defini-se a norma a partir do produto interno.

Definicao 19 Um espaco pré-hilbertiano é um espaco vetorial com produto interno. Um espaco de
Hilbert é um espaco com produto interno completo com respeito a norma ||x|| =+/{x, x), onde < - >
indica o produto interno.

Lema 20 Todo espaco de Hilbert é estritamente convexo.

Demonstragdo. Para todos x e y # x, distintos e de norma 1, temos ||x — y|| = @, onde @ > 0, e a
igualdade do paralelogramo nos mostra que

=l = yIP +2001x 1% + llylI1%)
= —a®+2(1+1) <4. (19)

2
[l + ¥l

Logo, ||x + y|| < 2. O

Teorema 21 Para cada x dado em um espago de Hilbert H e cada subespago fechado Y de H, existe
uma unica melhor aproximagdo para x de Y.

Segue do Teorema 10 e do Lema 20. O
Para aprofundar o conhecimento sobre melhor aproximacdo em espaco de Hilbert, o leitor pode
consultar [3].

4 Aplicacao sobre aproximacao em espacos normados

Nesta se¢ao vamos discutir uma aplicacdo sobre aproximacdo de funcdes em espagco nor-
mado, onde deduziremos os conhecidos Polinomios de Chebyschev. Apresentaremos inicial-
mente alguns resultados necessdrios para a compreensao da aplicagdo. Vamos considerar o espaco
X =C([a, b],R) com os escalares em R. Iniciamos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 22 Sejam X = C([a,b],R),x € X ey €Y, onde Y é um subespaco de X. Um conjunto
de pontos to,- -+ ,tx em [a, b], onde t) < t; < --- < ty, é chamado de conjunto alternante para x —y
se x(tj) — y(t;) tem alternadamente os valores ||x — y|| e —||x — y|| em consecutivos pontos t;.

Lema 23 Seja Y um subespaco do espaco X = C([a, b],R), que satisfaca a condicdo de Haar.
Dado x € X sejay €Y, tal que para x — y, existe um conjunto alternante de n + 1 pontos, onde dim
Y =n. Entdo y é a melhor aproximacdo uniforme de x em Y.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3 e pelo Lema 18, existe uma tnica melhor aproximacao de x em Y.
Se esta solucdo ndo € y, ela € algum outro yg € Y, entdo

[l = yII > [lx = yoll-
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Esta desigualdade implica que, nesses n + 1 pontos extremos, a fungao
yo—y=(x=-y) = (x=yo),

tem o mesmo sinal que x — y, pois (x — y) é igual a +||x — y|| em tal ponto, enquanto que, x — Yo,
nunca pode exceder ||x — yo|| em valor absoluto, o que € estritamente menor que ||x — y||. Isto mostra
que yo — y estd alternando entre positivo e negativo naqueles n + 1 pontos, o que implica em n raizes
em [a, b], o que € impossivel, a menos que yo —y = 0 pois yo —y € Y e Y satisfaz a condigao
de Haar. Assim, y deve ser a melhor melhor aproximacgao de x paraY . O

Um problema clédssico muito interessante, o qual € uma aplicacdo deste dltimo resultado, € a
aproximacao de x € C([—1, 1], R), definida por

x(t) = 1", (20)
n € N fixo, para um subespaco gerado Y = [y, - - - , yu—1], pelas funcoes
yi()=t/,j=0,--- ,n—1. 21)

Queremos aproximar x por um polindmio y de grau menor que n, onde y tem a forma

n—1

y(t) = ap it + -+ .
Assim, paraz =x —y,y € Y, temos
2(0) = 1" = [(@n )" + ()" 2+ - + ap).

Desejamos determinar y tal que ||z|| seja a menor possivel. Ou seja, queremos encontrar o polindmio
z entre todos os polindmios de grau n, com coeficiente igual a 1, que tenha o menor desvio maximo
em [—1,1].
A resolucgido deste problema utiliza as fungdes chamadas de Polindémios de Chebyshev, do tipo 1
de ordem n.
Seja a funcdo
t =cosné.

No intervalo [0, 7] a fun¢do definida por x(n) = cosnf possui n + 1 pontos extremos, sendo os

(I)\ IT\ /CI,T\A[
I WA VAN

Figura 3: Gréficode t = cosnf, paran = 1,2, 3. Fonte: Adaptado de Kreyszig (1978, p. 347).

valores alternados. Pelo Lema 23, podemos observar que x(t) = cos nf, podera ajudar a resolver o
problema, se pudermos escrever cos n6 como polindmio em ¢ = cos 6, com 6 € [0, «].
Pelas identidades trigonométricas, sabemos que:

cos00 =cos0=1

cos 160 =cos @
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c0s26 =2cos?6 — 1
cos36 =4cos’ 6 —3cos b

cos46 = 8cos*H — 8cos?h + 1

De forma geral, € possivel escrever cos(n6) como um polindmio em x = cos 6:

-1
1 £ .
cos(n) = Fcos”9+2ﬁn,]~ cos’ 0, n=12,..
J=0
onde S, ; sdo constantes. De fato, procedendo por indugio finita, sabemos que a igualdade anterior
¢ vélida para n = 1. Suponhamos agora que seja vélida para todo n e provemos que vale para n + 1.
Usando as identidades e os fatos de que a fun¢do seno € impar e a cosseno par, temos

cos(n+1)6 = cos(nd + 0) = cos(nb) cos § — sen(nb)send,
cos(n —1)8 = cos(nf — ) = cos(nd) cos 0 + sen(nb)send

e somando ambos os lados, obtemos
cos(n+1)0 + cos(n—1)0 = 2cos(nb) cos 6.
Por hipétese de inducdo, segue que

cos(n+1)8 = 2cos(nf)cosd —cos(n—1)0
n—1 n-2

2c080(2" ! cos" 0 + Z Bn.j cos’ §) = 2" cos" 1 9 — Z’B”‘l’f cos’ 6.
Jj=0 Jj=0

Portanto,

1 Z .
cos(n+1)0 = 7 cos" 1 6 + Zﬂ”“’f cos’ 6.
—

Agora, vamos substituir cos § = x, podemos escrever
To(x) = cos(00) = cos(0) =1
Ti(x) =cos(16) =x
Tr(x) = cos20 = 2x(x) — 1 =2x2 - 1
T3(x) = cos 30 = 2x(2x> — 1) — x = 4x> — 3x
Ty(x) = cos40 = 2x(4x> = 3x) — (2x> = 1) = 8&x* = 8x? + 1
Ts(x) = cos 50 = 2x(8x* — 8x* + 1) — (4x> — 3x) = 16x° — 20x> + 5x
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A expressao geral de cada polindomio 7;, € dada por

n:2] _ 1)1 '

T,(x) = ZO 2 3 ~ 2= Loy, p=1,2,..
onde [n:2] =n/2,senépare [n:2] =(n—-1)/2senéimpar.
Além disso, podemos estabelecer a relagdo:
T (x) = 2xT5 (x) = Ty-1 (x). (22)
De fato, vamos usar novamente indugao finita. Tomando 7,(x) = cos(n6), paran = 1,
Ti(x) = cos(16) = cos(6).

Supondo que seja verdade para algum k, mostremos que € valido para k + 1. Assim,

Tir1(x) =cos(k +1)0 = cos(kf + 0) = cos(kB) cos§ — sen(kO)send.

Ti—1(x) = cos(k —1)8 = cos(kf — 0) = cos(kB) cos 0 + sen(kO)senb.

Adicionando ambos os lados, obtemos
Tiv1(x) + Ti—1(x) = 2cos(k6) cos 0

Tis1(x) = 2T (x)x = Ty—1(x)
Ties1(x) = 2xT (x) — Ti—1(x)

Esta féormula de recursdo nos oferece sucessivamente os graficos das fungdes 7;,(x), alguns repre-
sentados na Figura 4.

1

Figura 4: Grifico de Ty, T», T3 e T. Fonte: Adaptado de Kreyszig (1978, p. 350).

Portanto, obtemos a seguinte formulagdo do resultado que queriamos, que expressa a propriedade
mais famosa dos Polinomios de Chebyshev.
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Teorema 24 (Polindmio de Chebyshev) Seja o polinomio definido por

~ 1 1

T,(t) = FTn(t) =2 cos(narccost) n > 1. (23)
tem o menor desvio maximo de 0 sobre o intervalo [—1, 1] entre todos os polinémios reais conside-
rados em C([—1, 1], R) que possuem grau n e coeficiente 1.

A melhor aproximagao uniforme para a funcdo x € C([—1, 1],R), definido por x(¢) = ", para o
gerado Y = [{y,, - ,yn-1}] com y; dado por (21), (isto €, a aproximac@o por um polindmio real
de grau menor que n) € y definido por

V(1) = (1) = T,

Note que
ly(6) =x(0)] = |(1/2"" DT (1) — O,

quando n — 0.

Neste trabalho, discutimos o que € uma melhor aproximagao e analisamos as condi¢des neces-
sérias e suficientes para a existéncia e unicidade de melhores aproximacgdes em espagos normados e
espacos de Hilbert.

Como aplicacdo de aproximagao em espaco normado, apresentamos uma das propriedades mais
importantes dos polindmios de Chebyshev que € o fato de possuir o0 menor desvio maximo de 0 no
intervalo [—1, 1] entre todos os polindmios reais considerados em C([—1, 1],R) que apresentam
grau n e coeficiente 1. Para aprofundar o conhecimento sobre esta propriedade o leitor pode consultar

[S].
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