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An analytical look at the Tales theorem and the circle area.

Resumo

Este artigo procura provar, do ponto de vista do Célculo
Diferencial e da Analise Matemaética, o Teorema de Tales
e a existéncia unica do valor da area de um circulo qual-
quer. Nele, o leitor podera entender e preencher as lacunas
criadas pelas literaturas nacionais no ensino deste tema.
Embora as ferramentas aqui presentes sejam mais sofisti-
cadas, sua escrita volta-se principalmente para o professor
de Matematica do ensino béasico. Sendo assim, as etapas
presentes nas demonstraces dos teoremas séo transpare-
cidas e bem argumentadas. Preserva-se, portanto, a lucidez
e rigor exigido nesta disciplina.
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Abstract

This paper seeks to prove, from the point of view the Dif-
ferential Calculus and Mathematical Analysis, the Tales
Theorem, and unique existence of the value of the area of
any circle. In it, the reader will be able to understand and
fill in the gaps created by the national literature in the tea-
ching of this theme. Although the tools here are more so-
phisticated, their writing is mainly for the primary school
math teacher. Thus, the stages present in the theorem de-
monstrations are transparent and well argued. Therefore,
the lucidity and rigor required in this discipline is preser-
ved.

Keywords: Tales theorem. Existence and oneness. Area of
the circle.
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1 Introducao

Nos Ultimos anos, 0 ensino de Matemaética na educacdo bésica tem sido abusivamente
direcionado as resolugdes de problemas contextualizados. O exame nacional do ensino médio
(ENEM) transparece bem este fato nas diversas areas do conhecimento, inclusive nas ciéncias
exatas. Estruturado em forma de longos textos, o0 modelo adotado para as avaliagcbes vem
levantando debates aos especialistas, vide [1]. Discute-se, principalmente, até que ponto a
leitura interpretativa deva ser enfatizada pois, da forma como é proposta, algumas disciplinas
como, por exemplo, Fisica, Quimica e Matematica perdem énfase ao formalismo técnico e
estrutural.

Autores de livros didaticos nacionais tém buscado estruturarem suas obras nos moldes
cobrado pelo ENEM. Dai, percebe-se a similaridade existente entre os diversos textos
nacionais voltado a esse publico.

Pesquisadores, professores e autores relatam, cada vez mais, a precariedade existente no
que diz respeito aos fundamentos légicos apresentados pelo modelo atual de educacgdo
(consulte [1]). Questionam-se, nos espacos promovidos a debates educacionais, 0s possiveis
efeitos colaterais que serdo gerados nos estudantes contemporaneos.

Procurando compreender alguns temas mais complexos presentes na matematica do
ensino basico como, por exemplo, numeros irracionais, Teorema de Tales, areas, exponenciais
e logaritmos pudemos perceber, ap6s diversas consultas a obras nacionais consagradas, a
guantidade exorbitante de lacunas existentes nos moldes axiomaticos de cada um deles.
Tratando-se de conteldos com caracteristicas préprias decidimos compartilhar, neste artigo,
0s conhecimentos que pudemos adquirir pesquisando a respeito da demonstracdo do Teorema
de Tales e, também, a existéncia Unica da &rea de um circulo. Diferente das abordagens
classicas apresentadas pelas fontes disponiveis no mercado nacional, expomos 0 assunto em
sua forma mais técnica, a fim de sanar as possiveis dlvidas existentes entre alunos e
professores dos anos iniciais da educacdo basica. No entanto, o texto aqui exposto podera
contribuir a universitarios que pretendem exercer futuramente a carreira docente. Esperamos,
portanto, contribuir no enriquecimento cultural dos leitores que buscam maior solidez no
estudo dos temas aqui presentes.

Para a melhor compreensdo da leitura que aqui serd apresentada, iremos supor como
conhecidas as ideias basicas sobre geometria, trigonometria e limites de uma variavel. Em
geometria ressaltamos as notacdes XY e XY que aqui serdo utilizadas. A primeira delas refere-
se ao segmento de reta definido pelos pontos extremos X e Y j4, a segunda indica a medida
do segmento XY. Finalmente, ainda no contexto da geometria, recorda-se que um segmento
PQ é comensuravel a outro RS, chamado unidade de medida (com RS = 1), se existir um
terceiro segmento R’S” que seja submdaltiplo comum de PQ e RS. Caso contrario, dizemos que
PQ e RS sdo segmentos incomensuraveis. A Figura 1 exemplifica segmentos comensuraveis.

MATTOS, B. D. T. Um olhar analitico sobre o teorema de Tales e a area do circulo. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 18, p. 21-
36, jul. 2020.
DOI: 10.21167/cqdvol18202023169664bdtm2136  Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

22



g

15181 81§ L S
YAVAV AV AU A
rF R R R R R

1 81 5 1§
n /" n .
R/a / L H/ 1]
R R K R K
R 15
ng

Figura 1 — Segmento PQ comensuravel a RS.

2 Definicdes e teoremas auxiliares

Apresentaremos, nesta secdo, uma série de defini¢Bes, postulados e teoremas que serdo
utilizados na caminhada tedrica deste artigo.

Defini¢édo 2.1. Um subconjunto C ndo vazio dos nameros reais € limitado inferiormente
se existir um real L de tal forma que L < x, para qualquer que seja o elemento x pertencente a
C.

Definicdo 2.2. Dizemos que um subconjunto € ndo vazio dos nameros reais é limitado
superiormente se existir um real M de tal forma que x < M, para todo x pertencente a C.

Definicéo 2.3. Dizemos que subconjunto C ndo vazio dos numeros reais é limitado se for
limitado inferiormente e superiormente.

Perceba, pelas defini¢bes 2.1 e 2.2, que o valor concedido para L ou M ndo necessita ser
Unico. Tome, por exemplo, o conjunto C = {x € R; x < 7}. Nele M = 7 satisfaz a Defini¢&o
2.2 uma vez que x < 7 para cada real assumido por x em C. Porém, note também que qual-
quer candidato numérico acima de sete pode ser escolhido para exercer o papel de M. Assim,
7 € 0 menor elemento dos reais que pode ser atribuido para M.

E costume nas literaturas nacionais designar o valor de L, da Definicdo 2.1, como sendo uma
cota inferior. Da mesma forma, utiliza-se a nomenclatura cota superior para os valores de M
que satisfazem a Definicdo 2.2. Neste artigo, iremos preservar estas denominacoes.

Definicéo 2.4. Seja C um subconjunto ndo vazio dos nameros reais. O maior valor de L,
que verifica a Definigdo 2.1 é chamado de infimo do conjunto C, notagdo: L = inf (C).

A Definicdo 2.4, embora didatica para fins pedagdgicos, ndo é vidvel do ponto de vista da
formalizacdo matematica para provar teoremas. Contornaremos este impasse através da

Definicéo 2.4. Um ndmero L é chamado de infimo de um subconjunto C, ndo vazio dos
reais, se satisfazer as seguintes condicdes:

1) L < x, para qualquer que seja o elemento x do conjunto C,
2) Se L, < x paratodo x pertencente a C, entdo L, < L.
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Por esta definicdo, podemos afirmar que o infimo L de um conjunto C € sempre Unico, ja
que se L = inf(C) e L = inf(C) entdo, pelo item 2 da Definicdo 2.4 teriamos que L < L e
L < L implicando, portanto, que L = L.

Defini¢éo 2.5. Considere um subconjunto € ndo vazio dos reais. O menor valor de M,
que satisfaz a Defini¢do 2.2 é denominado supremo do conjunto C, notagdo: M = sup (C).

Ressaltamos a possibilidade da transcri¢do da Definicdo 2.5 de forma analoga a realizada
para a Definicdo 2.4. Propomos ao leitor realiz-la para que, em seguida, possa provar a exis-
téncia Unica do supremo.

Postulado 2.1 (transporte de segmentos). Considere a um plano que contém todos os
objetos matematicos descritos a seguir. Sejam A e B dois pontos distintos responsaveis pela
determinacéo Unica do segmento AB. Se escolhermos dois pontos aleatérios A" e X em «a, de
tal modo que A" # X, entdo a semi-reta A°X determinard um (nico ponto B” que tornara A'B’
congruente a AB.

Finalmente, conforme relatado anteriormente, enunciaremos a seguir varios teoremas.
Contudo, procurando evitar uma abordagem extremamente extensiva, sugerimos que os inte-
ressados consultem as referéncias citadas abaixo para constatarem as demonstragdes omitidas.

Teorema 2.1 (principio da Boa Ordem). Todo subconjunto ndo vazio dos naturais pos-
sui um menor elemento.

Demonstracdo. Veja [2].

Teorema 2.2 (do supremo). Todo subconjunto de numeros reais, ndo vazio e limitado su-
periormente, admite supremo.

Demonstragéo. Consulte [2].
Nota: Analogamente a demonstracdo do Teorema 2.2, pode-se provar que:

“Todo subconjunto de numeros reais, ndo vazio e limitado inferiormente, admite infi-

9

mo.

Teorema 2.3 (do confronto). Sejam a, b e c trés sequéncias e suponhamos que exista um
natural n, tal que

para todo n = n,. Nestas condic0es, se

lim a,=L= lim ¢,
n—-+oo n—-+oo

entédo

lim b, = L.

n—-+oo
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Demonstragéo. Veja [3]

Teorema 2.4 (limite fundamental trigonométrico). Se f: R\{0} - R tal que f(x) =

senx ~
entao

x H

lim f(x) = 1.
x—0
Demonstragédo. Consulte [3].

Teorema 2.5 (de Arquimedes). Se x e y s@o valores reais quaisquer, estritamente positi-
VoS, entdo existe pelo menos um natural n tal que n - x > y.

Demonstracdo. Veja [3].

Nota: Pelo Teorema 2.1 podemos afirmar que o conjunto A ={n € N; n-x >y} (sa-
tisfazendo as hipdteses do Teorema 2.5) terd, necessariamente, um natural minimo n, verifi-
cando a condi¢do ny - x > y. Infere-se dai que A = {ny,ny + 1,n9 + 2,19 + 3, }.

3 As sutilezas presentes na demonstracdo do Teorema de Ta-
les

Abaixo, enunciaremos e provaremos um teorema que sera fundamental para auxiliar-nos
na demonstracdo do Teorema 3.2 e, também, na demonstracdo da existéncia e unicidade na
area do circulo. Por ndo ser referenciado pelos livros presentes na formacéo basica, iremos
demonstra-lo.

Teorema 3.1 Seja n um ndmero percentence ao conjunto N = {1,2,3, -+ }. Sejam, ainda,
0s conjuntos néo vazios A = {v;,i € N} e B = {V/;,j € N} tais que todo elemento v; de A seja
estritamente menor do que qualquer elemento V; de B. Se para cada real € > 0 existir um na-
tural ny, € A que satisfaca a implicacao

n>ny, =V, —v, <g
entdo existira e, sera unico, o real @ que verifica a condi¢édo

vp<asV,
parai e j pertencentes a N.

Demonstracgdo. Inicialmente, facamos a prova da existéncia e, em seguida, mostraremos a
unicidade.

A principio podemos inferir que v; < V; e vy < V; pois, p_or hipotese, f[emos que Vi <V
para todo i e j pertencentes a N. Dai, pelo Teorema 2.2, o conjunto A admitara um Unico su-

premo « e, 0 conjunto B, admitara um dnico infimo £; temos, portanto, que
v, <aef <V, 1)

para quaisquer i e j em N.
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Mediante as informacgdes presentes no pardgrafo anterior, mostremos que a = 8. Para
tanto, vamos supor, por absurdo, que a # [5. Posto isto, pela tricotomia dos numeros reais
teremos as possibilidades excludentes: a < § ou a@ > . Tratando-se de provas anélogas, de-
monstraremos apenas 0 caso em que a < S e, deixaremos a cargo do leitor, o caso restante.

a B

Figura 2 — Representacdo geométrica de a < .

Pela hipotese apresentada em (1), juntamente com a desigualdade a < f3, € correto dedu-
zirmos as implicagdes:
Vi <a< V] v; <a< V]
”i3“<33"=>{vi<ﬁsvj=>{visp’svj
V; < B <V
=1

_VJ <-—-a< —vi.

Na ultima delas, facamos a soma dos membros obtidos em ambas as desigualdades. Justifi-
camos, desta forma, a validade implicativa

~(Vi-v)sB-asVi-v=V-v2p-aq, ()

para i e j elementos de N. Contudo, a hipdtese da proposicdo nos permite atribuirmos a ¢
qualquer valor positivo, inclusive o da diferenca f — a. Se assim o fizermos, sera possivel
garantirmos a existéncia de um natural n, em N de tal forma que verifique a sentenca

n>ny=V,—-v,<p—a.

Esta, contradiz a desigualdade V; —v; = —a obtida em (2), pois para i = n (> ngy) = j
temos que V;, — v, = B — a. Dai, ndo restara dividas de que v; < a = < V; parai e j per-
tencentes a N.

Por fim, mostraremos a unicidade de a. Para tanto, vamos supor que existam dois valores
a e a que verifiquem, simultaneamente, as condigdes v; < a <V; e v; < a < V;. Esta, por
sua vez, podera ser indicada como sendo —V; < —a < —v;. Tais fatos, nos permltem afir-
marmos que

<a<V .
{_Vj i< v =-(Vi-v)<a-asVi—-vy=
:>|a—a|SVj—vi$

=0<|a—-al <V, —v,.

Finalmente como
lim O—O—llm(V V),

n—-+oo

segue, pelo Teorema 2.3, que a = @.
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Teorema 3.2 (de Tales). Um feixe de retas paralelas distintas determina, em transver-
sais, segmentos correspondentes proporcionais.

Demonstracdo. Procurando auxiliar-nos na demonstracdo, facamos a constru¢do de uma
figura geométrica ilustrativa. Para tanto, tracemos quatro retas paralelas distintas a, b,c e d,
contidas em um plano y (lé-se: gamma), cujas distancias entre duas consecutivas ndo sejam,
necessariamente, iguais entre si. Suponha que b e c estejam entre a e d com b abaixo de c e,
ainda, acima de a. Em ¢, tomemos dois pontos distintos C e G e, por estes, facamos duas
transversais t e u. Usemos a letra A para indicar a intersecdo de t com a, a letra B para desig-
nar a intersecdo de t com b e a letra D para indicar a interse¢do de t com d. Chamemos de E
0 ponto correspondente de A que esteja, simultaneamente, sobre as retas u e a. Da mesma
forma, chamemaos de F o correspondente de B que esteja tanto em b quanto em u e, finalmen-
te, iremos denominar por H o correspondente de D presente tanto em d quanto em u. Descre-
vemos, portanto, a Figura 3 dada a seguir.

d D H

b B F

Figura 3 - Construcéo no plano y de um feixe de retas paralelas cortada por duas transversais.

A . ~ CD , . GH
Dentre as possibilidades existentes, provaremos apenas que a razao € igual a — 88

demais, serdo deixadas como exercicios para o leitor.

Visando encontrar os valores das medidas de CD e GH, tomaremos 0s segmentos distin-
tos AB e EF como objetos de comparacéo, isto €, como sendo unidades de medida. Nestas
condicdes, havera dois casos a serem analisados: ou CD sera comensuravel com AB e GH
também o ser4 com EF ou, entdo, CD sera incomensuravel com AB e GH também o serd com

. . . ~ CcD GH . - .
EF. No primeiro caso, dizemos que as razoes B ou T Sa0 expressas por um numero raclo-

nal e, no segundo, por um numero irracional. Havendo duas possibilidades a serem apuradas,
facamos o estudo apenas deste altimo.
Supondo que o segmento AB seja a unidade de medida do segmento CD, é correto, pelo

Teorema 2.5, afirmarmos que existe um natural n (> 1) que satisfaz a relacio AB > %; pois,

se AB = 1 = AB , entdo havera ao menos um natural n que verifica a desigualdade n - AB >
AB =1,isto é,n- AB > 1 ou, ainda,

AB=1>2%
n
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. 1 - A 7
Chamemos de u 0 segmento de medida ~ Todavia, convém recordarmos que esse devera

ser submultiplo de AB mas ndo de CD. Nestas condic¢Bes, o Teorema 2.5 em concomitancia
ao Postulado 2.1 nos assegura que: para todo u (dependente de n) existe um natural minimo
m, + 1 (sendo m um valor constante cuja determinacdo estard em funcdo n) de tal modo que
a desigualdade

D m, +1
AB<(mn+1)n —

seja satisfeita. Dai, podemos afirmar que — < p0|s caso contrario, haveriamos dois tipos

m mnp+1 m
de contradicdo: AB ser comensuravel com CD ou T” > - (= —=

analises, é correto dizermos que

—). Embasados nestas
n

mn COD m, 1

2 <4, 3)

nABnn

para n em N. Formemos, entdo, dois conjuntos A e B de elementos racionais. O primeiro sera

formado pelas razdes ml%%"j‘ Listo 6, A = {v; = _",i € N} e, 0 segundo, pelas
1 m; . m; 1 .
razbes m; + 1,72 + = ﬁ + =, TJ+ FEa ou seja, B ={V; = TJ+7’] € N}. Perceba que
. CD . . . , .
para todo i e j em N teremos que v; < — < V; implicando, assim, que v; < V;. Além disto,

dado um real € (> 0), existe um natural n, > de tal forma que as condicionais

1 1
n>ng=2—=sn>—-==-=V,-v,<g¢g,
) _ € € n
sejam verdadeiras.

As hipdteses apresentadas no paragrafo anterior se encaixam naquelas exigidas pelo Teo-
. . o — CD . pn .
rema 3.1. Podemos, portanto, afirmar que existe um Unico real CD = 5 due verifica a condi-
cao

<Ch<-21+

)

m_m-
l J

~.| =

para i e j pertencentes a N.
. . GH ==
Para finalizarmos, devemos provar que = CD=— ; porém, faz-se por necessario
lembrarmos que:

“Seja £ um plano ao qual todos os objetos matematicos descritos a seguir estio inseri-
dos. Seja, ainda, PQ o segmento cujas extremidades encontram-se nas intersec6es de duas
retas paralelas distintas r e s com uma transversal y. Suponha que o ponto P esteja perten-
cente tanto a r quanto a y. Considere, também, w como sendo uma transversal distinta de y.
Pela letra R indiquemos 0 ponto comum nas retas r € w e, Usemos S, para representar o
ponto simultaneo de s e w. Selecionemos, entre P e Q, k—1 pontos distintos
Y., Y,, Y3, -, Y, e Yy_; de tal modo que PY; =YY, =Y,¥; =-- =Y,_,Q. Se em cada um
desses k — 1 pontos tracarmos uma Unica reta paralela a r, entdo suas intersecGes a w de-
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terminard k — 1 pontos Wy, W,, W5, -+, W),_, e W,._;, correspondentes a Y;,Y,, Y5, -+, Y5 €
Y._1, satisfazendo a condi¢cdo RW; = W W, = WoWs = -+ = W) _4S.”

demonstracdo, esta, proposta como exercicio para o leitor (caso necessario consulte [4]). Com

base nestas informacdes justificamos que: a cada um dos n — 1 pontos distintos e equidistan-
tes entre si tomados entre A e B, é possivel, através de cada um deles, tragarmos n — 1 retas
paralelas a b obtendo, desta forma, n — 1 pontos distintos e equidistantes em EF. Por conse-
guinte, alega-se que: para todo valor de n em N associa-se um Unico segmento u em AB e u’

em EF que satisfaz, além de (3), a sentenca
GH _mn 1

m‘l’l
n EF n n
] Pl' |II
/ Dl NH d ,.
/ 7l ANY PPN : f
{ m+l IFE;r-:trhs's im émrtes:_. L .._mdf-;ﬂ;_res -__m+£]. plr‘z_rres
/ eu j eu -‘!‘ 1 ) \ \ e |
|II - | e c 1
' C G
B F b |
o __ . N partes
SRU N deu |
II

J
n partes / ;
deu ; UIJ
A E a
J

Figura 4 - Ao repartirmos o segmento AB em n partes e, consequentemente, o corresponden-
te EF nesta mesma quantidade, ambos tornaram-se multiplos das unidades u e u".
[ |

Esta sentenca, conforme analisada anteriormente, satisfard as hipéteses do Teorema 3.1. Lo-
. GH . . . . = CcD
go, concluimos que —5 EXiste e sera unicamente determinado pelo valor real de CD (= —)

4 NotacgOes importantes
No decorrer deste artigo, sera frequente a aparicao de dois tipos bem especificos de fun-
coes. Por este fato, sera exaustivo defini-las em todas as ocasides. De agora em diante, con-
tornaremos este impasse deixando claro que sempre que nos referirmos as notacdes A% e AP

estaremos tratando, exclusivamente, das fungdes: AP: N\{1,2} — R tal que

AP = Area do poligono regular de n lados inscrito em G,

e AP:N\{1,2} - R tal que
AP = Area do poligono regular de n lados circunscrito em Cy,
29
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onde N\{1,2}, R e C, representam, respectivamente, conjunto cujos elementos séo 3,4,5, -,
conjunto dos nimeros reais e circulo de raio unitario x? + y? < 1 contido no plano cartesia-
no x0y.

5 Obtenc&o das leis de AL e AP em funcdo de n

A determinacdo da area de um poligono regular inscritivel a ¢, em funcdo do nimero n
de lados é calculada pela férmula apresentada na

Proposicao 5.1. Se n € um elemento do conjunto N\{1,2}, entdo
AP n (2 . n)
=—=-sen|—|.
o2 n

Demonstracdo. Na circunferéncia C;, fagamos a escolha de n pontos distintos de tal for-
ma que, dois pontos adjacentes quaisquer sejam sempre equidistantes entre si. Com origem
em um deles e, extremidade no seu adjacente (percorrido no sentido anti-horério), tracemos n
segmentos. A unido de cada um deles formara um poligono regular p de n lados inscritivel em
Ci.

Chamemos de O o centro de C, e P e Q dois veértices consecutivos do poligono formado.
Nos pontos O, P e Q, tracemos um triangulo isésceles de base PQ coincidente a um dos n
lados de p. Nele, fagcamos a projecdo ortogonal de O em PQ e usemos a letra N para indicar
este novo ponto. O segmento de reta que possui as extremidades em O e N, ira repartir o tri-
angulo OPQ em dois outros: OPN e OQN, congruentes entre si.

Se pelo centro O de C, tragcarmos n — 2 segmentos cujas demais extremidades sejam de-
finidas pelos n — 2 vértices de p (distintos de P e Q), entdo, p ficara repartido n triangulos
isdsceles e congruentes entre si. Tendo em vista esta construcdo, inferimos que a medida do

~ 2- . . A
angulo central POQ vale Tﬂ radianos e, consequentemente, a medida do angulo PON vale g
radianos.

ON

——
: = :
Figura 5 - Construcdo de um poligono regular de n lados inscrito em C;.

Pelo fato do segmento PQ definir um dos n lados de p, usaremos a nota¢do PQ = [,,. Da
mesma forma, indicaremos a medida do ap6tema ON como sendo a,,, isto €, ON = a,,.
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A forma como o tridngulo retangulo OPN foi construido nos permite representar as me-
didas de seus catetos ON e PN como sendo ON = cos% e PN = sen % Contudo, sabemos

que PN = % - 1,, justificando, portanto, que [,, = 2 - sen % Estas informac6es ja nos possibilita

encontrarmos A? pois, da geometria euclidiana, o seu valor pode ser obtido através da multi-
plicacdo do seu semiperimetro pelo seu apotema (veja [4]), ou seja,

p _ (nl
= (%) an “)
Assim, apos substituirmos em (4) os valores de L, e a,, por 2 - seng e cos % inferimos que
p_ . T, T
A, =n sen—- cos—. (5)

. 1= P . S 1 .
Finalmente, com o auxilio da formula trigonométrica senf - cosf = 5 sen26 aplicada

em (5) obtemos o resultado aguardado.
[ |

Supondo que um poligono regular de n lados esteja circunscrito a uma circunferéncia ¢,
é possivel obtermos uma lei, em funcédo de n, para A% . Esta, sera apresentada na

Proposicéo 5.2. Se n € um elemento do conjunto N\{1,2}, entéo

Ab =n-tg (E)
n

Demonstragdo. Com efeito, tomemos a circunferéncia C, e, sobre esta, fagamos a cons-
trucdo de dois poligonos regulares com n lados: um inscrito p e outro circunscrito P. Contu-
do, facamos com que cada um dos n lados de um poligono seja paralelo aos n lados do outro.
Logo apos, liguemos o centro O de C; (que coincide com os centros de ambos 0s poligonos)
com cada um dos n vértices do poligono circunscrito P. Perceba, dai, que ambos os poligonos
ficaram repartidos em n triangulos isdsceles disjuntos e congruentes entre si.

No poligono P, facamos a escolha de um entre os n possiveis triangulos encontrados.
Chamemos de A e de B os Vértices da sua base e C e D os pontos referentes aos veértices do
triangulo menor pertencentes aos segmentos OA e OB. Para finalizarmos a construcéo, trace-
mos um segmento cuja primeira extremidade coincida com O e, a segunda, seja a projecao
ortogonal de O sobre AB. Usemos a letra E para representa-lo e F para indicar o ponto de
intersecdo de OE com CD. As descri¢cdes acima nos conduzem a Figura 6:
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0F

DC
Figura 6 - Contrucdo de poligonos regulares circunscritos e inscritos a C;.

Dela, inferimos que os tridngulos OAB e OCD sao semelhantes valendo, portanto, a propor-
cao:

SIS

AB
= (6)

Por esta construcdo afirmamos que CD e AB sdo, na verdade, um dos n lados congruen-
tes dos poligonos regulares p e P de C;. Assim, podemos expressar suas medidas pelas nota-
cOes [,, e L,,. Analogamente, perceba que OF representa o ap6tema de p em C,. Dai, argu-
mentamos que OF = a,. Finalmente, como OE é o raio de C, esclarecemos, ainda, que
OE = 1. Tais informagGes, quando substituidas em (6) nos conduz a igualdade

L, 1
l‘l’l - a‘l’l’
cujo isolamento de L,, nos tras que
_
Ln =2

Contudo, tais hipdteses quando agregadas com aquelas presentes na demonstracdo do Propo-
sicdo 5.1 e, também, ao fato que

“A area de qualquer poligono regular circunscritivel em um circulo A é obtida através da
multiplicacdo do seu semiperimetro pelo raio do circulo a ele circunscrito (veja [4])”

nos garante que

T

n-L 1 m-1 sen— T
P _ n . —_— — n = . n: . -_
An_< 2 )1 Z(an) " T ="ty

encerrando, assim, a deducdo da formula esperada.
|
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6 Existéncia e unicidade da area do circulo

Para provarmos o fato presente no titulo acima, sera imprescindivel mostrarmos dois le-
mas. Comegemos, entdo, comprovando o

Lema 6.1. Dado o real £ > 0, existe um natural n, > 3 que torna a diferenca A — A? in-
ferior a &, para todo natural n > n,.

Demonstracédo. O enunciado proposto acima equivale a provarmos que

lim (Af —4P) =o. (7)

n—-+oo

No entanto, podemos substituir em (7) as formulas retratadas nas proposicdes 5.1 e 5.2 acarre-
tando no

I ( tn n 2-n>_0
A\ tey g s =

Este, por sua vez, estard comprovado se formos capazes de provarmos que para todo real x #

0 adiferenca lim (th; . n) — lim (Sez—x . n) seja nula ou, ainda,

X—+ oo

X

2T
sen— sen——

— lim ——— | =0.
x—+ oo " cos = xX—+o0 21

X X X

Perceba que as substitui¢bes u = g et= 27” tendem a zero a medida que x tenda a infinito.
Portanto, com o auxilio do Teorema 2.4 deduzimos o resultado almejado, pois

) senu T . [sent
hm( . )—hm( -n)zn—nzo.
u—0 u cosu t—0 t

Lema 6.2. Existe uma Unica area A de C; representada pelo valor de 7.

Demonstracdo. Podemos constatar, de forma intuitiva, que a regido ocupada por qualquer
poligono regular p, inscritivel em C,, esta contida naquela ocupada por esta e, além disto, a
regido ocupada por C, possui todos 0s seus pontos pertencentes a regido ocupada por qualquer
poligono regular P a ela circunscrito. Tais argumentos nos permite afirmarmos que

p P
A; < A4, (8)

para todo i e j pertencentes a N\{1,2}, pois (segundo [4])
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“se um poligono S esta contido em outro Q, entdo a &rea de S € menor do que a area de
Q' »

O Lema 6.1, juntamente com a desigualdade obtida em (8), satisfazem as hipoteses exigi-
das pelo Teorema 3.1. Deste modo, concluimos que existird uma Gnica maneira de represen-
tarmos a area A de C, e, esse valor, satisfard a condicdo

AT <A< A, ©)

paratodo i e j em N\{1,2}.
A fim de comprovarmos que A = m, atribuimos aos indices i e j presentes em (9) o valor
natural n. Logo ap6s, fagamos a subtracdo de A? em ambos os membros de (9) obtendo

0<A-AY < AP — AP,
Porém

. _ _ . P _ 4P
nl_l)rlloo 0=0= nl_l)rPOO(An Ay).

Dai, pelo Teorema 2.3, inferimos que

: P\ —
n1—1>r-il:loo(A N An) - O’
isto é,

. P ) n 2-m
A= lim A, = lim (—-sen—),
n—-+oo n—-+oo 2 n

encerrando, portanto, a demonstracéo
[ ]

Teorema 6.2. Seja G, um circulo de raio r de inequagdo x2 + y? < r2. Existe uma Unica
area A, de C, determinada pelo produto m - r2.

Demonstracdo. Fagamos, inicialmente, a prova da existéncia e unicidade da area A,.. Con-
sidere, para isso, os poligonos regulares de n (= 3) lados P* e P circunscritos a C, e C;. Con-
sidere, ainda, AL o valor da area de P*. A propriedade (consulte [4])

“A razdo entre as dreas de dois poligonos semelhantes é igual ao quadrado da razdo de
semelhanca”

quando aplicada aos poligonos semelhantes P* e P, nos permite justificarmos que

ﬂ_ (r-Ln)Z _ 2
AR\ L, )]
isto &,
AP =12 AP (10)
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Analogamente, para os poligonos regulares de n (= 3) lados p* e p, inscritos em C, e C4,
argumentamos que

A 2 )

—_— - =r°,

. Aﬁ ( )

ou seja,

(11)

' ' i '
| — g —

s L,, Ln

Figura 7 - Semelhanca entre os poligonos regulares inscritos e circunscritos a C; e a C,..

As expressdes obtidas em (10) e (11) nos permite escrevermos a diferenca AL — Aﬁ*
através do produto 2 - (AP — AP). Agregando, portanto, esta informacdo com o Lema 6.1,
obtemos as igualdades

lim (A —4P) =72 lim (Af - 4) =0. (12)

n—-+oo n—-+oo

Além disto, a propriedade citada na demonstragdo do Lema 6.2 (para continéncia entre regi-
0Oes poligonais), explica o porqué de

AV < Ar, (13)

para todo i e j em N\{1,2}. As hipdteses (12) e (13) nada mais sdo do que aquelas exigidas
pelo Teorema 3.1; podemos, desta forma, garantir a existéncia Unica A,..

Finalmente perceba que 4, = m - 2, ja que a proposicéo (veja [5])

“A razdo entre as areas de dois circulos quaisquer estdo entre si assim como os quadra-

’

dos de seus raios.”,

e 0 Lema 6.2, nos conduzem a implicacéo

A 2
=G

_ —A.-72=m. 72
1)=>ATAT T,

7 Conclusao
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O caminho intelectual trilhado pela educacao basica nos ultimos anos tem feito com que
construgdes axiomaticas e discusdes conceituais sejam consideradas como segundo plano em
sala de aula. Tendo em vista a precariedade existente no contato aluno-professor, acaba-se
priorizando a estruturagdo do conhecimento por meio de problemas contextualizados. Estes,
apesar de serem voltados a representacfes no dia-a-dia dos alunos, ndo devem ser a Unica
forma adotada pelo professor na transmissao do conhecimento. Ressalta-se a importancia das
discussOes tedricas (mesmo que de forma intuitiva) a respeito de um determinado tema a ser
estudado. Posto isto, € importante (ainda nos dias de hoje) preservar questdes imperativas,
cujos enunciados apresentam-se na forma prove que..., mostre que... ou demonstre que... pois,
sendo assim, resgata-se defini¢Oes, postulados e teoremas de relevancia para a estruturacao de
um determinado tema na matematica.

Esperamos que o artigo apresentado possa enriquecer culturalmente professores e alunos
sobre um ponto de vista mais abrangente do tema escolhido.
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