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Mecanica Quantica no ensino de matrizes

Quantum Mechanics in matrices teaching

Resumo

Neste trabalho apresentamos uma proposta de ensino de matri-
zes utilizando exemplos que envolvem a Mecanica Quéantica.
A proposta € baseada em uma estrutura transversal abrangendo
conteidos multidisciplinares como fisica, quimica e matema-
tica. O objetivo € prover subsidios ao professor e motivar o
estudante quanto ao estudo das matrizes através da exposicao
de aplica¢des avancadas e atuais.

Palavras-chave: Ensino. Matrizes. Spin. Sistemas de dois
niveis. Neutrinos.

Abstract

In this work we present a proposal of teaching matrices using
examples involving quantum mechanics. The proposal is based
on a transversal structure covering multidisciplinary contents
such as physics, chemistry and mathematics. The objective is
to provide subsidies to the teacher and motivate the student as
to the study of matrices through the exposure of advanced and
current applications.

Keywords: Teaching. Matrices. Spin. Two level systems.
Neutrinos.
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1 Introducao

Atualmente a Mecanica Quantica € um termo familiar no cotidiano das pessoas. No entanto,
muitas vezes as pessoas associam a Mecanica Quantica a uma disciplina extremamente dificil ou
a fendmenos exdticos sem qualquer relacdo com o senso comum. Estas duas associacdes sao
igualmente perigosas, pois levam ao surgimento da pseudociéncia quantica. Por outro lado, a
utilizagdo da Mecénica Quantica estd cada vez mais presente em diversos ramos de trabalho que
antes nao a utilizavam, tais como as engenharias. A busca de novos materiais, novos componentes
eletronicos e simulagdes computacionais faz com que a Mecanica Quantica aos poucos tome o
espaco dos antigos métodos empiricos nestas atividades.

A divulgacdo da Mecanica Quantica € importante tanto para afastar as ideias pseudocientificas
quanto para preparar os futuros profissionais para o aprendizado desta disciplina a nivel superior.
Pesquisas revelam a importancia de se introduzir o conceito de fisica quantica no Ensino Médio,
conforme Silva e Almeida (2011):

Muitos pesquisadores em Ensino de Fisica t¢ém dedicado seus trabalhos a defender a
tese de que se faz necessario enfrentar o desafio de inserir temas de Fisica Moderna
e Contemporanea (FMC) no Ensino Médio (EM). Machado e Nardi (2007, p. 91)
defendem a atualizagcdo curricular “(...) tendo em vista a formacdo de cidadaos
capazes de compreender as bases de indmeras tecnologias presentes no dia a dia,
tais como os computadores, o laser e os sistemas de posicionamento global por
satélite (GPS), dentre inimeros outros.”. Seguindo a mesma linha de raciocinio,
Oliveira et al (2007, p.447) dizem que o ensino de Fisica no nivel médio “(...) ndo
tem acompanhado os avangos tecnoldgicos ocorridos nas duas dltimas décadas e
tem se mostrado cada vez mais distante da realidade dos alunos.”. Moreira (2007,
p-172) critica a falta de contemporaneidade dos conhecimentos ensinados: “(...)
ndo tem sentido que, em pleno século XXI, a Fisica que se ensina nas escolas se
restrinja a Fisica (Cldssica) que vai apenas até o século XIX.”.

Porém, muitas vezes o ensino na educagdo basica ndo tem acompanhado esse desenvolvimento da
ciéncia. Pelo contrério, o que se percebe é¢ um ensino descontextualizado das aplicag¢des tecnoldgicas,
conforme Pinto e Zanetic (1999):

A Fisica nele desenvolvida est4 longe de comparecer as aulas de nossas escolas. E
preciso transformar o ensino de Fisica tradicionalmente oferecido por nossas escolas
em um ensino que contemple o desenvolvimento da Fisica Moderna, ndo como uma
mera curiosidade, mas como uma Fisica que surge para explicar fendmenos que a
Fisica Classica ndo explica, constituindo uma nova visdo de mundo. Uma Fisica
que hoje é responsdvel pelo atendimento de novas necessidades que surgem a cada
dia, tornando-se cada vez mais bdsicas para 0 homem contemporineo, um conjunto
de conhecimentos que extrapola os limites da ciéncia e da tecnologia, influenciando
outras formas do saber humano. Portanto, os varios campos abertos pela fisica
deste século devem ter sua presenca garantida nos curriculos de nossas escolas
médias, particularmente a Fisica Quantica e a Fisica Relativistica que abriram
novos horizontes de exploracdo cientifica inimagindveis aos olhos dos cientistas
cléssicos.

Para isto também ¢é fundamental que os estudantes disponham de ferramentas matemadticas ne-
cessdrias para aprendizagem destas disciplinas. Sem conhecer estas ferramentas de forma adequada
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muito provavelmente o estudante encontrard obstdculos em seus estudos posteriores, envolvam eles
Mecanica Quantica ou ndo. Entre as ferramentas matematicas essenciais estdo as matrizes. Sem
compreender corretamente o conceito, propriedades, e operagdes entre matrizes o estudante nao
possui os pré-requisitos necessarios para compreender Algebra Linear, que por sua vez d4 acesso a
diversos conceitos de engenharia e € fundamental para o desenvolvimento da Mecanica Quantica.

O ensino de matrizes no Ensino Médio tem sido relegado, conforme cita Borba (2011), ao calculo
de determinantes e na resolugao de sistemas lineares por meio de matrizes quadradas. O uso dessas
matrizes se limitam a cdlculos mais simples, com ndmeros inteiros e fazendo uso de operacdes
com matrizes. Muitas avaliacdes, como o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), por vezes
se restringem a mostrar as matrizes como sendo meramente uma informacgdo disposta numa tabela.
Cada vez mais o ensino de matrizes parece estar desvinculado da necessidade de estudo, ndo inserido
nas novas aplicagdes tecnoldgicas que fazem uso da matriz, conforme escreve Sanches (2012).

No contexto de desenvolvimento tecnolégico do acesso a informagdo e o emprego de nomencla-
tura cientifica pelos alunos decorrente do acesso as midias modernas, faz-se necessario ser capaz
de dar uma nova roupagem ao ensino de matrizes e mostrar as diversas aplicacdes tecnoldgicas
que as usam como base. Isto ndo significa necessariamente o uso de novas tecnologias, mas sim
a correlacdo de matrizes com outras dreas do conhecimento, como por exemplo, fisica e quimica.
A Mecanica Quantica em particular € um valioso instrumento de ensino € a0 mesmo tempo, uma
importante forma de promover o interesse dos alunos.

A metodologia tradicional para se ensinar Mecanica Quantica passa primeiramente pela Mecanica
Classica, abordando fenomenos cldssicos do ponto de vista quantico. Esta abordagem requer que
os estudantes conhecam profundamente a matemadtica envolvida, o que nao € muito dificil fazer a
nivel de Ensino Médio. Contudo Feynman, em suas Licoes de Fisica (FEYNMAN; LEIGHTON;
SANDS, 1966) sugeriu que € possivel uma abordagem diferente, na qual os fendmenos que nao sao
explicédveis classicamente sdo apresentados em primeiro lugar:

(...) E a maneira usual de lidar com a mecanica quantica torna esse assunto quase
inatingivel para a grande maioria dos estudantes, porque eles levam muito tempo
para aprender. No entanto, em suas aplicacdes reais - especialmente em aplicacdes
mais complexas, como em engenharia elétrica e quimica - a maquinaria completa
da abordagem de equacgdes diferenciais ndo é realmente usada. Por isso, tentei
descrever os principios da mecanica quantica de uma maneira que nao exigiria que se
conhecesse primeiro a matemadtica das equagdes diferenciais parciais. Mesmo para
um fisico, acho que é uma coisa interessante a tentar fazer - apresentar a mecanica
quantica dessa maneira inversa - por vdrias razdes que podem ser evidentes nas
préprias aulas (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 1966).

Nesta abordagem sdo apresentados fendmenos que nao podem ser explicados do ponto de vista
classico. A abordagem entdo é realizada no sentido de formular uma teoria que explique estes
fendmenos. A depender da escolha destes fendmenos a matematica envolvida € bastante elementar,
podendo ser trabalhada no Ensino Médio.

Neste trabalho € proposta uma metodologia para trabalhar matrizes no ensino médio utilizando,
para este fim, uma abordagem elementar das matrizes de spin e referente a outros sistemas de
dois niveis. Esta abordagem permite apresentar as matrizes como atores dindmicos ao invés de
informacgdes estdticas contidas em uma tabela. Através desta abordagem trataremos de algumas
operacdes elementares e faremos a introdu¢ao do conceito de autovalor e autovetor, que serdao
bastante utilizados no nivel superior.
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Na Secdo 2 apresentamos uma visao geral de como o contetudo referente a matrizes € apresentado
em sala de aula atualmente. Na Secdo 3 apresentamos brevemente os postulados da Mecanica
Quantica e a sua conexdo com a Algebra Linear. Na Secdo 4 apresentamos brevemente o conceito
de spin e como abordar este conceito utilizando matrizes de ordem 2. Na Secdo 5 exploramos
outros exemplos de sistemas de dois niveis que podem ser utilizados em sala de aula. Na Sec¢do 6
apresentamos de forma simplificada oscilagdes de neutrinos para andlise de matrizes de ordem 3.
Por fim, na Se¢do 7 apresentamos as conclusdes deste trabalho.

2 Matrizes no ensino médio

O conceito de matrizes permeia a ciéncia como um todo, desde o estudo das ciéncias sociais até
as ciéncias exatas e da terra, sendo, segundo Santos (2013), "muito utilizadas para representar dados,
permitindo uma visualizacio pritica e com maior clareza das informagdes expostas, além de facilitar
aresolucgdo de alguns célculos complexos, o que podemos considerar ser sua importancia em varias
areas". AplicacOes que envolvam o conceito de matrizes aparecem na computacao, na engenharia,
na drea de saude, na quimica, na economia, na fisica e em muitas outras disciplinas. Todas essas
aplicagdes, demonstram conforme Pinto (2017), "a importancia do conhecimento matematico como
linguagem que, em didlogo com outros conhecimentos, amplia a compreensao do homem em relacao
ao mundo fisico e social, aspecto que permite a resolucdo de situagdes-problemas e transformacao
da realidade".

A ideia de matrizes € extremamente antigo, remonta ao século III a.C., sendo um dos registros
iniciais a famosa obra "Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica"conforme relata Silva (2014),
porém a representacdo atual de matrizes e determinantes foi uma construcio coletiva de diversos
agentes, destacando-se: Seki Kowa (1637-1708), que utilizou o conceito de determinantes para a
resolucdo de problemas que envolvessem sistemas lineares; Joseph Louis Lagrange (1736-1813),
com o uso da forma matricial; Augustin-Lois Cauchy (1789-1857) que conceituou as matrizes com
o termo tabela; James Joseph Sylvester (1814-1897), estabeleceu o termo matrizes e, por ultimo o
matemadtico Arthur Cayley (1821-1895) que demonstrou a utilidade de matrizes, conforme destaca
Moura (2014).

Essa construcdo do conceito formal de matrizes, que apenas chamamos de matrizes, na atualidade
estd renegada ao ensino médio como sendo um processo mecanico €, na maioria das vezes desvin-
culado da aplicabilidade do conceito. Outro problema, ndo menos importante, € a falta de novas
ferramentas e recursos que sejam inovadores e facilitadores para o ensino de matrizes, que vinculem
a aplicabilidade das matrizes, suas operacdes e também o conceito de determinantes, possibilitando
ao aluno uma visao mais ampla de matrizes e, resultando ao final, numa aprendizagem significativa.

3 Postulados da Mecanica Quantica

Os postulados da Mecénica Quéntica possuem uma estreita relagio com Algebra Linear. O
estudante de Ensino Médio ndo possui este conhecimento, porém o professor de Matematica sim.
A percepcdo da relagdo entre as duas disciplinas, mesmo a nivel bdsico, permite que algumas
situagOes interessantes possam ser apresentadas aos estudantes. A seguir apresentamos 0s principais
postulados da Mecanica Quantica de uma forma sucinta, conforme apresentados no livro Quantum
Mechanics de Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu e Frank Laloe.
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3.1 Estado do sistema

A Mecéanica Quantica possui como componente chave o conceito de fungdo de onda. A fungdo
de onda de um sistema contém em si a probabilidade de cada uma das medidas possiveis de serem
obtidas em um determinado instante 7. Para cada tipo de medida esta funcdo de onda € diferente,
mas todas tratam-se de representacdes de um mesmo sistema. Portanto, estas fun¢des de onda estdao
relacionadas com um ente abstrato denominado estado do sistema. Este, por sua vez, ¢ um vetor de
um espaco vetorial na qual estd definido um produto escalar, ou seja, um espaco de Hilbert. Este é
o primeiro postulado da Mecanica Quantica:

1° Postulado: Em um instante ¢ o estado de um sistema fisico € definido por um
vetor (ket) |¥(7)) pertencente ao espaco de estados &E.

A associacgdo do estado dos sistema com um vetor permite utilizar todo as ferramentas da Algebra
Linear para descrever os processos referente a andlise do sistema, como as medidas.

3.2 Medidas

Dado um determinado estado |¥(7)) em um instante ¢, € preciso saber como efetuar uma medida.
O processo de medi¢cao em Mecanica Quantica, diferentemente do que ocorre na Mecanica Classica,
causa uma alteragc@o no estado do sistema. Temos o seguinte postulado:

2° Postulado: Qualquer quantidade fisica A € descrita por um operador A
atuando em &. Este operador € um observdvel.

O cardter da medida € dado a partir do seguinte postulado:

3° Postulado: Os tnicos resultados possiveis da medida da quantidade fisica A
sao os autovalores do observavel correspondente A.

O primeiro postulado limita a natureza matemdtica da medida. Ele deve ser uma transformacao
linear, para que a medida obedeca a sobreposi¢cdo linear dos estados, e o estado resultante deve
permanecer ao mesmo espaco de Hilbert, devendo portanto ser um operador linear.

O segundo postulado trata das medidas possiveis. Em particular, como o resultado de uma
determinada medida deve ser um nimero real o operador A deve ser hermitiano, ou seja, deve
ser igual ao seu operador adjunto. A quantizacdo ou nao do sistema dependerd entdo da base de
autovetores do operador e dos autovalores associados. Se o operador admitir apenas autovalores
discretos, as medidas possiveis serdo discretizadas (quantizadas).

3.3 Probabilidades

Vamos considerar um sistema em que o estado é definido, em um dado instante, por |¥)
cuja norma seja unitdria (estado normalizado). Para prevermos o resultado da medi¢do de uma
quantidade fisica A associada ao observavel A, devemos estabelecer regras que nos permitam
calcular a probabilidade de obtermos cada autovalor de A. Por simplicidade neste trabalho apenas
trataremos do caso em que o espectro € discreto e ndo degenerado. Para tanto, vamos supor que
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o espectro do observdvel A € inteiramente discreto. Se todos os autovalores a, de A forem ndo
degenerados, a cada autovalor estd associado um tnico autovetor |uy):

Aluy) = ay |uy) (D

Como A é um observavel (hermitiano), podemos considerar o conjunto |u,) que constitui uma base
ortonormal em &, de forma que um vetor de estado genérico |¥) pode ser escrito da forma

[¥) = ) culun). @)

n

As quantidades ¢, estdo associadas a probabilidade de se obter cada autovalor a,,. Temos entao
o seguinte postulado:

4° Postulado: Toda vez que uma quantidade fisica associada a um operador
€ medida no sistema de estado normalizado |¥), a probabilidade de se obter
um especifico autovalor a, é dada por: p(a,) = | (u,|¥) |>. Onde |u,) é um
autovetor normalizado associado ao autovalor a,,.

De acordo com o postulado acima, se |¥) € dado conforme a Equacgdo 2 a probabilidade de se
obter o autovalor a,, é, portanto, p(a,) = |cal|*.

3.4 Reducao do pacote de onda

Seja um estado |¥) = ), cn lu,) que estd associado a um estado fisico antes de uma medida
A ser realizada. Apds a medi¢do, supondo que foi obtido o autovalor a,,, o estado do sistema €
alterado. Ao efetuarmos uma nova medida, imediatamente depois da primeira, devemos obter o
mesmo resultado com uma probabilidade 1, ou seja, o estado do sistema € representado por |un0>.
Temos, portanto, o seguinte postulado:

5° Postulado: Se a medida de uma quantidade fisica A em um sistema de estado
|¥) tem como resultado a,, o estado do sistema imediatamente apds a medida é
1 1 1 PnllP> 1
a proje¢do normalizada de |V), NI no auto subespaco associado a a,,.
Este postulado estd associado ao problema do Colapso da Fungdo de Onda, segundo a Inter-
pretacdo de Copenhagen e estd no centro de uma das maiores polémicas envolvendo a Mecanica
Quantica.

3.5 Evolucao temporal

Enquanto ndo for efetuada uma medida no sistema, ele evoluird temporalmente. No caso da
Mecanica Quantica ndo relativistica, a evolucdo temporal do vetor de estado |¥) € regida pela
equacado de Schrodinger, de acordo com o seguinte postulado:

6° Postulado: A evolucdo temporal do vetor de estado |¥(¢)) é governada pela
Equacdo de Schrodinger:

L d _
zha |W(2)) = H(t) |¥(2)),

onde H(t) é o observavel associado ao total de energia do sistema, ou seja, H é
o operador Hamiltoniano.
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O operador Hamiltoniano H pode depender explicitamente do tempo. Caso esta dependéncia
explicita ndo ocorra o Hamiltoniano € um observavel cujos autovalores fornecem o espectro de
energias possiveis do sistema. O Hamiltoniano, portanto, ¢ um dos observaveis mais relevantes,
pois define quais as energias um determinado sistema pode obter.

Estudantes de Ensino Médio ndo possuem os pré-requisitos necessdrios para compreender os
postulados de forma completa. Contudo, alguns conceitos podem ser simplificados para dar aos
estudantes um vislumbre dos processos envolvidos na Mecéanica Quantica € a0 mesmo tempo
trabalhar os conceitos utilizando matrizes. Para isso, no entanto, € necessario que os estudantes
facam a associacdo entre a medida de um estado e a aplicacio de uma matriz em um vetor. E
preciso tomar cuidado para evitar detalhar em demasia conceitos matemdticos como autovalores e
autovetores, que serdo vistos apenas no Ensino Superior.

4 Spin1/2

O experimento de Stern-Gerlach (GERLACH; STERN, 1922) ¢ um dos mais importantes da
Mecéanica Quantica. Em 1922 Otto Stern e Walter Gerlach mostraram que as componentes do
momentum angular de um feixe de particulas niao estavam distribuidas continuamente, conforme as
previsoes do Eletromagnetismo Classico, mas sim distribuidas em torno de dois valores, em uma
distribuicdo quantizada. Apesar dos resultados deste experimento terem sido publicados em 1922,
apenas em 1927 Wolfgang Pauli forneceu a interpretacio correta, através da introdu¢do do conceito
de spin.

Ao se trabalhar o conceito de spin, por exemplo, € suficiente definir o estado do sistema como
uma matriz coluna 2 X 1:

a
|w>:[b]. 3)

Para evitar operacdes com nimeros complexos, vamos considerar, sem prejuizo desta discussao, que
a e b sdo nimeros reais. Para que o estado seja normalizado, o que serd importante para a discussao
das probabilidades, devemos ter a®> + b> = 1. O processo de medida equivale matematicamente
a multiplicar uma matriz 2 X 2 do lado esquerdo, obtendo uma nova matriz coluna 2 x 1. Este
estado final nao necessariamente € igual ao primeiro, o que fornece uma representacdo matematica
da afirmacdo de que a medida afeta o estado do sistema. As medidas possiveis sdo os valores A tais
que
lM1sQ] a]:/1
s21 s22 || b

para algum estado. Por exemplo, vamos fazer uma medida de spin na dire¢do z. A matriz referente
a esta medida é dada por

a
; ] 4)

h
+5 0
S, = 2 ] . 5)
Z 0 _z
E facil verificar que, para dois tipos de vetores, temos a propriedade da Equacio 4:
h
h - ~ ’ (6)
0 -3 0 210
h
I ==-3 : (N
0 -3 1 2( 1

Logo, as duas medidas possiveis sao +7/2.
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Suponha agora o estado |¢) dado pela Equacdo 3. Podemos escrever este estado da seguinte

forma:
|w>:[Z]=a[(l) (1)] ®)

Dado que o estado estd normalizado, a medida fornecerd o valor +7%/2, com uma probabilidade a?,
ou o valor —7/2, com uma probabilidade b>. Logo apds a medida ao se obter um destes valores,
digamos +7/2, o estado do sistema converte-se no estado correspondente a esta medida, ou seja, o
estado final serd

+b

=] o | ©)

Isto implica que toda medida posterior de S, fornecerd o mesmo resultado, neste caso, +7/2, com
probabilidade 1.
Suponha que tentemos realizar a medida S, cuja matriz correspondente é

h
0 +§

Sx = fi
+§ 0

(10)

Novamente podemos verificar que, para dois tipos de vetores, temos a propriedade da Equacao 4:

o 21l x| nl%
S]] <m
> Vv | V2
[ 1 ] [ 1
0o + 1| v A
N A EEE (12)
2 V2 | | TV

Logo, as duas medidas possiveis sdo novamente +7/2. Note, no entanto, que os estados resultantes
das medidas de S, sdo diferentes dos resultantes da medida de S,. Este fato traz uma importante
consequéncia que veremos a seguir.

Para ilustrar esta situagdo, tome o estado da Equacao 9. Vamos primeiramente medir S, e depois
Sy. Conforme a discussdo anterior, temos uma probabilidade 1 de obter +7/2 e 0 de obter —7/2. Ou
seja, obteremos +71/2, e o estado resultante serd 0 mesmo. Vamos em seguida realizar a medida S,
neste estado resultante. Podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

|+>—[1]—1 L] (13)

= = — — |,

10l V2 V2| %

o que implica que temos a mesma probabilidade 1/2 de medir +7/2 ou —7/2 na componente x.
Agora vamos medir primeiramente S, e depois S, no estado da Equacdo 9. Neste caso temos:

1
1 ] 1 1|l %
= — + — T |- (14)
0l vz [ ] V2 [ %
Logo, podemos obter, para a componente x, os valores +7/2 e e —/i/2 com probabilidade 1/2,
exatamente como no caso anterior. Supondo que o valor obtido seja +7/2, o novo estado resultante

serd dado por
1
Y o DL R PRI Y
'+>’“‘[£]‘\Fz[0]+\5[1]’ -
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o que implica que temos a mesma probabilidade 1/2 de medir +%/2 ou —%/2 na componente z. Ou
seja, existe a possibilidade de obter —7/2 mesmo que o estado inicial indicasse que a tnica medida
possivel na componente z fosse +7/2. Portanto, as probabilidade de se obter cada uma das medidas
¢ diferente a depender da ordem em que elas sdo realizadas. A conclusdo a que chegamos € que as
medidas das componentes z e x ndo podem ser feitas simultaneamente, dado que, ao se realizar uma
medida, temos um estado resultante que nao € invariante pela outra medida. Isto guarda relacdo
direta com o fato que a multiplicagdo de matrizes, em geral, nao € comutativa. Ou seja, no caso das

matrizes em questao,
SeS; #S5.5,, (16)

propriedade que € facilmente demonstrada.

5 Sistemas de dois niveis e o0 benzeno

Durante o Ensino Médio nas aulas de Quimica Organica o estudante estuda o benzeno, cuja
formula é CeHg. A férmula estrutural, dada pela Figura 1 € entdo justificada pelo fato de as ligacOes
entre os atomos de carbono poderem mudar de posi¢do, conforme a Figura 2. Contudo, em geral
ndo se discute 0 mecanismo que permite este fendmeno.

Figura 1: Representacao do anel benzénico. Fonte: Autoria propria.

| |
NG H NG ~
C/ ~ . C/ \C/
| | = | |
C C
IS TN 4N ?
. o

Figura 2: Representacdo das trocas das ligacdes duplas entre os dtomos de carbono no benzeno.
Fonte: Feynman, Leighton e Sands (1966).

Esta discussao € baseada na que € apresentada por Richard Feynman em suas Licoes de Fisica
(FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 1966). Analisando a Figura 1, pode-se considerar a molécula
da esquerda (estado 1) como o resultado das trocas das ligacdes duplas dos carbonos da molécula
da direita (estado 2) ou, alternativamente, como uma rotagdo de 60° desta molécula. Neste caso, €
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f4cil se convencer que ambas devem ter a mesma energia. Vamos considerar entdo os dois estados
como matrizes coluna 2 X 1:

m=| o] a7

|2>=[(1)]. (18)

A evolugdo temporal de um sistema quantico estd relacionada com o operador Hamiltoniano,
conforme o 6° Postulado. Quando este operador nao depende explicitamente do tempo, as energias
permitidas ao sistema estdo relacionadas com este operador. Vamos considerar que o Hamiltoniano
atue apenas no sentido de relacionar o estado 1 com o estado 2. Logo, ele deve ser uma matriz 2 X 2.

Hy Hyp ]

19
Hy Hpy (19

|

Se os estados 1 e 2 fossem fixos o Hamiltoniano seria diagonal, e os elementos da diagonal corres-
ponderiam as energias:
E 0 1 1
5 2 [o]=#[o) o

E 0 0 0
5 eIl ] e
Note que as energias devem ser as mesmas para o estado 1 e para o estado 2, por causa da simetria
do problema. No entanto, se houver uma probabilidade do estado 1 passar para o estado 2, deve

haver um termo ndo diagonal que misture os estados. Portanto, o Hamiltoniano deve ter a seguinte
forma:

A E (22)

Note os dois termos fora da diagonal sdo iguais pelo mesmo argumento de simetria. Vamos supor
A < E. As medidas possiveis das energias novamente sao aquelas em que

H:[EA].

E A a a
ARk @
Neste caso € facil verificar a seguinte relacao:

1 1]

E A 75 5
i E] Vl=E+n| 2. (24)

V2 V2 |

1 (.

E A 5 5
[A E] G |=E-n A (5)

V2 V2 |

Logo, as energias possiveis sdo E — A e E + A. A conclusdo a ser obtida € que, se o sistema estiver,
por exemplo, no seu estado de mais baixa energia o seu estado niao serd 1 nem 2, mas sim uma

mistura dos dois, dado que
1
NG 1 1 1 [0
V2 | -

v ‘\5[0] @[1] 2o

A existéncia deste estado pode, portanto, ser descrita matematicamente através das caracteristicas
do Hamiltoniano que descreve o sistema, e a sua propriedade de misturar os diferentes estados.
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6 Oscilacoes de neutrinos

O neutrino € uma das particulas mais abundantes no Universo. Por outro lado, € uma das
particulas mais dificeis de se detectar. Por muito tempo acreditou-se que o neutrino era uma particula
sem massa, e que existiam trés tipos (sabores) separados, cada um associado, respectivamente, ao
elétron, ao muion e ao tau, conforme a Tabela 1.

Particula Sabor
elétron (¢”) | neutrino do elétron (v,)
muon (u~) | neutrino do muon (v,)
tau (77) neutrino do tau (v;)

Tabela 1: Familia do elétron e os sabores de neutrinos.

Esta concep¢do modificou-se ao se estudar os neutrinos emitidos a partir do Sol. O modelo
das reacdes que ocorrem no interior das estrelas fornece uma estimativa do fluxo destes neutrinos.
Além disso, este modelo prevé a criacdo exclusiva de neutrinos associados ao elétron. Contudo,
experimentos demonstraram que o nimero de neutrinos medidos na Terra era menor do que o
esperado de acordo com este modelo. Uma das explicagdes propostas era que o modelo das
reacdes no interior do Sol deveria estar incorreto. Porém, outros experimentos mostraram que
esta deficiéncia era sanada ao se medir conjuntamente os trés sabores de neutrinos. Com base
neste resultado prop0s-se que o modelo solar estava correto, mas que haveria um mecanismo que
permitisse a transformacdo (oscilag@o) entre sabores de neutrinos. Este mecanismo de oscilagdo ja
havia sido proposto por Pontecorvo em 1967 por analogia com as oscilagdes do kdon neutro, e foi
resgatado no atualmente paradigma da matriz de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS). O
fendmeno da oscilacdo entre neutrinos abre caminho para diversas possibilidades envolvendo novas
leis da fisica que fogem ao Modelo Padrao. O entendimento do mecanismo das oscilagdes € um dos
principais desafios da fisica atual. Vamos representar o estado de um neutrino genérico como uma
combinacdo dos seus trés sabores através de uma matriz coluna 1 x 3:

a
Wy=1|5b|. (27)
| € 1,
Nesta representacao temos, para cada um dos sabores, a seguinte representagao
1 [ 0 | 0
vey=1 0|, |v)=|1] elvey=|0]. (28)
0 £ L 0 1¢ 1 €

Por outro lado, podemos representar o mesmo estado como combinacdo de trés estados com
massas fixas m1, m, € ms

vy=14d| . (29)

Nesta representacdo temos, para cada um dos estados de massa, a seguinte representacao

1 0 0
viy=10] , =11 elv)=101] . (30)
0 0 1
m L Im m

MACHADO, R.; LISBOA, A.F. S. Mecénica Quantica no ensino de matrizes. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 18,
p- 98-112, jul. 2020.
DOI: 10.21167/cqdvol18202023169664rmafsl98112  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

108



e\
Te\
A

E possivel escrever uma representacdo em termos da outra, usando as seguintes relagdes lineares

|Ve> = Se1 |V1>+Se2lv2>+Se3|V3> (31)
Vi) = Sut Vi) + Sz [v2) + 8,3 [v3) (32)
|VT> =871 |Vl> +5m |V2> + 873 |V3> (33)

A relagdo entre as representacdo pode ser entdo representada através da seguinte relacdo matricial

a Set Se2 Se3 c
b | =180 S Su d| , (34)
o Sr1 S22 83 € |
sendo a matriz
Sel SeZ Se3
S=18a S Su (35)
S‘rl S‘r2 ST3
chamada matriz PMNS. Na representacdo dos estados de massa a evolucao temporal é dada por
C.eiElt
lv(t)) = | d.e'® | . (36)
e‘eiE3l

Logo, se quisermos estudar a evolucao dos sabores, utilizamos a matriz PMNS:

Sel SeZ Se3 C-eiEll
v(t)) = 1 2 3 e'E2 .
lv()) Syt Sz Sy d.e'E2! (37)

St1 Sz Se3 e.e'Bs! m

Vamos estudar um exemplo que, apesar de ndo corresponder a nenhum caso fisico real, € bastante
ilustrativo. Tome o caso do acoplamento maximal

o =

N

~ =

N

1

1 .

S=—1|1 €3 €73 |. (38)
1 e e

“|

V3

i

o
oI

Vamos tomar o caso de um neutrino o elétron que se propaga no vacuo. Com base nesta matriz,
obtemos a representacdo nos estados de massa:

1
_% 643,, e;ﬂ i (39)
0 P 1 &3 €73 L
V3 I
A propagac¢do no vécuo, portanto, € dada por
1 1 1 elElt
vy =5 |1 &F T || Bt | (40)
1 % ¥ et m
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Figura 3: Probabilidade de se obter um determinado sabor de neutrino em fungao da distancia de
propagacdo. Note que inicialmente a particula trata-se de um neutrino do elétron, pois existe 100%
de probabilidade de medir esta particula a uma distancia 0. Modificado de Fantini et al, 2018.

A titulo de ilustragcao vamos supor que tenhamos Et = 0, Ert = %” e Est = 47”. Neste caso temos

1 1 1 1 0
1 2 4n 2n
)y ==|1 €3 €' e's =|10]|, 41
3 ax 2 ax
1 €73 €3 e 1 ¢
m

ou seja, o neutrino do elétron torna-se um neutrino do tau. A Figura 3 mostra as probabilidades de
se obter cada tipo de neutrino a partir da oscilagdo de um neutrino do elétron para os parametros
conhecidos atualmente.

Este exemplo pode ser mais dificil de trabalhar com estudantes do Ensino Médio, por envolver
numeros complexos. Contudo, € interessante por utilizar matrizes 3 X 3 e justamente por ilustrar
casos em que as entradas das matrizes ndo sdo nimeros reais. O professor pode simplificar este
exemplo utilizando apenas dois sabores de neutrinos, caso em que a matriz PMNS no acoplamento
maximal € uma matriz 2 X 2 real. O caso envolvendo 3 sabores pode ser apenas introduzido como

uma ilustragdo.

7 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados algumas possibilidades para o estudo de matrizes no Ensino
Médio utilizando exemplos extraidos da Mecanica Quantica. Foram apresentados dois casos sim-
ples baseados em contetidos normalmente apresentados em outras disciplinas do Ensino Médio.
Complementarmente, adicionamos um caso envolvendo fisica de neutrinos, que, apesar de ser mais
complexo, enriquece a discussao por se tratar de um campo de pesquisa ativo na Fisica. Concluimos
que, com o devido cuidado, conceitos abstratos podem ser trazidos aos estudantes sem risco de
repassar conceitos incorretos. Esta facilitacdo do acesso aos conceitos de Mecanica Quantica, por
sua vez, possibilita que os estudantes possam se interessar pela ciéncia e se afastar da pseudociéncia.
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