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Modelos matematicos na genética de populacoes

Mathematical models in genetics of populations

Resumo

A genética de populacdes estuda o comportamento das
frequéncias genotipicas e alélicas no decorrer do tempo em
populacdes, bem como os eventos que podem modificid-las. Com
a finalidade de realizar aplicacdes de Matemadtica em Biologia,
este trabalho exibe quatro modelos matemaéticos que expressam o
comportamento das frequéncias génicas em populagdes que nao
possuem a presenga de selecdo natural. Assim, foram utiliza-
das nog¢des de probabilidade, estatistica e equacdes de diferencas
como ferramentas principais na modelagem. O primeiro modelo
a ser apresentado foi o modelo basico, que contou com cinco
premissas iniciais. Ja os demais modelos foram construidos al-
ternando essas premissas. Por fim, para a analise dos mode-
los, foi avaliada a possibilidade de contemplagdo do equilibrio de
Hardy-Weinberg, o que reafirmou a ocorréncia do equilibrio ape-
nas para populacdes que ndo possuem mutagdo, selecdo natural
ou migracgao.

Palavras-chave: Genética de Populacdoes.  Equacdes de
Diferencas. Modelagem Matemdtica. Biomatematica.

Abstract

Population genetics studies the behavior of genotypic and allelic
frequencies over time in populations, as well as the events that
can modify them. In order to realize Mathematical applications
in Biology, this work presents four mathematical models that ex-
press the behavior of the gene frequencies in populations that do
not have the presence of natural selection. Thus, notions of proba-
bility, statistics and difference equations were used as main tools
in modeling. The first model to be presented was the basic model,
which had five initial assumptions. Already the other models were
constructed alternating these premises. Finally, for the analysis of
the models, the possibility of contemplating the Hardy-Weinberg
equilibrium was evaluated, which reaffirmed the occurrence of
equilibrium only for populations that do not have mutation, natu-
ral selection or migration.

Keywords: Population Genetics. Difference Equations. Mathe-
matical Modeling. Biomathematics .
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1 Introducao

Com a necessidade de estudar o comportamento das frequéncias genotipicas e alélicas no
tempo surge a ciéncia da genética de populacdes. Essa ciéncia € otimizada através de uma inter-
disciplinaridade entre as dreas da matemaética e da biologia, e assim sendo, tem ascendido muito
nos ultimos anos.

Os primeiros estudos voltados para os comportamentos genéticos foram realizados por Fran-
cis Galton (1822-1911), que realizou aplicagdes da estatistica na biologia. O avanco desses estu-
dos foram muitos e atualmente eles contam com a possibilidade de estudar genética sem focar nas
mutagdes visiveis e sem cruzamentos controlados, ampliando as op¢des de pesquisa (HARTL,;
CLARK, 2007).

As aplicacoes desse estudo sao diversas, segundo Hartl e Clark (2007), além de revelar conhe-
cimentos sobre os seres humanos, também € possivel encontrar implica¢des na ética, politicas so-
ciais, medicina, agricultura e outros. De forma mais direta, os autores ainda dizem que através da
genética de populacgdes é possivel organizar programas para a conservacao de espécies ameacadas,
desenvolver levantamentos populacionais de portadores de genes com doengas e identificar genes
de suscetibilidade a doengas em humanos, incluindo o cancer.

Os conceitos de genética e hereditariedade sdo fundamentais para o estudo da genética de
populacdes e a sua compreensao tem como ponto de partida a célula, um sistema estrutural dos
organismos vivos. As células sdo sistemas complexos, compostos por diversas organelas, cada
uma com um objetivo de funcionamento. Todas as informacdes genéticas (gene) que sao passadas
de pai para filho representam um trecho da particula de 4dcido desoxirribonucleico (ADN, em por-
tugués: dcido desoxirribonucleico; ou DNA, em inglés: deoxyribonucleic acid) e sao reservadas
no ntcleo da célula (AMABIS; MARTHO, 1994).

Os genes sao localizados em um espaco chamado locus, ou loci no plural. Segundo Lewis
(2004), nesses espacos os genes sofrem variacdes na forma — essas mudangas sdo denominadas
alelo. Cada alelo tem direta influéncia na caracteristica herdada. Representados por letras do
nosso alfabeto, eles podem ser apontados como dominantes ou recessivos. Alelos dominantes,
exibidos por letras maidsculas, sdo sempre expressos, inibindo os demais alelos. Dessa forma,
os alelos recessivos, representados por letras mintdsculas, s6 possuem expressao quando estao
sozinhos.

Outra estrutura fundamental sdo os cromossomos e eles podem ser classificados como sexuais
ou autossomicos. Os cromossomos sexuais determinam o sexo dos individuos. No caso humano
os cromossomos X pareados configuram o género feminino e os cromossomos X € Y juntos
representam o género masculino. Ja os cromossomos autossdomicos nao tem dependéncia sobre
os géneros, porém fazem parte do processo de todas as demais caracteristicas de um individuo
(LEWIS, 2004).

Os loci fazem parte da estrutura do cromossomo, consequentemente, cada cromossomo pode
portar uma quantidade especifica de alelos. Espécies denominadas diploides possuem todos os
seus cromossomos dispostos em duplas homdlogas, assim, o conjunto dos alelos arranjados nas
duplas sdo chamados de gendtipos (LEWIS, 2004). A Figura 1 ilustra esse conceito.

No primeiro caso da Figura 1 é possivel apontar o genétipo AA — composto por dois alelos
dominantes A. Para o segundo caso contempla-se o gendtipo Aa e por fim, no terceiro caso,
o genétipo aa. Classificam-se os gendtipos AA e aa como homozigotos, por possuirem alelos
iguais, e o gendtipo Aa como heterozigoto, por possuir alelos diferentes.
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Figura 1: Cromossomos Homodlogos e Genotipos
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FONTE: Os Autores (2018)

De acordo com Amabis e Martho (1994), os genétipos possuem a informagao necessaria para
a producao de uma proteina que d4 origem a uma caracteristica — fenétipo. Hartl e Clark (2007)
dizem que existe uma grande diferenga entre o genétipo e o fendtipo, pois o fendtipo pode sofrer
influéncia direta com o ambiente em que o individuo vive, ao contrario do genétipo, que € apenas
hereditario. Por exemplo, a cor da pele é uma caracteristica, portanto, um fenétipo. Assim, existe
um gendtipo responsavel por carregar a informagao de producao da proteina melanina, porém, a
exposi¢do ao sol, ambiente externo, pode influenciar na cor da pele do individuo.

Utilizando os conceitos bioldgicos aqui expostos, o presente artigo tem como objetivo reali-
zar aplicacdes matematicas na genética de populagdes através da constru¢ao de quatro modelos
matematicos. Cabe mencionar que essa constru¢dao nao € inédita, podendo também ser verifi-
cada em Ocone (2014). Para a modelagem serdo utilizadas no¢des de probabilidade, estatistica e
equacoes de diferencas como ferramentas.

2 Preliminares sobre equacoes de diferencas

Uma ferramenta indispensdvel na construcdo de modelos de genética populacional sdo as
equacgdes de diferencas. As equacgdes de diferencas exprimem o comportamento de fendmenos
no decorrer do tempo cuja medida é determinada por intervalos discretos, ¢t € N. Essas equacoes,
também chamadas de equacdes discretas, podem ser aplicadas em diversas dreas, como biologia,
economia e fisica.

Todas as nog¢des aqui expostas também podem ser vistas em Elaydi (2005).
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2.1 Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem

Sejam a(t) e g(¢) fungdes reais definidas parat € N, 7 > 1o > 0. Um problema de valor inicial
para uma equacao linear ndo-homogénea de primeira ordem € dado por

x(t+1) =a()x(t) +8(1),  x() =x, 1>, (1)

em que xg € R.

Quando g(r) = 0, a equagdo presente em (1) é dita homogénea. Portanto, podemos dizer que
um tipico problema de valor inicial para uma equacao linear homogénea de primeira ordem tem
a forma

y(t+1)=a(t)y(t), y(t)= o, t > 1o, ()

com yg € R.
Em (1) e (2), assumimos que a(t) # 0 paratodo t € N, r > 19 > 0.
A solugio de (2), dada a condig@o inicial y(fp) = yo, pode ser obtida através de iteragdes:

Y(to+1) = a(to)y(t0) = alto)yo;
¥(to+2) = alto + 1)y(to + 1) = alto + 1)a(to)yo;
¥(to+3) = alto +2)y(to+2) = alto +2)a(to + 1)a(to)yo-
Pelo Principio da Indugdo Finita, € possivel constatar que
y(t)=a(t—1)a(t—2)...a(to)yo,
ou seja,

i=ty

-1
y(t) = [Ha(i)] Yo,  t=>1o. 3)

A tUnica solugdo para o problema (1), com a condigéo inicial x(fy) = xp, pode ser encontrada
de forma similar, através de iteracdes:

x(to+1) = a(to)xo + g(to),

x(to+2) =alto+ 1)x(to+ 1) +g(to+ 1) = a(to + 1)a(to)xo + a(to + 1)g(t0) + g(to + 1).

Novamente pelo Principio da Inducdo Finita pode-se concluir que

—1 -1
x(t) = [Ha(i) xo + Z

i=1o r=to

t—1

I1 a(i)] gr),  1=1. 4)

i=r+1
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2.1.1 Casos Especiais

Existem dois casos de equacgdes de diferencas lineares de suma importancia para algumas
aplicagdes. O primeiro deles supde, para o problema (1), que a(z) seja uma funcéo constante
real, a(t) = a € R, e tp = 0. Portanto, em lugar de (1), temos o seguinte problema:

x(t+1)=ax(t)+g(t), x(0)=xp, t>0. 5)
Consequentemente, por (4), a solu¢do x(¢) de (5) é dada por:
-1
x(t) =d'xo+ Z a " lg(k), t>0. (6)
k=0

O segundo caso especial supde, para o problema (1), que a() e g(t) sejam fung¢des constantes
ereais, a(t) = a € Re g(t) =B € R, e tp = 0. Sendo assim, em lugar de (1), temos o seguinte
problema:

x(t+1)=ox(t)+B, x(0)=xo, t>0. (7)

Utilizando a férmula (6), obtém-se a seguinte solugdo para o problema (7)

o' xo+ B o« -1 se o #1
x(1) = 0 a—11 ’ (8)
xo + Bt, se o =1.
2.2 Equacoes de diferencas lineares de segunda ordem
Uma equagao de diferencas autonoma de segunda ordem tem a seguinte forma geral
x(t+2) = f(x(t+1),x(t)), tEN,t>0 9)

emque f: R xR — R ¢ uma fun¢do dada.

Para determinar uma tnica solucdo para (9), € necessdrio estabelecer dois valores iniciais,
x(0) = xo e x(1) = x;. Essa unica solucdo pode ser obtida através de recursos computacionais,
fazendo x(2) = f(x1,x0), x(3) = f(x(2),x(1)) = f(f(x1,x0),x1), € assim sucessivamente, em
todo o dominio da f.

Um equacgdo de diferencas de segunda ordem linear é um caso particular da equacdo (9) e
possui a forma geral

x(t+2) = pix(t+ 1)+ pox(t) + B, com py # 0. (10)
Quando B =0, a Equagao (10) transforma-se na equagao
x(t+2)=pix(t+1)+ prx(t), (11)

denominada equacao de diferencas de segunda ordem linear homogénea.
A virtude da equacao homogénea € que as solugcOes para ela obedecem principio da superposi¢ao,
conforme se pode observar na proposicao abaixo.
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Proposicao 1. Se z(t) e y(t) sdo solugdes de (11) e A e B sdo constantes, entdo a fungdo x(t) =
Az(t) + By(t) também é solugdo de (11).

Demonstracdo. Se z(t+2) = p1z(t+ 1)+ p2z(t) e y(t +2) = p1y(t + 1) + pay(t), entdo

x(t+2)=Az(t+2)+By(t+2) = A[p1z(t + 1) + paz(t)] + B[p1y(t + 1) + pay(1)]
= p1[Az(t+1) +By(t +1)] + p2 [Az(t) + By(t)]
= p1x(t +1) + pox(z),

de onde segue que x(¢) também é solugdo de (11). Ol

Este principio de superposi¢ao € a chave para o método de solugdo da equacdo (11). Duas
solugdes (z(1));>0 e (¥(t));>0 de (11) sdo ditas independentes se (y(7));>o ndo é um multiplo
constante de (z(7));>0, ou seja, ndo existe u € R, u # 0, tal que y(t) = puz(t) para todor > 0. Se
pudermos encontrar duas solu¢des independentes para a equacao (11), (y(7));>o0 e (z(f))r>0, entdo
toda solugdo de (11) terd a forma Az(r) + By(t), em que A e B sdo constantes. Tendo essa solu¢do
geral para a equacao de diferencas (11), podemos resolvé-la sujeita a quaisquer condicdes iniciais
x(1) = x1 e x(0) = xo. Portanto, a solucgéo de (11) deve assumir a forma x(¢) = Az(¢) + By(t) e
cumprir as condicdes iniciais

Az(0)+By(0)=x9 e Az(1)+By(1)=x,. (12)

Encontrando A e B, obtém-se a solugdo.

Como acabamos de ver, resolver uma equacdo de diferencas de segunda ordem, linear e
homogénea, requer encontrar duas solu¢des independentes. Isso é feito procurando solucdes da
forma z(r) = A’, em que A é um nimero complexo. Substituindo x(¢) por z(¢) em (11), obtemos

At—i—Z _ plltH +p27tt,
e dividindo toda a equagdo por A’, encontramos
A*—pid—p2=0. (13)

Chamamos (13) de equacdo caracteristica da equagédo (11) e suas raizes A sdo denominadas
raizes caracteristicas. Resolvendo essa equagdo, temos

p1+4/pT+4p2 p1—1/pT+4p2

7L1 = 3 € 7[,22 3

Se A é uma raiz, entdo A’ é de fato uma solucéo para (11). Dispomos de trés casos para
determinar valores de A:

e Caso 1: Quando p% +4p, > 0, existem duas raizes caracteristicas reais e distintas para o
polindmio (13).

e Caso 2: Quando p% +4p, = 0, existem duas raizes caracteristicas reais e iguais para o
polinémio (13).

e Caso 3: Quando p% +4p, <0, as raizes caracteristicas do polindmio (13) sdo complexas.

E de interesse deste trabalho apenas o Caso 1, quando existem duas raizes caracteristicas reais
e distintas, A; e A. Neste caso, x(r) = AA{ +BAJ é a solugdo geral de (11).
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3 Principios de genética de populacoes

O principal objetivo dos modelos de genética de populagdes € descobrir qual € a probabilidade
de um individuo que possui o genétipo G ter um descendente com o mesmo genoétipo. Para
responder essa pergunta € necessaria a compreensao de algumas premissas que serdo apresentadas
nesta secdo.

3.1 Frequéncias genotipicas e alélicas

Quando discorremos a respeito das frequéncias genotipicas e das frequéncias alélicas, evi-
denciamos que ambas podem ser representadas a partir da definicao de frequéncia relativa apre-
sentada por Magalhaes e Lima (2010). Portanto, considerando uma populagao qualquer com os
possiveis genétipos G ... Gy, a frequéncia genotipica fg, .., € definida pela seguinte formula

numero de individuos com genoétipo G ... Gy

= . 14
J61.-.Ge tamanho da populacdo (14)

Quando o tempo for considerado, fg,...G,(f) denotard a frequéncia genotipica no tempo ¢.

As frequéncias alélicas sao calculadas contando somente alelos e ignorando como eles sdo
organizadas em gendétipos. Seja [ um locus. Dada uma populagio, a colecdo alélica para o locus /
€ a colecdo de todos os alelos de genétipos de populagdo que ocorrem no locus /. Lembramos que
uma populagdo € tratada como uma colecdo de sequéncias de caracteres genotipicos. Considere
um alelo particular A que pode ocorrer em /. A frequéncia f4 de A € definida como sua frequéncia
relativa a colecdo alélica correspondente a / da seguinte forma

fom nimero de A’s na cole¢do alélica de [ (15)
4™ " tamanho da colecdo alélicade [

e, de forma andloga a frequéncia genotipica, denotamos a frequéncia alélica no tempo ¢ por f4(z).

Exemplo 2. Considere o estudo de um locus com dois alelos, A e a, para uma populagdo de
espécies diploides. Uma coleta de 15 amostras dessa populagdo obteve o seguinte resultado: AA,
Aa, Aa, AA, aa, aa, Aa, aa, AA, aa, Aa, Aa, aa, Aa, AA.

Desta forma, pelas férmulas (14) e (15) obtemos as seguintes frequéncias genotipicas e
alélicas: fAA 15’fA 5’faa:i5_ fA—30— 156fa—_0_%

Note que para um locus com dois alelos, A e a, os possiveis gendtipos sdo AA, Aa e aa, assim,
¢ facil constatar que: fy + f, =1 € faa + faa + faa = 1. Ademais, existe uma relacdo entre as
frequéncias genotipicas e alélicas, conforme podemos observar na Proposi¢ao 3.

Proposicao 3. Se & é uma populacdo de uma espécie diploide com tamanho N e | um locus
nessa populacdo que admite dois alelos, A e a, entdo

an - an
2 € fa—faa‘f‘T- (16)

fa=faa+=—-
Demonstragdo. Como N € o tamanho da populacdo & e ela € diploide, segue que o tamanho da
colecdo de alelos no locus /, onde A ocorre, € 2N. No entanto, para contabilizarmos a quantidade
de A’s no grupo de alelos do locus /, usaremos as frequéncias genotipicas. Pela defini¢ao de fx4
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(veja (14)), existem N f44 gendtipos AA na populacio, e como cada um deles contribui com dois
alelos A’s, no total existem 2N f44 desses alelos na populagdo &?. Do mesmo modo, existem
N fa, gendtipos Aa que contribuem com um total de N f4, alelos A. Como os individuos com
genotipos aa ndo contribuem para a frequéncia fy4, por (15) segue que

_ 2]VfAA +Nan _ an
fa= N = faat+ .
A frequéncia do alelo a, f,, pode ser deduzida de forma similar. ]

3.2 Acasalamento aleatorio

O acasalamento aleatodrio € o surgimento de um novo individuo pela unido de dois gametas
escolhidos por experimentacdo aleatéria. Desta forma, cada informacao genética é passada de
maneira aleatdria pelos progenitores.

A forma como o acasalamento aleatério ocorre depende exclusivamente do tipo da espécie.
Quando estd em andlise as espécies monoicas, individuos que possuem 6rgaos sexuais dos dois
sexos, os dois gametas virdo de um mesmo grupo de acasalamento. Em algumas dessas espécies,
existe a possibilidade da autofecundagdo, e quando isso ocorre, ambos os gametas Sao proveni-
entes de um mesmo progenitor. A probabilidade da autofecundacdo ocorrer para uma populagdao
de tamanho N é 1/N. Consequentemente, para uma populacdo muito grande, essa probabili-
dade € extremamente pequena. Em contrapartida, quando a andlise € feita em espécies dioicas,
individuos segregados por machos e fémeas, os gametas serdo provenientes de dois grupos de
acasalamentos, um para cada género.

Lema 4. Sejam S uma populacdo com reproducdo por acasalamento aleatorio e A um possivel
alelo dos individuos. Se ff € a frequéncia relativa do alelo A na populagdo S e pf; é a probabili-
dade do gameta possuir esse alelo, entdo

Py = f- (17)

A equacdo (17) retrata que, embora as probabilidades possuam definicdes proprias e dife-
renciadas, em alguns casos as frequéncias relativas podem ser utilizadas como probabilidades.
Para o caso em andlise, essa equagdo € um resultado da escolha aleatéria do parceiro e mostra a
naturalidade da reproducao sexual. A demonstra¢do do Lema 4 pode ser contemplada em Ocone
(2014). O proximo exemplo, também retirado de Ocone (2014), mostra uma aplicacao util do
lema anterior.

Exemplo 5. Considere um acasalamento aleatério ocorrendo em uma populagdo monoica. Con-
sideraremos também, em andlise, um locus para dois alelos: A e a. Para os genotipos AA, Aa e aa,
sejam p}‘ epl=1- p}‘ as probabilidades dos progenitores masculinos passarem os respectivos
alelos para a prole no acasalamento aleatério. E sejam pﬁ e pg =1- pg as probabilidades dos
progenitores femininos passarem os respectivos alelos para a prole no acasalamento aleatorio.
Como a populagao é monoica, os progenitores sao escolhidos de um mesmo grupo de acasala-
mento, portanto, segue que

1 =

pA=pi=fi e pl=pi=fa
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Por conseguinte, por (16) e (17), obtém-se

2
P(prole ser AA) = pl - px = (fa)* = (fAA + %) : (18)

¢ 2
P(prole ser aa) = pl-p2 = (f,)* = (faa + %) : (19)

Para o genétipo Aa deve-se levar em conta a contribui¢do de ambos os alelos. Portanto, uma
prole possuird o gendtipo Aa quando receber o alelo A do pai e o alelo @ da mae, ou quando
receber o0 alelo a do pai e o alelo A da mae. Assim, tem-se

P(prole ser Aa) = pip>+plpa =2f1f. =2 (fAA + %) (faa + %) . (20)

3.3 Populacao infinita

Nesta subse¢do apresentamos a premissa da populagdo infinita, que € a suposicao de que o
limite do tamanho da populacdo tende ao infinito. Para considerarmos este conceito € necessério
admitirmos que a popula¢do acasala de forma aleatéria. Denotamos por pg, .G, a probabilidade
de que um genotipo seja produzido em um tnico acasalamento aleatdrio e por fg,. g, a frequéncia
genotipica das proles. Assim, para cada genoétipo, € valida a seguinte identidade

16,..6, = PG,..G; (21

A identidade (21) amplifica o Lema 4. A explicacdo por trds da identidade pode ser apreciada
em Ocone (2014).

A utilizagdo da premissa de populacdo infinita € util para uma populagcdo tdo grande de
tal forma que a identidade (21) represente o que ocorre quando a populacdo tende ao infinito,
tornando-se uma boa aproximacao.

3.4 Geracoes nao-sobrepostas

Outra no¢do importante € obtida a partir das interagdes entre as geragdes com o grupo de
possiveis pais, isto €, se as proles ao nascerem vao ou ndo para o grupo de acasalamentos dos
seus progenitores. O modelo mais simples para estas interacdes sdo as geragdes nao-sobrepostas.

Considere que os individuos de uma geracdo ¢ acasalam entre si para obter a geracdo ¢ + 1
e entdo ndo acasalam mais. Analogamente, os individuos da geracdo ¢ 4 1 se acasalam entre si,
obtém a geragdo ¢ + 2 e ndo se acasalam mais. Definimos a premissa de geragdes nao-sobrepostas
quando os acasalamentos de todas as geracdes seguem este modelo.

3.5 Mutacao, selecao e migracao

Existem trés premissas que anulam a validade do Lema 4, pois quando elas ocorrem, a
definicdo de acasalamento aleatdrio € debilitada. As tr€s premissas sdo: mutacdo, selecdo e
migragao.
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A mutagdo ocorre quando existe uma variacao na sequéncia do DNA de um tunico gene de
forma que um alelo pode se transformar em outro, anulando as leis da hereditariedade. Essas
variagdes ocorrem por algum erro no processo de reprodugdo ou por efeitos da radiacdo (BEI-
GUELMAN, 2008).

Segundo Hartl e Clark (2007), a selecao natural indica que existem diferentes probabilida-
des de sobrevivéncia entre os individuos antes de se tornarem possiveis reprodutores. Essas
diferencas podem ocorrer por diversos fatores, sejam eles naturais, ambientais, ou até mesmo por
influéncia genotipica.

Por fim, a migracdo ocorre quando existe uma entrada e uma saida excessiva e desorganizada
no grupo de acasalamentos aleatérios. Desta forma, individuos podem acasalar ou nao antes
de entrar ou sair da populacao, trazendo divergéncias nos conceitos de acasalamento aleatdrio
(HARTL; CLARK, 2007). Um exemplo classico de migragdes sdo as cidades universitdrias,
onde os alunos vao para a cidade, fazem parte do grupo de reprodutores por um periodo curto, se
formam e muitas vezes vao embora.

4 Modelagem

Todos os modelos contemplados neste artigo dispensam a presenca de sele¢do natural e a
construcao serd feita a partir do modelo mais simples até chegarmos aos mais complexos. O
primeiro modelo a ser desenvolvido serd o modelo basico, a partir das premissas contempladas
anteriormente, assim, alternd-las-emos a fim de deduzir os préximos modelos.

4.1 Modelo basico

Para o modelo bésico considere as seguintes premissas:
(P1) Acasalamento aleatorio;
(P2) Geragdes nao-sobrepostas;
(P3) Populagdo infinita;
(P4) Espécies monoicas;
(P5) Sem sele¢dao, mutagdao ou migracao.

No desenvolvimento do modelo bésico deduziremos nocoes l6gicas das premissas (P1)-(P5),
para tanto, consideremos um locus / com dois alelos, A e a. E valido lembrar que a premissa (P5)
permite a validade do acasalamento aleatorio e, portanto, € justificavel a utilizagdo do Lema 4.
Assim, sejam faa (1), faq(t) € faa(t) as frequéncias genotipicas da geragdo t, e fa(t) e fu(t) as
frequéncias alélicas da mesma geragdo, com ¢ > 0.

As geragdes sdo bem definidas, pois (P2) atesta que elas ndo s@o sobrepostas. Dessa forma,
individuos da geracdo ¢ s6 se acasalam com individuos da geracdo ¢, e assim sucessivamente.
Note também que, por (P5), as frequéncias em cada geragao permanecem imutdveis desde o
nascimento até o momento em que a prole entra para o grupo de acasalamento.

Desejamos sistematizar um conjunto de equagdes de diferencas de primeira ordem que repre-
sentem as frequéncias genotipicas. Assim sendo, considere f44 (7 + 1) a frequéncia do gendtipo
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AA na geragdo t + 1, para qualquer t > 0. Como estamos lidando com gera¢des nao-sobrepostas,
(P2), a geragdo r + 1 € estabelecida por acasalamentos aleatérios com progenitores da geragao .
Por conseguinte, pela identidade (21), proposta por (P3), temos

faa(t + 1) = P(um acasalamento aleatério da geragdo ¢, produzir AA).
Mas, conforme (18), temos
P(um acasalamento aleatério da geracio 7, produzir AA) = fi(1),

e assim, pela Proposi¢do 3, segue que

faat+1) = f3(t) (22)

(i + 222"

Utilizando os mesmos principios, podemos encontrar as equacdes de diferencas para os
genoétipos Aa € aa, as quais sao:

a0 =200 =2 (a0 + 252 (a0 + 240) )
2
folt+1) = 200 = () + 252 @4

Finalmente, as equagdes de diferencas (22), (23) e (24), constituem o modelo basico. O
grande problema € que por se tratarem de equacdes de diferencas ndo-lineares, encontrar solucdes
para essas equagdes pode ser um desafio. Porém, essas equacdes trazem uma particularidade das
frequéncias alélicas que simplificam a observagdo. De fato, pela Proposi¢ao 3, temos

faa(t+1)

falt+1) = faa e+ 1) + P22

e aplicando (22) e (23), seque gue
Falt+1) = 20+ fa(0) fult) = fa(6) (fa(t) + fu(0)),

e como f4(t)+ f,(¢) = 1, finalmente

Jalt+1) = fa(t). (25)

Uma identidade andloga € obtida para o alelo a, ou seja, f,(t+ 1) = f,(¢). Veja que o modelo
foi reduzido para uma equacgdo simples e trivial onde todas as solugdes de (25) sdo constantes no
tempo

fat) = fat—1)=... = f4(0), para todo ¢ > 0.

As solucdes constantes implicam que as frequéncias alélicas nio mudam de geracdo para
geragdo, e como as frequéncias alélicas podem ser vistas em fun¢ao das frequéncias genotipicas,
conforme mostra a Proposi¢ao 3, € facil encontrar solu¢des completas para as equacoes (22), (23)

e (24), sabendo que f4(t) = fa(0) e f,(t) = 1— fa(t) = 1 — f4(0). De fato:

faalt+1) = fi(t) = £1(0), (26)
faa(t+1) = 2fa(t) fa(t) =2£a(0)(1 = f4(0)), (27)
falt+1) = f2(t) = (1— £1(0))*. (28)
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Godfrey H. Hardy e Wilhem Weinberg foram os primeiros pesquisadores a enxergarem essas
solugdes e, como forma de homenagem, elas passaram a possuir os seus nomes. Esse resultado
permitiu um grande avanco para a biologia, alcancando diversas outras consequéncias importan-
tes.

Definicao 6. As frequéncias genotipicas faa, faa € faar cOm faa + faa + fua = 1, estdo no
equilibrio de Hardy-Weinberg se existe p € R, com 0 < p <1, de tal modo que

fAAzpza anZZP(l_P) e faa:(l_p)z-

Note que as frequéncias genotipicas obtidas em (26), (27) e (28) estao no equilibrio de Hardy-
Weinberg, conforme a Defini¢do 6, para todo ¢ > 1, com p = f4(0) = f44(0) + 3 f44(0). O
equilibrio € vdlido com certeza apenas a partir da primeira geracao uma vez que o acasalamento
aleatdrio produz cada geracdo completamente aleatdria e redistribui o grupo de alelos dos in-
dividuos da préxima geragao.

Saber se uma populagao esta no equilibrio de Hardy-Weinberg é muito importante pois essa
informacao reafirma a premissa (P5), uma vez que populagdes que sofrem de mutacio, selecdao
ou migragdo ndo estardao no equilibrio.

Proposicao 7. As frequéncias genotipicas faa, faq € faa €stdo no equilibrio de Hardy-Weinberg
se, e somente se,

f/%a = 4fAAfaa-

Demonstragdo. Inicialmente, suporemos que as frequéncias genotipicas faa, faq € fuq €5td0 no
equilibrio de Hardy-Weinberg. Entdo, pela Defini¢do 6, existe 0 < p < 1 tal que

faa = p7, faa=2p(1=p) e  fua=(1—p)* (29)

Portanto, de (29) segue que

faa=[12p(1—p)]* = 4p*(1 — p)* = 4 fau fua.

Agora, devemos mostrar que as frequéncias genotipicas faa, faq € faq €5tdo no equilibrio de
Hardy-Weinberg sob a hipétese de que f/%a = 4faafaqa- Com efeito, pela Proposi¢cdo 3, temos

an an f an

2 2 fa—faa

fa=faat+ == faa=fa—— = foa = fa—

Consequentemente, como ffa =4 faa faa> concluimos que

2= dfanfoa =4 (f - @) (fa Jaa ) A fafa— 2 s fra—2fafra

Dessa forma, 2 fa,(fa + fa) = 4fafa €, como f4 + f, = 1, segue que fa, = 2faf,. Portanto,
para que f/%a = 4 faa faa OCOITA, € NECESSArio que

fAAfaa = fzf(%:

o que vale se fa4 = f/% € faa= fa2 =(1- fA)Z. Destarte, para as frequéncias genotipicas f4, faq €

faaa COranA +an+faa - 1’ existe um p :fA’ com 0 S p S 17 tal que fAA :p2’ an - 217(1 _p)
e fua = (1 — p)?, conforme querfamos demonstrar. O
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Para finalizarmos as consideragdes acerca modelo basico, o proximo exemplo mostrara a
relevancia do equilibrio de Hardy-Weinberg e da Proposi¢do 7.

Exemplo 8. Assuma as premissas (P1)-(P5) e tome f44(0) = 0,2, fa,(0) = 0,4, e f4,(0) =0,4.
Note que na geragdo r = 0 a populacdo ndo se encontra no equilibrio de Hardy-Weinberg, pois
f1.(0) = (0,4)? = 0,16 ¢é diferente de 4 f14 faa = 4(0,2)(0,4) = 0,32, mostrando mais uma vez
a validade do equilibrio apenas para ¢t > 1. A frequéncia do alelo A na geracdo t = 0 € obtida da
seguinte maneira:

an( ) 0 4

p=fa(0) = faa(0) + 5— =0 2+7—04

Entao, pela Definicao 6, as frequéncias genotipicas alcangardo o equilibrio de Hardy-Weinberg,
com p = 0,4, na geragio t = 1. Consequentemente, para t > 1, f44(t) = p*> = (0,4)? = 0,16,
faa(t) =2p(1 —p) =2(0,4)(0,6) = 0,48 ¢ f,,(t) = (1 —0,4)> = 0,36.

4.2 O modelo basico para miltiplos alelos em um gene

Considere o modelo basico, ainda utilizando um locus para apenas um gene, porém desta vez
com um numero m de alelos, denotados por Ay, ...,A,;,, com m > 3. Assim sendo, 0s possiveis
gen6tipos possuirdo a forma de A;A;, para i, j € [1,m] N N. Para simplificarmos a notagao, deno-
taremos por f;; as frequéncias genotipicas de fa;4;, € por f; e f; as frequéncias alé€licas de fa, e
fa; respectivamente.

A construgdo deste modelo € muito similar a do modelo basico para dois alelos, podemos até
considerd-la como sendo uma generalizacdo, portanto serd feita de forma resumida. O primeiro
passo para essa construcao € generalizar a Propriedade 3 para os multiplos alelos. Para i # j,
pomos

ONfii+ (Nfai+Nfo+Nfs+...+Nfij) :f~-+i@.

N (30)

fi=
j=1

Pela premissa dos acasalamentos aleatérios, (P1), e pela Equacdo (30), seguem abaixo as
equagdes de diferencas que representam o modelo basico para multiplos alelos, para quaisquer

i,j€[l,mNN,i+j:

fult+1) = 21 :<fu +ff”2(t) G1)

Jj=1

fij(t+1) =2fi(t) 2( +§‘, fljz(t > (fu Zflj >7 (32)

j=1
fiit+1) = f7 (1) = (fjj(t)‘f‘i]%(t)) : (33)
i=1

Para encontrar as solugdes dessas equagdes de diferencas, da mesma forma que para (22),
(23) e (24), € necessario analisar as frequéncias alélicas. Assim como foi obtido em (25), temos
fi(t+1) = fi(t), para quaisquer i, j € [1,m] NN, i # j, de fato:
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1) = 1)+ Y 22D

j=1

2o+iﬁmmo

+f,Z

3

= filt)
= fi(0).

Dessa forma, as frequéncias alélicas, quando considerados mliltiplos alelos, também sao

fi(t) + fj(f)]
1

=

constantes no decorrer do tempo, ou seja, fi(t) = fi(0) e f;(t) =1— Z fi(0). Logo, fica facil

encontrar as solugdes de (31), (32) e (33), para quaisquer i, j € [1,m)] ON i # J,isto €,
filt+1) = fH0) = f7(0),
fift+1) = 2£i()f;(t) =2£i(0 <1—Zfz )

2
fiie+1) = ff(l)=<1—zifi(0)>-

Generalizando a Defini¢do 6, dizemos que as frequéncias fa,4,, com i, j € [1,m] NN, estdo no
equilibrio de Hardy-Weinberg quando existe p; € R, com 0 < p; < 1, de forma que

2
m m

fi =P}, fij =2pi (1—2191') e fij= (I—Zpi> ;
i=1 i=1

parai # j.

Consequentemente, as frequéncias fy;4;, com i, j € [1,m] NN, estdo no equilibrio de Hardy-
Weinberg quando ¢ > 1, com p; = f;(0). A seguinte proposi¢do, que é uma generalizagdo da
Proposicao 7, também € valida para os multiplos alelos e sua demonstracdo é analoga.

Proposicdo 9. As frequéncias f;j, i,j € [1,m]NN, estdo no equilibrio de Hardy-Weinberg, se, e
somente se, para quaisquer i # j, tem-se

15 ="4fafij.

Podemos, entdo, constatar que quando ampliamos o nimero de alelos no gene de um tnico
locus, encontramos uma generalizacdo direta para todos os resultados do modelo basico.
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4.3 O modelo basico para uma populacao dioica

O préximo modelo a ser estudado preserva as premissas (P1), (P2), (P3) e (P5), porém, ao
invés de considerarmos espécies monoicas, (P4), apresentaremos uma nova premissa, (P6), as
espécies dioicas.

(P6) Espécies dioicas.

Neste estudo, para contemplarmos as espécies dioicas, é necessdrio o desenvolvimento de
dois modelos, um que considera cromossomos autossdmicos e outro que considera cromossomos
sexuais, pois em cada situagdo a forma como o sexo e os genétipos sao herdados diferem. No
primeiro caso, nos cromossomos autossomicos, a heranca genética € passada independentemente
do sexo da prole, e esse principio € a base para a constru¢ao do primeiro modelo.

Aqui, G| ... Gy denotaré qualquer gendtipo referente aos loci nos cromossomos autossdmicos
e PG, .. G (t+1) denotard a probabilidade que uma prole masculina de um acasalamento aleatdrio

com pais da geracao ¢ tem de herdar os genétipos G ... Gy. Analogamente, Pél... G (t+1) deno-
tard a probabilidade que uma prole feminina de um acasalamento aleatério com pais da geragao
t tem de herdar os genotipos G ... Gi. Entao, por (P1), podemos dizer que

P G+ 1) =ph s (+1). (34)

A Equacio (34) € fundamental para a compreensao do caso dioico, pois diz que a probabili-
dade de uma prole masculina receber um genétipo do progenitor é exatamente a mesma probabi-
lidade de uma prole feminina, ou seja, ndo existem preferéncias no género do individuo. Agora,
considere um locus num cromossomo autossdmico com o alelo A. A premissa da populacao
infinita, aplicada separadamente para machos e fémeas, para todo ¢ > 0, sugere que

M) =pi+1) e fLar1)=pha+), (35)

emque pl,(t+1)e pi;A(t + 1) foram definidas no paragrafo anterior.

Unindo as consideracdes feitas pelas equagoes (34) e (35) € facil notar uma relagao de igual-
dade entre as frequéncias do gendtipo AA de cada género, a saber, [}, (t+1) = f 4t +1), para
todo t > 0. As mesmas conclusdes podem ser extraidas para quaisquer alelos de loci de cro-
mossomos autossdmicos. Entdo, as frequéncias genotipicas e alélicas masculinas sdo iguais as
correspondentes frequéncias genotipicas e alélicas femininas em cada geragao ¢, a partir da pri-
meira geracgao.

Com essas informacoes, baseando-nos nas premissas assumidas, podemos encontrar equacoes
de diferencas de primeira ordem que relacionam as frequéncias genotipicas entre as geracoes,
conforme seguem abaixo, para todo ¢t > 0,

o+ 1) = 12050 = (0 + ) o+ AN

ofaalt+1) = £ (0) + £ () (1)
m m f
:(ffx"A@HfA"T(t)) fL0)+ fA‘é() +<a”;(r)+ff‘“7m) fjA(t)+fA“T(’) ,

.faa(z+1):fg1(,)fg(l):(aa() fA;()) e fAz()
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Novamente, para encontrarmos as solugdes dessas equagdes de diferencgas, € necessario ob-
termos relacdes entre as frequéncias alélicas de cada geracao. Assim como no modelo basico, as
frequéncias alélicas de ambos os géneros serdo constantes no tempo a partir da geracao ¢, porém
desta vez com ¢t > 1, devido a (34) e (35). Logo,

faE+1)=fi'() e ff{(t—%l):ff{(t), paratodos > 1.

Portanto,

e+ 1) =070 = 200 = () + ) A+ B,

e como as frequéncias genotipicas masculinas e femininas sdo iguais quando ¢ > 1, segue que

2

2
e+ )= (a0 + 290) = (ronsf )+

RO, 12(0)£{(0)
2 2

Por fim, simplificando a equacao acima, por meio da Proposicao 3 e manipulacoes algébricas,
obtemos:

f4a(0)
2

an( )
2

fualr D)= |2 0+

> +fAA( )+

Assim sendo, € facil verificar que o modelo estard no equilibrio de Hardy-Weinberg a partir
da segunda geragdo, ou seja, parat > 2, com

0+ B0 g7 o) B | oy

O modelo basico aplicado para os cromossomos sexuais ¢ bem diferente do que acabamos de
construir para os cromossomos autossdmicos. A principal disparidade vem do fato de que os cro-
mossomos sexuais diferem nos géneros. No caso humano, esses cromossomos sao distribuidos
em XX para mulheres e XY para os homens, logo, o sexo e a herancga genotipica sdo dependen-
tes. Para entendermos melhor essa questdo, considere um locus / carregando os alelos A e a no
cromossomo X de uma populacdo humana. A prole feminina possui dois cromossomos X, um do
pai e um da mae, e consequentemente recebe um alelo de cada progenitor. J4 a prole masculina
recebe um cromossomo Y do pai e um cromossomo X da mae, assim sendo, recebe apenas um
alelo do locus [ proveniente da mae.

O fato de que o genoma masculino carrega apenas um cromossomo X implica que ele possui
apenas um alelo no locus / e o gen6tipo masculino possui apenas uma letra: A ou a. Dessa forma,
as frequéncias f},, fi, e fi, ndo existem, abrindo espacgo apenas para as frequéncias f}' e f".
De forma dissemelhante, as mulheres possuem as frequéncias genotipicas usuais, bem como suas
frequéncias alélicas. Assim, para as frequéncias genotipicas masculinas, valem as relacdes

e+ =f@6 e fre+n)=fl0), >0, (36)
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E, para as frequéncias genotipicas femininas, valem

e+ =rosfo, >0 (37)
e+ = OO+ @, >0, (38)
L+ =frafl@, t>0. (39)

As equagoes de diferencas (36), (37), (38) e (39) compdem o modelo matematico para os cro-
mossomos sexuais de populagdes dioicas. Vamos, entdo, analisar comportamento das frequéncias
alélicas entre as geracOes. Pela Proposicao 3, segue que

fla+)
T

m(\ £ m () £/
= (1) fj;(t)—}-fA (1) fa (t)‘;fa () fa (2)

G GACESAC ESHOIVAGENA0)
N 2

Ao+ =f@+1)

IAOESAQ)
Tl

Por (36), podemos concluir que

1 1
fj(t+1):§fj(t—1)+§fj(r), para todo ¢ > 1. (40)
A equacdo (40) é uma equacao de diferencas de segunda ordem linear e, para resolveé-la,
usaremos as consideragdes feitas na Secio 2.2. Veja que a equagio caracteristica de (40) é A% —

(1/2)A —(1/2) =0, cujas raizes sdo 1 e —1/2. Portanto, a solugdo geral de (40) é dada por
ff{ (t) =A.(1)' +B.(—1/2)". Sabendo que a solucéo deve cumprir as condi¢des iniciais f/{ (0)e

ff];(l) = (1/2) (ff(0)+fj(0)), obtemos

A=0/3)2HO+70) e B=01/3)(H0)-70).

Por conseguinte, a solugio de (40) em termos de ff{ (0) e f(0) é

S m f m
) = <2fA (0)+ /3 (O)> (1Y + (M> (~1/2)". @n

3 3

Através da Proposicao 7, ndo € dificil comprovarmos que o modelo ndo estard no equilibrio de
Hardy-Weinberg em um nimero finito de gerac¢des, porém, veremos que quando o tempo tende
ao infinito, as frequéncias tenderdo ao equilibrio de Hardy-Weinberg. Com efeito, denotemos por

fg(oo) e fg(oo) =1 —fj‘c(oo) e ff{A(oo), ff{a(oo) e ffa(oo) as frequéncias alélicas e as frequéncias
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genotipicas quando ¢ — oo, respectivamente. Entdo,
[y (o) = lim f3(¢)
f m
21, (0 0
:1im< J2 O+ i )>(1)’+hm<

f1(0) - A"(0)> 12

1—5o0 3 10 3
_ (2/-;{ <o>3+fz<o>> lim (1) + <f£ (0) ;f,a"(m) Ty
Como lim (1)'=1e lim (—1 /2)" = 0, obtemos
oy = 2 ©+7© @)
Além disso,
Fia(e) = lim £1, (1)
= Jim (2= f{= 1))
= lim (f(t=2)f{-1))
= fl(=)ff (=),
e por (42), ,
o o <zf£ <o>3+fz"<o>> | @)
De forma andloga podemos obter
A (o) =2 (sz (0);er’(0)> (1 2 <o>3+fz<o>> "
¢ 2
fiale) = (1 -2 (O): ﬂ‘n(o)) - (45)

Portanto, as frequéncias fj{A(oo), ff{ J(0) e fé;(oo) estdo no equilibrio de Hardy-Weinberg
quando ¢ tende ao infinito, com

_2/1(0)+ £3(0)
3

p €10,1].
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4.4 Populacoes com mutacao

Nesta secao, estudamos novamente um unico locus admitindo dois alelos A e a. Vamos impor
novamente as premissas (P1)-(P4) e também excluir migracao e selecdo. No entanto, queremos
permitir a mutagdo, que ocorre quando um alelo em um gameta parental se modifica no curso
do acasalamento. As mutagdes, que podem ser induzidas pela cépia de erros ou exposicao a
toxinas quimicas ou radiagdo, ndo podem ser previstas e por isso sdo consideradas aleatérias.
Desta forma, um modelo simples, para um locus com dois alelos, supde que o alelo A pode se
transformara no alelo a, e vice-versa, de acordo com a premissa abaixo.

(P7) Em cada acasalamento aleatdrio e para cada progenitor independente, um alelo A sendo
transmitido para uma prole se transforma no alelo a com probabilidade igual a u. De
forma similar, um alelo a sendo transmitido para uma prole se transforma no alelo A com
probabilidade igual a v. Além disso, u+v > 0.

A motivacdo para este modelo ndo € realmente cientifica. Porém, queremos explorar como o
modelo basico pode mudar a partir da presenca de mutacao, e a premissa (P7) € o mecanismo de
mutacao mais simples que se pode imaginar. A suposi¢ao técnica 0 < u+ v exclui o caso em que
u = v = 0 e nenhuma mutagao ocorre.

Conforme observamos nos modelos anteriores, a anélise do modelo depende das frequéncias
alélicas, e para obtermos essas frequéncias, precisamos recordar alguns conceitos. Pela premissa
da populagdo infinita, a frequéncia alélica na geracdo ¢ + 1 € igual a probabilidade de uma prole
adquirir o alelo A de um progenitor da geracdo t. Além disso, por (P7), sabemos que uma prole
adquire o alelo A ou se o pai contribuir com um gameta com o alelo A e ele ndo sofrer mutacao,
ou se o pai contribuir com um gameta com o alelo a e ele sofrer mutagdo. A probabilidade do pri-
meiro evento é (1 —u) f4(¢), onde (1 — u) representa a probabilidade de A ndo sofrer mutagéo. De
forma similar, a probabilidade do segundo evento é v(1 — f4()). A partir destas consideragdes,
temos

fat+1) =1 —u)fa(t) +v(1 = fa(t)) =v+ (1 —u—v)fa(t). (46)

A equacgdo (46) é uma equacdo de diferencas de primeira ordem linear da forma (7) e sua
solucdo pode ser obtida de acordo com a férmula (8). Com efeito,

(l—u—v)’—l}

falt) = (1 —u—v) f4(0)+v [

(1—u—v)—1
(] —y— )
:(l—u—v)’fA(0)+[V v(u+:t V)}’
de onde segue que
/ v %
fat)=(1—u—v) [fA(O)—u_HJ—}—LH_v. 47)

Assim como nos outros modelos, 0o proximo passo seria analisar o equilibrio de Hardy-
Weinberg, porém, como estamos trabalhando com uma populagdo que admite mutagdo, é imedi-
ato dizer que as frequéncias ndo estdo em equilibrio.
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5 Conclusao

Como as pesquisas sobre genética de populacdes e suas multiplas aplicacdes t€m crescido
bastante nos ultimos anos, a interdisciplinaridade entre as areas de Matemadtica e Biologia torna-
se indispensavel. Este trabalho, através dos modelos propostos, contribui de forma a salientar a
relevancia dessa relagao.

Nos modelos obtidos, foi possivel constatar que, de fato, populacdes que possuem mutagao,
selecdo ou migracdo ndo estdo no equilibrio de Hardy-Weinberg. No modelo basico podemos
misturar todo o grupo genético na primeira temporada de acasalamentos que o equilibrio de
Hardy-Weinberg serd atingido. Vemos também que este modelo é o ponto de partida para a
construcdo dos outros modelos sem selecao.

E possivel perceber que no modelo com populacdes dioicas, para produzir uma nova geracio
€ necessario que os grupos de alelos de gametas masculinos e femininos sejam misturados, visto
que possuem a mesma frequéncia a partir da primeira gera¢do. J4 no ultimo modelo vemos
como a mutacdo afeta as frequéncias alélicas e consequentemente, as frequéncias genotipicas
de uma populacdo. Ressaltamos que o modelo trata-se de apenas uma remodelagem do modelo
basico e, mesmo que nio reflita o comportamento real de populacdes, € um 6timo estudo para a
compreensao dos elementos de mutagao.

Para finalizar, observamos que o presente artigo, embora possua andlises de modelos ja abor-
dados na literatura, ¢ um grande ponto de partida para a modelagem de genética de populagdes,
uma vez que ndo existem referéncias sobre o assunto no nosso idioma.
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