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A generalizacao dos duais e sedenios de
Leonardo

The generalization of Leonardo’s duals and sedenions

Resumo

Recentemente, pesquisadores tem apresentado o processo evo-
lutivo da sequéncia de Leonardo. Com o intuito de dar continui-
dade a esse processo evolutivo, neste artigo, iremos apresentar
os duais e os sedenios de Leonardo. Assim, serdo estudados
conceitos matematicos inerentes a esses nimeros, sejam eles:
funcdo geradora, férmula de Binet, forma matricial e propri-
edades. E ainda, é apresentada a generalizacdo dos duais e
sedenios de Leonardo.

Palavras-chave: Forma matricial. Férmula de Binet. Duais.
Sedenios. Sequéncia de Leonardo.

Abstract

Recently, researchers have come to present the evolutionary
process of Leonardo’s sequence. In order to continue this evo-
lutionary process, in this article, we will present Leonardo’s
duals and sedenions. Thus, mathematical concepts inherent
to these numbers will be studied, namely: generating func-
tion, Binet formula, matrix form and properties. And yet, the
generalization of Leonardo’s duals and sedenions is presented.
Keywords: Matrix form. Binet formula. Duals. Sedenions.
Leonardo sequence.
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1 Introducao

A sequéncia de Leonardo foi apresentada inicialmente por Catarino e Borges (2020), a qual vem
sendo estudada por Alves e Vieira (2020), Alves, Vieira e Catarino (2020), Vieira, Alves e Catarino
(2019), Shannon (2019), Vieira, Mangueira, Alves e Catarino (2020) apresentando uma evolucao
matematica desta sequéncia.

Dessa forma, tem-se a sequéncia de Leonardo satisfazendo a seguinte relacdo de recorréncia:

L,=L,_.1+L,>+1,n>2. (1)

E ainda, para n + 1 pode-se reescrever essa relacdo de recorréncia como L4 = L, + L,—1 + 1.
Assim, subtraindo Le, — Le,; obt€ém-se uma outra relacdo de recorréncia para esta sequéncia.

Ly—Lpy = Lyy+Ly2+1-L,—L, -1

Lyy1 = 2L, — Ly ()

onde Loy = L1 = 1 s@o as condi¢des iniciais.

Com o intuito de apresentar uma evolucdo matemdtica dos nimeros de Leonardo, neste artigo
apresentaremos um estudo em torno dos nimeros duais e sedenios de Leonardo. Assim, tem-se que
os ndmeros duais foram introduzidos por Clifford (1871) e s@o definidos por:

d=a+e&a, (3)

em que & representa a unidade dual e ¢ € N. E ainda, tem-se que > =0 e l¢ = €1 = £ (SHOHAM,
2000).

Por outro lado, iremos apresentar os sedenios, denotados por S, que foram desenvolvidos por
Cayley-Dickson (BILGICI; TOKESER; UNAL, 2017), a qual a algebra dos sedenios possui 16
dimensdes e apresenta uma vasta aplicabilidades.

Assim, utilizam-se a seguinte notagao para os sedenios:

15

p= Z a;Cs,

i=0

onde o e( € o elemento unitdrio e ey, €, €3, - - - €15 s@o as unidades imagindrias. E ainda, Cawagas
(2004), construiu uma tabela de multiplicag¢do para a base S, como mostra na Tabela 1.
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Tabela 1: Multiplicacdo dos sedenios de S. Fonte: (BILGICI; TOKESER; UNAL, 2017)

101 2 3 4 5 6 7 (89 (10| 11|12 | 13 | 14 | 15
0101 2 3 4 5 6 7 (89 (10|11 ] 12| 13 | 14 | 15
11,03 -2,5|4|-7]6|9]|-8|-1110]|-13|12] 15 |-14
2 (23101 6 7045|1011 | -8 -9 |-14]-15] 12| 13
3(3(2 (1,07 |65 -4 |11-109|-8]|-15]14 |-13| 12
4 14 ]-5]-6|-7T-0]1 2 3 (12,13 /14|15 | -8 | -9 |-10|-11
S{s5(4 7,6 |-1]-0}|-3]2|13,-12,/15/|-14| 9 | -8 |11 |-10
6 |6 | 7 4 | -5(-2,3]|-0]-11]14|-15{-12] 13 |10  -11| -8 | 9

7171615 4 |3 (2,1 -0/]15|14|-13|-12|] 11 | 10| -9 | -8
88| -9 |-10|-11]-12|-13 |-14 |-15]|-0] 1 2 3 4 5 6 7

919 8 |-11|10-13|12 |15 |-14|-1|-0|-3 |2 ]|-5]|4 7 | -6
wfmwo(11 8 |-9|-14-15}12 13,23 |-0|-1]-6]-7]|4 5

11|11 |-10| 9 8 |-15| 14 |-13}12|-3,-2|1/|-0}|-7] 6|54

121213 (14 15| 8 | 9 |-10|-11|-4| 5 6 70-01]-1]-2]-3
1313 (-12 15 |-14| 9 8 |11 }-10{-5|{ 4|7 |61 -0 3]|-2
1414 |-15|-12 | 13 | 10 | -11 | 8 9 |6 -7T|-4 |5 2 |30 1

I5(15(14 (-13}-12|11 |10} 9 | 8 |-7| 6 | -5| 4] 3 2 | -1|-0

Com isso, a partir da definicdo desses nimeros, serdo apresentados conceitos matematicos
relacionando os nimeros de Leonardo com os nimeros duais e sedenios.

2 Os duais de Leonardo

Doravante, serdo introduzidos os niimeros duais de Leonardo, iniciando os estudos complexos em
torno dessa sequéncia, com a insercao da unidade dual €. Assim, retratam-se os seus respectivos
aspectos matematicos.

Definicao 1 Para n > 0, os duais de Leonardo sdo definidos por:
DL, =L,+¢&L,y.
Definicao 2 A férmula de recorréncia dos duais de Leonardo, é dada por:
DL,=2DL,y —DL,_3,
onden > 3,neN.
Teorema 1 A funcdo geradora dos duais de Leonardo, é dada por:

_l+e+(1 —&)(=x +x?)
§(DLn,x) = (1 -2x—x3)

Demonstracdo 1 Baseado na fun¢do:

g(DL,,x) =DLo+DLix+DLox*+...+DL,x" +...
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Pode-se realizar a multiplicacdo dessa fungdo por 2x e x>, resultando:
2xg(DLy,x) =2DLox +2DL1x*> +2DLox> + ...+ 2DL,_1x" +. ..
x*¢(DL,,x) = DLox> + DLix* + DLox® + ...+ DL, _3x" + . ..

Realizando g(DL,,x) — 2xg(DL,,x) —x>g(DL,, x), tem-se que:
(1 -2x —x*)g(DL,,x) =DLo+ (DL —2DLo)x + (DL, —2DL)x*+ (DL, —2DL,_y — DL, 3)x" + . ..

Com base na formula de recorréncia dos duais de Leonardo (ver Definicdo 2), pode-se entdo
simplificar a equagdo, obtendo:

(1 -2x—x°)g(DLy,,x) =DLo+ (DL, —2DLo)x + (DL, — 2DL;)x?
(1-2x—x°)g(DLp,x)=1+&—-(1-¢&)x+(1-¢)x>
(1-2x—x°)g(DLp,x) =1+&+(1-¢&)(—x +x°)
l+e+(1=-¢)(—x+x?)

(1-2x—x3)
Teorema 2 A formula de Binet dos duais de Leonardo, com n € Z, é dada por:

DL, = Ag(1+er)ri + Bg(1 +&r))ry + Co(1 + &r3)r5,

g(DLn’ x) =

em que ry,ry, r3 sdao as raizes do polinomio caracteristico P -2r2+1=0,

_ n-D3-1) _ n=Dbs-1) _ (=Dl -1)
(xi—x2)(x1—x3)" % (p—x)(x2-x3)" * (3—x1)(x3—-x2)

Demonstragdo 2 Por meio da formula de Binet DL,, = ar{ + Bry +yr5 e da recorréncia dos duais

de Leonardo DL, = L,,+ &L, .1, com os valores iniciais DLy = 1+¢&, DL; = 1+3ce DL, = 3+5¢,
é possivel obter o seguinte sistema de equagoes:

Ag

a+p+y =l+¢
ar1+pPro+yrz =14+3¢
ar% +ﬁr§ +yr§ =3+ 5¢

Resolvendo o sistema, tem-se que:

o (B3+5e)+ (-ra —r3)(1+3e) +rar3(l + &)

2
1

5= B+5e)+ (=r1 —=r3)(1+3e) +rir3(1 + &)
h r%—r2r3 —rirp+rir3 ’
_(B+5e) + (=r; —r)(1 +3e) +rira(1 + &)

r% +rirp —rir3 —rrs3

ry —rirp —rir3+rars

Através das relacoes de Girard: x1xpx3 = —1,x1 +x2 +x3 =2 e x1x2 + x2x3 + x1x3 = 0, € facil
ver que:

_(nra-r-r3+l) (= D)(r3-1)

R P Y (I+er) = (ri —r)(r — r3)(1 +er1) = Ag(1 +er),
_(rir3—ri—r3+1) (=D —1) i

Bg = (ra—r1)(ra—12) (I+erp) = (rs = 11)(rs = r3)(1 +er) = Bg(1 + &),

ye= TN gy gy 2 Z DTy ) = o1 4 ers).

(r3—=r1)(r3—ra) (r3—=r1)(r3—ra)
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Baseado no trabalho de Vieira, Mangueira, Alves e Catarino (2020), pode-se estabelecer a forma
matricial da sequéncia de Leonardo na forma complexa.

Propriedade 1 Paran > 1 en € N, a forma matricial dos duais de Leonardo é dada por:

2 1 0"[1+2¢ ¢ O 1+2¢ ¢ 0
[3 1 1]]0 0 1 0 1 &|=[Lm2 Lot La]| O 1 &
-1 00 —e 01 —e 01

= [DLn+2 DLy DLn]-

Demonstracdo 3 Pelo principio da indugdo finita, tem-se que paran = 1:

2 1 0lf1+2e € O 1+2¢ € O
[3 1 1] 0 01 0 1 ¢ :[5 3 1] 0 1 ¢
-1 0 0 - 01 - 01

:[5+98 3+5¢ 1+38]
=|DL; DL, DL,].

Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, k € N:

2 10k1+2880

[3 1 1]{0 01 0 1 &|=[DLi2 DLiy DLy].
-1 00 - 01
Por fim, verifica-se a validade paran = k + 1:
2 1 o' [1+2¢ & 0
[3 1 1]|0 0 1 0 1 ¢
-1 0 0 —-& 1
[2 1 0][1+2e & 0O
:[Lk+2 Lk+1 Lk] 0 01 0 1 ¢
-1 0 0 - 01
1+2e ¢ 0
= |Liss Lis2 Liwt|| O L h
- 0 1

= |Li+3 +26Lks3 — 6Lks1 €Lis3 + Liwo  €Lgsa + Ly |
= |Li+3 + €Lkss DLpsr DLy ]
= |DLks3s DLgs> DLiii].

3 A generalizacao dos duais de Leonardo

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros ndo positivos dos duais
de Leonardo.
Definicao 3 Para todon > 0 en € N, a formula de recorréncia dos duais de Leonardo para indice
inteiro ndo positivo, é dada por:

DL_, =2DL_,12 — DL_y43,

com os respectivos valores iniciais: DLy =1—-¢&,DL_1 =—-14+&geDLy=1+¢.
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Propriedade 2 A funcdo geradora dos duais de Leonardo para indice inteiro ndo positivo, é expressa
por:
l+e+(-1+&)x+(-1-3e)x?

DL_,.x) =
§(DL-y.x) X3 =2x2+1

Demonstracio 4 Realizando a multiplicagdo da funcdo por 2x* e x3, tem-se que:

g(DL_yy) = Z DL_,x"=DLy+DL_1x+DL_sx*+...+ DL_yx" + ...
n=0
2x%2g(DL_p,x) =2DLox> +2DL_1x> + 2DL_»x*+ ...+ 2DL_, ox" + ...

x>¢(DL_p,x) = DLox> + DL_ix* + DL_yx° + ...+ DL_,_3x" + . ..
Assim, ao realizar a operagdo x>g(DL_,,x) —2x*g(DL_,,x) + g(DL_,, x), tem-se que:

(x*=2x*+1)g(DL_,,x) =DLy+DL_jx + (=2DLo+ DL _5)x*>+ (DL_, —2DL_,_ = DL_,_3)x" + ...

Diante da formula de recorréncia dos duais de Leonardo para indice inteiro ndo positivo (ver
Definicdo 3), pode-se simplificar a equagdo, obtendo:
(x> -2x*+1)g(DL_p,x) = DLy + DL_jx + (-2DLy + DL_5)x>
(x> =2x2 + Dg(DL_p,x) = 1+ &+ (=1 + &)x + (=1 = 38)x>
l+e+ (—1+&)x+(~-1-3e)x?

DL_,, x)=
8 n¥) X3 —=2x2+1

Propriedade 3 Paran > 0 e n € N, a forma matricial dos duais de Leonardo, com indice inteiro
ndo positivo, é dada por:

00 -1]"[1+26 0 1+2¢ h 0
3 1 1]|1 0 2 0 1 g|=[Lopr Loy Lop]| O 1 &
01 0 -~ 0 1 -~ 01

= [DL—n+2 DL—n+1 DL—n] .

Demonstracdo 5 De modo similar a demonstracao realizada no Teorema 1, pode-se validar esta
propriedade.

4 Qs sedenios de Leonardo

Nesta se¢do, serdo estudados os sedenios de Leonardo, abordando os seus respectivos aspectos
matematicos.

Definicao 4 Para n > 0O, os sedenios de Leonardo sdo definidos por:

15

SL, = E L€,
s=0
MANGUEIRA, M.; VIEIRA, R.; ALVES, F.; CATARINO, P. A generalizacao dos duais e sedenios de Leonardo. C.Q.D. — Revista Eletronica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 20, p. 13-27, jul. 2021. Edicao Iniciacdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol20ic202123169664mcsmrpmvirvapmmcc1327  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd
18




e\
Te\
A

Definicao S A formula de recorréncia dos sedenios de Leonardo, é dada por:
SL,=2SL,—; — SL,_3,
onden > 3,n € N.

Teorema 3 A fungdo geradora dos sedenios de Leonardo, SL,, é dada por:

15

1
m Z(LS + L ox+ Ls_lxz)es.
s=0

g(SLn’ x) =
Demonstragdo 6 Baseado na funcdo:
g(SLy,x) = SLo+SLix+SLox?>+ ...+ SLyx" + . ..

Pode-se realizar a multiplicacdo dessa fungdo por 2x e x>, resultando:

2xg(SLy, x) = 2SLox + 2SL1x% + 2SLox> + ...+ 2SL,_1x" + . ..
x3g(SLn,x) = SLox> + SLix* + SLox> + ...+ SL_3x" + . ..

Realizando g(SL,,x) — 2xg(SLy,x) — x°g(SLy, x), tem-se que:

(1 —2x —x*)g(SLy,x) = SLo+ (SL; — 2SLg)x + (SLy — 2SL)x*> + (SLy, — 2SL,_y — SLy_3)x" + . ...

Com base na formula de recorréncia dos sedenios de Leonardo (ver Defini¢cdo 5), pode-se
simplificar a equagdo, obtendo:

(1 -2x—x°)g(SL,,x) = SLo+ (SL1 — 2SLo)x + (SLy — 2SL;)x?
15

1 2
g(SLy,x) = T—x3) ;(Ls + Ls_ox + L_1x7)e;.

(1

Teorema 4 A formula de Binet dos sedenios de Leonardo, com n € Z, é dada por:
SL, = ayr] + Biry +yiry,

em que ry,ry, r3 sao as raizes do polinomio caracteristico P -2r2+1=0,

(=D -1) B = (x1=D(x3-1) C = (x1=1D(x2-1)

Al - ) Z - B l - )
(x1 = x2)(x1 — x3) (x2 = x1)(x2 — x3) (x3 = x1)(x3 = x2)
15 15 5

o = ) Xiew for = ) Xew Yo = ) Xies,
s=0 s=0 s=0

a; = Ao, Br = BiBor, vi = Cryor.
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Demonstracdo 7 Por meio da formula de Binet SL, = ar{ + Brj + yry e da recorréncia dos

15 15 15
sedenios de Leonardo SL, = Z L,.ses, com os valores iniciais SLy = Z Lses, SL| = Z Lgiqeg
s=0 s=0 s=0
15
eSL, = Z Lgioe, é possivel obter o seguinte sistema de equacoes:
s=0
15
a+p+y = Z Lgeg
s=0

15
ary +Pro+yr; = Z Lgyies
20

15
2 2 2 _
ary+pry+yr; = Z Lgioes
s=0
Resolvendo o sistema, tem-se que:

15 15 15
(Z Ls+2es) +(-ra—13) (Z Ls+les) + 7113 (Z Lses)
s=0 5=0 s=0

a = 5 ,
rl —rirp —rirz +rarj3
15 15 15
(Z Ls+2€s) +(-r1 —r3) (Z Ls+les) +rir3 (Z Lses)
s=0 5=0 s=0
B= 5 ,
r2 —Ir3 —rirp+rir3
15 15 15
( Lx+2es) +(=r1—=r2) (Z Ls+les) +rir; (Z Lses)
s=0 5=0 s=0
Y= D .
r3+riry —rir3 —rar3
Através das relagcoes de Girard: x1xox3 = —1,x1 +x2 +x3 =2 e x1x2 + x2x3 + x1x3 = 0, é facil
ver que:
15 15 15
(rorp —ra—r3+1) s (r=1)(r3—1) s s
) = Zrles: Zrles:Aerles,
(ri—r2)(ri—r3) & (ri=r2)(ri —r3) & =
15 15 15
(rirs—ri—ry+1) s (ri—1)(r3-1) s s
B = Z ryes = Z ryes = B Z r5€s,
(ro=r)(r2—r3) 4 (ra =r1)(ra —r3) & —
15 15 15
_(rira—ri—ra+1) s, _ (m=D(n-1) S. s
v= (r3 —r1)(r3 — 1) Zr3es C(r3—r)(r3 —r) Zr3es —C12r3es.
3TV T 0 37U 1250 5=0
15 15 15
Definindo a,; = Z ries, Bor = Z rhes e Yol = Z ryes, € facil ver que:
s=0 s=0 s=0

a; = A1aol, Br = BiBoi, Vi = Cryor-

A forma matricial dos sedenios de Leonardo € realizada com base no trabalho de Vieira, Man-
gueira, Alves e Catarino (2020), em que realiza um estudo referente a forma matricial da sequéncia
de Leonardo unidimensional.
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Propriedade 4 Paran > 2 e n € N, a forma matricial dos sedenios de Leonardo é dada por:

SLF_ SLF_
2 1 01"| SF, SFy Tnz SF, SFy Tnz
3 1 1]{0 0 1| |32 SFy SFo|=[Lwa Len L] |°F2 SF,  SF
-1.0 0] |-sFy L2 sF -SFy 2 gF
= [SLn+2 SLn+1 SLn] s
em que SLF,, = SL,, — SF,.
Demonstracdo 8 Pelo principio da indugao finita, tem-se que paran = 2:
2 1 0]P[SR SR = SF, SF, SL=
3 1 1]{0o o 1| |32 sk, SR |=[9 5 3]|%= sF, SR
-1 0 0f |-sF, =2 sF, -SF, % SF_;

L
= |9SF, - 3SFy+ SLF_; 9SFy+5SF_1+SLF_, SLF_,+5SFy+3SF_]
=|SLs SL3 SL»].

Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, k € N:

2 1 0]*[SR SR P2
3 1 1]|0 o 1| |32 SF, SFy|=[SLiua SLin SLi].
-1 00 -SFy % SF_4
k

Por fim, verifica-se a validade paran = k + 1:

2 1 0" SR SRy L2
3 1 1]|0o o 1| |2 SF, SK
-1 0 0_ -SFy % SF_4

2 1 0][SP SR 2

= [Livz Lt L] |0 0 1|32 SF, SF

-1 0 0] |-sFry 3= SF,
SF, SFy =
= [Liss Lis2 Lisi] % SF_1  SFy
~SFy SLE, SF_,
L+

= [Lk+3SF_2 — Ly SFo+SLF > Liy3SFy+ LiyoSF_1+SLF_» LppSFy+ Ly SF_1 + SLF_2]
= [SLk+3 SLis2 SLk+1] .

S A generalizacao dos sedenios de Leonardo

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros ndo positivos dos

sedenios de Leonardo.
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Definicao 6 Para todon > 0 e n € N, a formula de recorréncia dos sedenios de Leonardo para
indice inteiro ndo positivo, é dada por:

SL_n = ZSL_n+2 - SL_n+3.

Definicao 7 Para todo n > 0 e n € N, o sedenios de Leonardo, para indice inteiro ndo positivo, é

definido pela equagdo:
15

SL_, = Z L.
s=0

Propriedade S A funcdo geradora dos sedenios de Leonardo para indice inteiro ndo positivo, é

expressa por:

SLo+ SL_ix + (=2SLo + SL_)x?
X3 =2x2+1

g(SL—n, -x) =

9

15 15 15
com os respectivos valores iniciais: SL_, = Z L_>.seq,SL_| = Z L _o.seqeSLy= Z Le,.
s=0 s=0 s=0

Demonstracéio 9 Realizando a multiplicacdo da funcédo por 2x* e x3, tem-se que:

(SL_py) = ) SL_,x"=SLo+SL yx+SLox”+ ... +SL X" + ...
n=0
2x%g(SL_p,x) = 2SLox> + 2SL_1x> + 2SL_ox* + ...+ 2SL_, ox" + . ..

x3g(SL_,x) = SLox> + SL_ix* + SL_ox> + ...+ SL_p3x" + . ..
Assim, ao realizar a operacdo x>g(SL_y,,x) — 2x*g(SL_,,, x) + g(SL_,, x), tem-se que:

(x> =202+ )g(SL_p,x) = SLo+ SL_jx + (-=2SLo + SL_2)x* + (SL_y — SL__ — SL_p_3)x" + .. .

De posse da formula de recorréncia dos sedenios de Leonardo para indice inteiro ndo positivo
(ver Definicdo 6), pode-se simplificar a equagdo, obtendo:
(x> =202+ 1)g(SL_p,x) = SLo+ SL_ix + (-=2SLo + SL_»)x>
SLo+ SL_ix + (=2SLo + SL_»)x>

SL_,,x) =
§(SLn,x) x3-2x2+1

15 15 15
Com os valores iniciais: SL_p = Z L o, SL_| = Z L_o.seqeSLy= Z Lges.
s=0 s=0 s=0

Propriedade 6 Para n > 0, a forma matricial dos sedenios de Leonardo, com indice inteiro ndo
negativo, é dada por:

00 -1]"[SR Sk F= SF, SFy =
[3 1 1]|1 0 2 % SF_.i SFy | =|Lowz Lowsi L] iL—Ff SF_, SF,
01 0} |-sp =2 sF, -SFy =2 SF.,

:[SL_n+2 SL_p41 SL—n]’

em que SLF_,, =SL_,, — SF_,.
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Demonstracdo 10 De modo similar a demonstracdo realizada na Propriedade 4, pode-se validar
esta propriedade.

6 Propriedades dos duais e sedenios de Leonardo

A seguir, sdo estudadas algumas propriedades inerentes aos duais e sedenios de Leonardo.

Propriedade 7 A soma dos n primeiros niimeros dos duais de Leonardo é dada por:

n n-3
> DLy = 2DLy5+2DL,y—(DLo+DLy)+ Y DL,
m=3 s=2

Demonstracdo 11 Utilizando a relacdo de recorréncia dos duais de Leonardo, com n € N, tem-se
que:
DL,=2DL, ;1 -DL,_; 4)

Assim, avaliando a relacdo dada na Equacdo 4, em valores de n > 3, obtemos:

DL; = 2DL,- DLy
DLs = 2DL;- DL,
DLs = 2DLs—- DL,
DL¢ = 2DLs—- DLs
DL; = 2DL¢- DLy

DL, = 2DL,3—DL,s
DL,y = 2DL,>—DL,_4
DL, = 2DL, - DL,_;

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

n
Z DL, = DL,-DLy+DILs;—DL{+DLs+---+DL, 35+2DL, »+2DL,_;
m=3

n-3
2DL, 5 +2DL, | — (DLo+ D) + Z DL,
s=2

Propriedade 8 A soma dos niimeros de indices pares dos duais de Leonardo é dada por:

n 2n-3
Z DL,, = 2DLy,_|—DL;+ Z DL,
m=3 s=3

Demonstracdo 12 Utilizando a relacdo de recorréncia dos duais de Leonardo, com n € N, tem-se
que:
DL,=2DL,_y — DL,
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Assim, avaliando a relacdo de recorréncia, em valores de n > 3, obtemos:

DL, = 2DL;-DL,
DL¢ = 2DLs-DL;
DLs = 2DL,-DLs

DLy, 2 = 2DLyy-3—DLyys
DLy, = 2DLy, 1 —DLy,3

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

i DLZm
m=3

DLy;—DLi+DLs+---+DLy, 3+ 2DL2n_]

2n-3
2DLy, 1 — DLy + Z DL,
s=3

Propriedade 9 A soma dos niimeros de indices impares dos duais de Leonardo é dada por:

n 2n—4
Z DLyyi = 2DLoyn— DLy+ Z DL,
m=3 §=2

Demonstracdo 13 Utilizando a relagcdo de recorréncia dos duais de Leonardo, com n € N, tem-se
que:
DL,=2DL,y — DL,

Assim, avaliando a relacdo de recorréncia, em valores de n > 3, obtemos:

DLy = 2DL, - DL,
DLs = 2DLs-DL,
DL, = 2DL¢- DLy

DLy, 3 = 2DLyy4— DLy
DLyy,—y = 2DLyy—2— DLoy4

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Zn: DLy,
m=3

DL, — DL() +DLs+---+ DLG_4 + ZDLG_Q

2n—-4
2DLy, > — DLo+ Z DL,
s=2

Propriedade 10 A soma dos n primeiros niimeros dos sedenios de Leonardo é dada por:

n 15 n-3
D SLy = 28Lyo+2SLy1 = ) (Lyso+ Lys)es+ ) SLy
m=3 s=0 s=2
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Demonstracdo 14 Utilizando a relacdo de recorréncia dos sedenios de Leonardo, com n € N,
tem-se que:
SL,=2SL,—1 — SL,-3 5)

Assim, avaliando a relag¢do dada na Equagdo 5, em valores de n > 3, obtemos:

SLy = 2SL,-SLg
SLy = 2SL;—-SL,
SLs = 2SLs-SL,
SLe = 2SLs—SLs
SL; = 2SL¢—SLa4

SL,» = 2SL,3—SL,_s
SL,.y = 2SL,o—SL,4
SL, = 2SL,_; —SL,_3

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Z SL, = SLy—SLy+SLy—SLi{+SLs+-+++2SL,_5+2SL,_;
m=3

n-3
2SLyn+2SL,_1 — (SLo + SLy) + Z SL,
s=2

Considerando os valores iniciais através da Defini¢do 4, conclui-se que:

15 n-3
28Lna+28Ly 1 = ) (Lo + Lys)es + ) SLy
s=0 s=2

Propriedade 11 A soma dos niimeros de indices pares dos sedenios de Leonardo é dada por:

n 15 2n-3
Z SLyy = 28Lop-1— Z Lgyres + Z SL;
m=3 s=0 s=3

Demonstracdo 15 Utilizando a relagcdo de recorréncia dos octonios de Leonardo, com n € N,
tem-se que:
SL,=2SL,_1 —SL,_3

Assim, avaliando a relacdo de recorréncia, em valores de n > 3, obtemos:

SL, = 2SL;-SL,
SL¢ = 2SLs—SL;
SLy = 2SL,-SLs

SLyy—2 = 28Lyp3—SLyys

SLyy = 28Lyp1 —SLoy-3
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Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

:;: Sl;Zm
m=3

SLy—SL;+SLs+---+S8Ly, 3+ ZSLG_l

2n-3
2SLoy 1 — SLy + Z SL,
s=3

Considerando os valores iniciais através da Defini¢do 4, conclui-se que:
2n-3

15
2SLap1 = ) Lynes+ Y SLy
s=0 §=3

Propriedade 12 A soma dos niimeros de indices impares dos sedenios de Leonardo é dada por:
2n—4

n 15
D SLopy = 2SLawo— ) Lewec+ Y. SL
m=3 s=0 s=2

Demonstracdo 16 Utilizando a relacdo de recorréncia dos sedenios de Leonardo, com n € N,
tem-se que:
SL,=2SL,—1 —SL,-3

Assim, avaliando a relacdo de recorréncia, em valores de n > 3, obtemos:
SLy; = 2S5L, - SLy
SLs = 2SLs—-SL»
SL; = 2S5L¢—SL4

SLy,—3 28L2y 4 — SLoy ¢
SLyp—1 = 28Lyp—2—SLyy—4

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

:;]‘Sl;2n1—l
m=3

SL, — SL() +SLa+---+SLy_a+2SLy,»

2n—4
28Lon_o — SLo + Z SL,
s=3

Considerando os valores iniciais através da Definicdo 4, conclui-se que:
2n—4

15
2SLoya— ) Lysoes+ ) SLy
s=0 s=2

7 Conclusao

Este trabalho apresentou o processo de complexificagao dos nimeros de Leonardo, exibindo os
nimeros duais e sedenios de Leonardo, bem como sua extensao para os nimeros inteiros nao positi-
vos, generalizando assim os nimeros duais e sedenios de Leonardo. Em torno desses nimeros foram
estudados suas respectivas férmulas de Binet, fun¢des geradoras, formas matriciais e propiedades.

Por fim, este artigo contribuiu no ambito matemético apresentando uma complexificacdo desses
ndmeros e, para trabalhos futuros, pretende-se estudar aplicabilidades desses nlimeros.
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