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Propriedades das extensões da Sequência de 

Padovan 

 
Properties of Padovan Sequence Extensions 

 

Resumo 

Os números de Padovan têm muitas propriedades 

interessantes e sendo exploradas através de estudos 

investigativos, tomando-se como base a Sequência de 

Fibonacci. A sequência de Padovan é do tipo linear 

recursiva, ou seja, necessita-se conhecer os termos 

anteriores para que seja calculado o próximo, possuindo a 

seguinte fórmula de recorrência: ,n n 2 n 3P P P n 3− −= +  . O 

presente trabalho apresenta um estudo da extensão desta 

sequência a qual foi objeto de estudo por Richard Padovan 

(1935-?) e Gérard Cordonnier (1907 – 1977). Essas novas 

propriedades foram descobertas variando o padrão de 

outras já conhecidas, além de utilizar o raciocínio lógico, 

provas matemáticas e recursos computacionais para 

diagnosticar novos resultados apresentados neste trabalho. 

Outras formas de obtenção dos números da extensão desta 

sequência são estudados, tais como: a matriz geradora Q, a 

fórmula de Binet e a função geradora, contribuindo para a 

área de matemática pura e para a o ensino de sequências.  

Palavras-chave: Binet. Extensão. Sequência de Padovan. 

Tridovan.  

 

Abstract 

The Padovan numbers have many interesting properties 

and are explored through investigative studies, based on 

the Fibonacci sequence. The Padovan sequence is of the 

linear recursive type, ie, it is necessary to know the 

previous terms so that the next one is calculated, having 

the following recurrence formula: ,n n 2 n 3P P P n 3− −= +  . 

The present work presents a study of the extension of this 

sequence, which was studied by Richard Padovan (1935-?) 

and Gérard Cordonnier (1907 - 1977). These new 

properties were discovered by varying the pattern of others 

already known, besides using logical reasoning, 

mathematical proofs, and computational resources to 

diagnose new results presented in this work. Other ways of 

obtaining the numbers of the extension of this sequence 

are studied, such as the generated Q-matrix, the Binet 

formula and the generating function, contributing form to 

the area of pure mathematics and to the teaching of 

sequences. 

Keywords: Binet. Extension. Padovan Sequence. 

Tridovan. 
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1 Introdução 
 

Os números de Padovan são uma sequência criada pelo italiano Richard Padovan (1935-

?), onde este atribuiu a sua descoberta ao arquiteto Hans van Der Laan Voet (2012), sendo 

mais tarde estudada também pelo matemático Gérard Cordonnier (1907-1977 ) o qual 

contribuiu para o estudo desses números (VOET, 2012). Segundo Alsina e Nelsen (2015), 

essa sequência é uma espécie de "primo", da sequência descoberta por Fibonacci. 

A sequência de Padovan é do tipo linear e recursiva, isto é, requer termos anteriores para 

calcular o seguinte, onde os seus termos iniciais são dados por 
0 1 2 1P P P= = = , e a sua 

fórmula de recorrência é definida por: 

,n n 2 n 3P P P n 3− −= +   

Uma importante característica dessa sequência é a relação dos seus termos vizinhos 

𝑃𝑛+1 𝑃𝑛⁄ , a qual converge para um valor conhecido como número plástico ou constante 

plástica (MAROHNIC; STRMECKI, 2012). O valor aproximado do número plástico é ψ = 

1.324718... e as formas de calcular esse valor são apresentadas nos trabalhos de Marohnic e 

Strmecki (2012) e Iliopoulos (2015). 

Baseado nos trabalhos da sequência de Fibonacci, Cereceda (2015), Miller (1971) e Hare, 

Prodinger e Shallit (2014), onde propuseram uma extensão da sequência de Fibonacci ao 

considerar que esse número de elementos será obtido a partir da soma de dois, três ou quatro 

elementos anteriores, é possível estender os números de Padovan considerando um número 

maior de termos para estimar o próximo. 

Padovan participou do estudo no qual Stewart (2000) afirma a utilização desses 

números em esculturas e formas geométricas. Eles propuseram uma representação em espiral 

construída pela justaposição de triângulos equiláteros respeitando uma regra de construção 

característica, veja a Figura 1.  Considere o lado 1 do triângulo destacado em azul como sendo 

o triângulo inicial, a formação da espiral é dada pela adição de um novo triângulo equilátero 

de acordo com o maior lado do polígono formado.  

 
Figura 1 – Espiral de Padovan 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

A sequência de Padovan é uma sequência de ordem 3, uma vez que sua fórmula de 

recorrência é dada pela soma dos dois termos anteriores contados a partir de um salto. Ao 

considerar que o próximo termo da sequência será calculado como a soma dos três 

predecessores após o salto, chamaremos neste trabalho de sequência de Tridovan e, portanto, 
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de ordem 4. Da mesma forma, temos os números Tetradovan (ordem 5) que serão estudados 

neste escrito. 

Assim, são apresentados os teoremas para as extensões das sequências, onde fornece a 

descrição de uma fórmula explícita dos termos presentes na sequência de Padovan e de ordens 

superiores. 

 

2 Matriz geradora Q 
 

Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequência linear e recursiva é através 

da Matriz Geradora Q. Esta técnica foi aplicada para a sequência de Fibonacci, e nestes 

trabalho a mesma ideia será aplicada para os números de Padovan (FALCON; PLAZA, 

2007). 

Os números de Padovan possui uma Matriz Q de ordem 3, a qual quando elevada a n-

ésima potência, pode-se obter o n-ésimo termo desta sem o cálculo da recursividade. A 

relação matricial pode ser representada pela matriz definida por Sokhuma (2013): 

0 1 0

0 0 1

1 1 0

Q

 
 

=
 
  

 

Foi identificada uma propriedade que quando a matriz Q é elevada a n-ésima potência, 

pode-se obter os números da sequência de Padovan sem utilizar a recursividade. Isso pode ser 

verificado na equação matricial seguinte. 

1 1

2 1

1 3 2

, 3

n n n

n

n n n

n n n

P P P

Q P P P n

P P P

− +

+ +

+ + +

 
 

= 
 
  

 

Outras matrizes geradoras, porém com propriedades semelhantes, foram encontradas e são 

apresentadas nos trabalhos de Cerda-Morales (2017), Seenukul (2015), Tas e Karaduman 

(2014) e Yilmaz e Taskara (2013). 

 

2.1 Matriz geradora Q de Tridovan 

 

A sequência de Tridovan é uma extensão da sequência de Padovan, chamada neste 

trabalho de 3( )nP  . Uma vez que esta também é uma sequência do tipo recorrente e linear, na 

qual os termos iniciais são: 3(0) 3(1) 3(2)1, 0, 1P P P= = = , e pode-se defini-la como: 

( ) ( ) ( ) ( )3 n 3 n 2 3 n 3 3 n 4P P P P− − −= + +  

De posse da fórmula anterior os termos da sequência podem ser calculados, assim têm-se:
, , , , , , , , , , ,...1 0 1 1 2 2 4 5 8 11 17  

De maneira semelhante à sequência de Padovan, a matriz geradora Q de recorrência, 

chamada de 3Q , pode ser estimada. Assim têm-se que: 

3

0 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

Q

 
 
 =
 
 
 

. 
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Teorema 1. Qualquer termo da sequência de Tridovan pode ser obtido através do cálculo 

da n-ésima potência de 𝑄3.  

 

3 3 3 3

3 3 3 3

3

3 3 3 3

3 3 3 3

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)0 1 0 0

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)1 0 1 0
, 3

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4)1 0 0 1

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)1 0 0 0

n

n

Q Q Q Q

Q Q Q Q
Q n

Q Q Q Q

Q Q Q Q

  
  
  = = 
  
  

   

 

De forma a simplificar a visualização dos termos da matriz anterior, o cálculo de cada um 

destes é apresentado em cada uma das linhas a seguir: 

 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

Q (1,1) = P ,

Q (1,2) = P ,

Q (1,3) = P ,

Q (1,4) = P ,

Q (2,1) = P + P +P ,

Q (2,2) = P + P +P ,

Q (2,3) = P + P +P ,

Q (2,4) = P

n

3 3 n

n

3 3 n 1

n

3 3 n 2

n

3 3 n 3

n

3 3 n 1 3 n 2 3 n 3

n

3 3 n 2 3 n 3 3 n 4

n

3 3 n 3 3 n 4 3 n 5

n

3 3 n 4

−

−

−

− − −

− − −

− − −

− ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

+ P +P ,

Q (3,1) = P + P ,

Q (3,2) = P + P ,

Q (3,3) = P + P ,

Q (3,4) = P + P ,

Q (4,1) = P ,

Q (4,2) = P ,

Q (4,3) = P ,

Q (4,4) = P

3 n 5 3 n 6

n

3 3 n 1 3 n 2

n

3 3 n 2 3 n 3

n

3 3 n 3 3 n 4

n

3 3 n 4 3 n 5

n

3 3 n 1

n

3 3 n 2

n

3 3 n 3

n

3 3

− −

− −

− −

− −

− −

−

−

−

( ).n 4−

 

Demonstração. Utilizaremos o princípio da indução finita para provar o teorema.  

Para n=1, temos que a matriz geradora é: 

1

3

0 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

1 0 0 0

Q

 
 
 =
 
 
 

 

Para n=2, temos que: 

2

3

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 0 0

0 1 0 0

Q

 
 
 =
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Supondo que vale para n=k: 

3 3 3 3

3 3 3 3

3

3 3 3 3

3 3 3 3

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

k

k

Q Q Q Q

Q Q Q Q
Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

 
 
 =
 
 
 

 

Onde cada termo é representado por: 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

Q (1,1) = P ,

Q (1,2) = P ,

Q (1,3) = P ,

Q (1,4) = P ,

Q (2,1) = P + P +P ,

Q (2,2) = P + P +P ,

Q (2,3) = P + P +P ,

Q (2,4) = P

k

3 3 k

k

3 3 k 1

k

3 3 k 2

k

3 3 k 3

k

3 3 k 1 3 k 2 3 k 3

k

3 3 k 2 3 k 3 3 k 4

k

3 3 k 3 3 k 4 3 k 5

k

3 3 k 4

−

−

−

− − −

− − −

− − −

− ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

+ P +P ,

Q (3,1) = P + P ,

Q (3,2) = P + P ,

Q (3,3) = P + P ,

Q (3,4) = P + P ,

Q (4,1) = P ,

Q (4,2) = P ,

Q (4,3) = P ,

Q (4,4) = P

3 k 5 3 k 6

k

3 3 k 1 3 k 2

k

3 3 k 2 3 k 3

k

3 3 k 3 3 k 4

k

3 3 k 4 3 k 5

k

3 3 k 1

k

3 3 k 2

k

3 3 k 3

k

3 3

− −

− −

− −

− −

− −

−

−

−

( ).k 4−

 

Assim, tem-se que vale para n = k+1: 

.k 1 k 1

3 3 3Q Q Q+ =  

3 3 3 3

3 3 3 31

3

3 3 3 3

3 3 3 3

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 0 1 0 0

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) 1 0 1 0
.

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) 1 0 0 1

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 1 0 0 0

k

k

Q Q Q Q

Q Q Q Q
Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

+

   
   
   =
   
   

  

 

Tem-se que cada elemento da matriz 3Q  é definido como: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )-2

( ) ( )

Q (1,1) = P  P  P P ,

Q (1,2) = P P ,

Q (1,3) = P P ,

Q (1,4) = P P ,

k 1

3 3 k 1 3 k 2 3 k 3 3 k 1

k 1

3 3 n 3 k 1 1

k 1

3 3 k 1 3 k 1

k 1

3 3 k 2 3 k 1 3

+

− − − +

+

+ −

+

− +

+

− + −

+ + =

=

=

=
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )-1 ( )-2 ( )-3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Q (2,1) = P + P +P P + P +P P + P +P

+ + = + + ,Q (2,2) = P + P +P P + P +P

k 1

3 3 k 2 3 k 3 3 k 4 3 k 3 3 k 4 3 k 5 3 k 4 3 k 5 3 k 6

k 1

3 k 3 k 1 3 k 2 3 k 1 3 k 1 3 k 1 3 3 k 1 3 k 2 3 k 3 3 k 1 2 3 k 1 3P P P P P P

+

− − − − − − − − −

+

− − + + + − − − + − + −

+ + =

= ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

Q (2,3) =P + P +P P + P +P ,

Q (2,4) = P + P +P P + P +P ,

Q (3,1) = P + P +P P P

3 k 1 4

k 1

3 3 k 2 3 k 3 3 k 4 3 k 1 3 3 k 1 4 3 k 1 5

k 1

3 3 k 3 3 k 4 3 k 5 3 k 1 4 3 k 1 5 3 k 1 6

k 1

3 3 k 2 3 k 3 3 k 3 3 k 4 3 k 4

+ −

+

− − − + − + − + −

+

− − − + − + − + −

+

− − − − −

=

=

+ + + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

P P + P =P +P ,

Q (3,2) = P +P =P +P ,

Q (3,3) = P +P =P +P ,

Q (3,4) = P +P =P +P ,

Q (4,1)

3 k 5 3 k 3 k 1 3 k 1 1 3 k 1 2

k 1

3 3 k 1 3 k 2 3 k 1 2 3 k 1 3

k 1

3 3 k 2 3 k 3 3 k 1 3 3 k 1 4

k 1

3 3 k 3 3 k 4 3 k 1 4 3 k 1 5

k 1

3

− − + − + −

+

− − + − + −

+

− − + − + −

+

− − + − + −

+

=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 = P +P +P =P =P ,

Q (4,2) = P =P ,

Q (4,3) = P =P ,

Q (4,4) = P =P .

3 k 2 3 k 3 3 k 4 3 k 3 k 1 1

k 1

3 3 k 1 3 k 1 2

k 1

3 3 k 2 3 k 1 3

k 1

3 3 k 3 3 k 1 4

− − − + −

+

− + −

+

− + −

+

− + −

  

 
 

2.2 Matriz geradora Q de Tetradovan 
 

Chamada neste trabalho de 4( )nP . Tetradovan é uma outra extensão da sequência de 

Padovan sendo definida como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 n 4 n 2 4 n 3 4 n 4 4 n 5P P P P P− − − −= + + + . 

onde seus termos iniciais são: 4(0) 4(1) 4(2) 4(3)1, 0, 1P P P P= = = = .   

A partir da fórmula de recorrência pode-se obter os 10 primeiros termos da sequência de 

Tetradovan, assim temos: 
, , , , , , , , , ,...1 0 1 1 2 3 4 7 10 16  

A extensão de ordem 5 da matriz Q, chamada de 4Q  , pode ser estimada como apresentada à 

seguir: 

4

0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 0 0

Q

 
 
 
 =
 
 
  

. 

Teorema 2. Qualquer termo da sequência de Tetradovan pode ser obtido através do cálculo 

da n-ésima potência de 𝑄4 . 
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4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

4 4

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)0 1 0 0 0

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)1 0 1 0 0

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)1 0 0 1 0

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)1 0 0 0 1

(5,1) (5,21 0 0 0 0

n

n

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q

 
 
 
 = =
 
 
   4 4 4

, 4

) (5,3) (5,4) (5,5)

n

Q Q Q

 
 
 
  
 
 
  

 

Onde cada termo da matriz anterior é dado por: 

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

Q (1,1) = P ,

Q (1,2) = P ,

Q (1,3) = P ,

Q (1,4) = P ,

Q (1,5) = P ,

Q (2,1) = P + P +P +P ,

Q (2,2) = P + P +P +P ,

Q (2,3) = P +

n

4 4 n

n

4 4 n 1

n

4 4 n 2

n

4 4 n 3

n

4 4 n 4

n

4 4 n 1 4 n 2 4 n 3 4 n 4

n

4 4 n 2 4 n 3 4 n 4 4 n 5

n

4 4 n 3

−

−

−

−

− − − −

− − − −

− ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(

 P +P +P ,

Q (2,4) = P + P +P +P ,

Q (2,5) = P + P +P +P ,

Q (3,1) = P + P +P ,

Q (3,2) = P + P +P ,

Q (3,3) = P

4 n 4 4 n 5 4 n 6

n

4 4 n 4 4 n 5 4 n 6 4 n 7

n

4 4 n 5 4 n 6 4 n 7 4 n 8

n

4 4 n 1 4 n 2 4 n 3

n

4 4 n 2 4 n 3 4 n 4

n

4 4 n

− − −

− − − −

− − − −

− − −

− − −

) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

+ P +P ,

Q (3,4) = P + P +P ,

Q (3,5) = P + P +P ,

Q (4,1) = P + P ,

Q (4,2) = P + P ,

Q (4,3) = P + P ,

Q (4,4) = P + P

3 4 n 4 4 n 5

n

4 4 n 4 4 n 5 4 n 6

n

4 4 n 5 4 n 6 4 n 7

n

4 4 n 1 4 n 2

n

4 4 n 2 4 n 3

n

4 4 n 3 4 n 4

n

4 4 n 4 4

− − −

− − −

− − −

− −

− −

− −

− )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

,

Q (4,5) = P + P ,

Q (5,1) = P ,

Q (5,2) = P ,

Q (5,3) = P ,

Q (5,4) = P ,

Q (5,5) = P .

n 5

n

4 4 n 5 4 n 6

n

4 4 n 1

n

4 4 n 2

n

4 4 n 3

n

4 4 n 4

n

4 4 n 5

−

− −

−

−

−

−

−  

Demonstração. Pode provar pelo princípio da indução finita a validade do teorema.  

Para n=1, temos a matriz geradora Q: 
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1

4

0 1 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 0 0

Q

 
 
 
 =
 
 
  

 

Para n=2, temos: 

2

4

1 0 1 0 0

1 1 0 1 0

1 1 0 0 1

1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

Q

 
 
 
 =
 
 
  

 

Supondo que vale para n=k, temos: 

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

k

k

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

 
 
 
 =
 
 
  

 

Onde cada termo é representado, como: 

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

Q (1,1) = P ,

Q (1,2) = P ,

Q (1,3) = P ,

Q (1,4) = P ,

Q (1,5) = P ,

Q (2,1) = P + P +P +P ,

Q (2,2) = P + P +P +P ,

Q (2,3) = P +

k

4 4 k

k

4 4 k 1

k

4 4 k 2

k

4 4 k 3

k

4 4 k 4

k

4 4 k 1 4 k 2 4 k 3 4 k 4

k

4 4 k 2 4 k 3 4 k 4 4 k 5

k

4 4 k 3

−

−

−

−

− − − −

− − − −

− ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(

 P +P +P ,

Q (2,4) = P + P +P +P ,

Q (2,5) = P + P +P +P ,

Q (3,1) = P + P +P ,

Q (3,2) = P + P +P ,

Q (3,3) = P

4 k 4 4 k 5 4 k 6

k

4 4 k 4 4 k 5 4 k 6 4 k 7

k

4 4 k 5 4 k 6 4 k 7 4 k 8

k

4 4 k 1 4 k 2 4 k 3

k

4 4 k 2 4 k 3 4 k 4

k

4 4 k

− − −

− − − −

− − − −

− − −

− − −

) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

+ P +P ,

Q (3,4) = P + P +P ,

Q (3,5) = P + P +P ,

3 4 k 4 4 k 5

k

4 4 k 4 4 k 5 4 k 6

k

4 4 k 5 4 k 6 4 k 7

− − −

− − −

− − −
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( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

Q (1,1) = P ,

Q (1,2) = P ,

Q (1,3) = P ,

Q (4,1) = P + P ,

Q (4,2) = P + P ,

Q (4,3) = P + P ,

Q (4,4) = P + P ,

Q (4,5) = P + P ,

Q (5

k

4 4 k

k

4 4 k 1

k

4 4 k 2

k

4 4 k 1 4 k 2

k

4 4 k 2 4 k 3

k

4 4 k 3 4 k 4

k

4 4 k 4 4 k 5

k

4 4 k 5 4 k 6

k

4

−

−

− −

− −

− −

− −

− −

( )

( )

,1) = P ,

Q (5,2) = P ,

4 k 1

k

4 4 k 2

−

−

 

( )

( )

( )

Q (5,3) = P ,

Q (5,4) = P ,

Q (5,5) = P .

k

4 4 k 3

k

4 4 k 4

k

4 4 k 5

−

−

−

 

Tem-se que vale para n = k + 1: 

.k 1 k 1

4 4 4Q Q Q+ =  

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

1

4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) 0

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)

.(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

k

k

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

+

 
 
 
 =
 
 
  

1 0 0 0

1 0 1 0 0

1 0 0 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
  

 

Para fins de facilitar a visualização, tem-se que cada elemento da 4Q   é definida como: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

Q (1,1) = P +P +P +P =P ,

Q (1,2) = P =P ,

Q (1,3) = P =P ,

Q (1,4) = P =P ,

Q (1,5) = P =P ,

Q (2,1) = P + P

k 1

4 4 k 1 4 k 2 4 k 3 4 k 4 4 k 1

k 1

4 4 k 4 k 1 1

k 1

4 4 k 1 4 k 1 2

k 1

4 4 k 2 4 k 1 3

k 1

4 4 k 3 4 k 1 4

k 1

4 4 k 2 4

+

− − − − +

+

+ −

+

− + −

+

− + −

+

− + −

+

− ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+P +P +P + P +P +

P +P + P +P +P ++P + P +P +P =

P + P +P +P =P + P +P +P ,

Q (2

k 3 4 k 4 4 k 5 4 k 3 4 k 4 4 k 5

4 k 6 4 k 4 4 k 5 4 k 6 4 k 7 4 k 5 4 k 6 4 k 7 4 k 8

4 k 4 k 1 4 k 2 4 k 3 4 k 1 1 4 k 1 2 4 k 1 3 4 k 1 4

k 1

4

− − − − − −

− − − − − − − − −

− − − + − + − + − + −

+

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

,2) = P + P +P +P =P + P +P +

P ,

Q (2,3) = P + P +P +P =P + P +P +

P ,

4 k 1 4 k 2 4 k 3 4 k 4 4 k 1 2 4 k 1 3 4 k 1 4

4 k 1 5

k 1

4 4 k 2 4 k 3 4 k 4 4 k 5 4 k 1 3 4 k 1 4 4 k 1 5

4 k 1 6

− − − − + − + − + −

+ −

+

− − − − + − + − + −

+ −
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) (

Q (2,4) = P + P +P +P =P + P +P +

P ,

Q (2,5) = P + P +P +P =P + P +P +

P ,

Q (3,1) = P + P

k 1

4 4 k 3 4 k 4 4 k 5 4 k 6 4 k 1 4 4 k 1 5 4 k 1 6

4 k 1 7

k 1

4 4 k 4 4 k 5 4 k 6 4 k 7 4 k 1 5 4 k 1 6 4 k 1 7

4 k 1 8

k 1

4 4 k 2 4 k

+

− − − − + − + − + −

+ −

+

− − − − + − + − + −

+ −

+

− ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+P +P + P +P +P + P +

P +P + P +P =P + P +P =P + P +

P ,Q (3,2) = P + P +P =P + P +

3 4 k 4 4 k 3 4 k 4 4 k 5 4 k 4 4 k 5

4 k 6 4 k 5 4 k 6 4 k 7 4 k 4 k 1 4 k 2 4 k 1 1 4 k 1 2

k 1

4 k 2 3 4 4 k 1 4 k 2 4 k 3 4 k 1 2 4 k 1 3

− − − − − − −

− − − − − − + − + −

+

+ − − − − + − + − ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (

P ,

Q (3,3) = P + P +P P + P +P ,

Q (3,4) = P + P +P =P + P +P ,

Q (3,5) = P + P +P =P + P

4 n 2 4

k 1

4 4 k 2 4 k 3 4 k 4 4 k 1 3 4 k 1 4 4 k 2 5

k 1

4 4 k 3 4 k 4 4 k 5 4 k 1 4 4 k 1 5 4 k 2 6

k 1

4 4 k 4 4 k 5 4 k 6 4 k 1 5 4

+ −

+

− − − + − + − + −

+

− − − + − + − + −

+

− − − + −

=

) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

+P ,

Q (4,1) = P + P +P + P +P + P +P + P =

P + P =P + P ,

Q (4,2) = P + P =P + P ,

Q (4,3) = P

k 1 6 4 k 2 7

k 1

4 4 k 2 4 k 3 4 k 3 4 k 4 4 k 4 4 k 5 4 k 5 4 k 6

4 k 4 k 1 4 k 1 1 4 k 1 2

k 1

4 4 k 1 4 k 2 4 k 1 2 4 k 1 3

k 1

4 4

+ − + −

+

− − − − − − − −

− + − + −

+

− − + − + −

+

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+ P =P + P ,

Q (4,4) = P + P =P + P ,

Q (4,5) = P + P =P + P ,

Q (5,1) = P +P + P +P =P P ,

k 2 4 k 3 4 k 1 3 4 k 1 4

k 1

4 4 k 3 4 k 4 4 k 1 4 4 k 1 5

k 1

4 4 k 4 4 k 5 4 k 1 5 4 k 1 6

k 1

4 4 k 2 4 k 3 4 k 4 4 k 5 4 k 4 k 1 1

− − + − + −

+

− − + − + −

+

− − + − + −

+

− − − − + −=

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

Q (5,2) = P =P ,

Q (5,3) = P =P ,

Q (5,4) = P P ,

Q (5,5) = P P .

k 1

4 4 k 1 4 k 1 2

k 1

4 4 k 2 4 k 1 3

k 1

4 4 k 3 4 k 1 4

k 1

4 4 k 4 4 k 1 5

+

− + −

+

− + −

+

− + −

+

− + −

=

=

  

 
 

3 Função geradora das extensões da sequência de Padovan 
 

A função geradora permite a resolução de recorrências lineares com coeficientes 

constantes Koshy (2001). Tal procedimento demonstrou como encontrar os números de 

Fibonacci sem ser necessário calcular todos os números que o procedem. Esta é uma série formal 

em que os seus coeficientes obtém informações sobre uma sucessão an com n pertencendo aos 

números naturais, e sendo uma função ( , )nG a x definida pela série:  

( , ) ...n 0 1 2 3

n n 0 1 2 3

n 0

G a x a x a x a x a x a x


=

= = + + + +  

Da mesma maneira como ocorre com a Sequência de Fibonacci no trabalho de Ferreira 

(2015), em Padovan essa função é multiplicada por x², x3 nas equações abaixo devido a sua 

relação de recorrência. Assim, para Padovan, tem-se que: 
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( , ) . . ² . ³ . ...

² ( , ) ² . ³ . . . ...

³ ( , ) . . . . ...

4

n 0 1 2 3 4

4 5 6

n 0 1 2 3 4

3 4 5 6 7

n 0 1 2 3 4

G P x P P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

 

Baseado na equação ( , ) [ ² ( , ) ³ ( , )]n n nG P x x G P x x G P x− +  e assumindo 0 1 2 1P P P= = = , 

temos: 

( , )( ² ³) . ( ). ²

( , )( ² ³)

( , )
( ² ³)

n 0 1 2 0

n

n

G P x 1 x x P P x P P x

G P x 1 x x 1 x

1 x
G P x

1 x x

− − = + + −

− − = +

+
=

− −

 

Essa função pode ser mostrada ainda alterando os valores iniciais para: 

0 1 21; 0; 1P P P= = = : 

( , )
²

n 3

1
G P x

1 x x
=

− −
 

Assim, serão mostradas os teoremas das extensões da sequência de Padovan. 

Teorema 3.  A Função Geradora de Tridovan,
( )3 n

P , é: 

( ) ( )( , ) .
( ² ³ )

3 n 3 n 4
n 0

1
G P x P x

1 x x x



=

= =
− − −

  

Demonstração. 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

( , ) . . ² . ³ . ...

² ( , ) ² . ³ . . . ...

³ ( , ) . . . . ...

( , )

3 n

3 n

3 n

4

3 n 3 0 3 1 3 2 3 3 3 4

4 5 6

3 0 3 1 3 2 3 3 3 4

3 4 5 6 7

3 0 3 1 3 2 3 3 3 4

4 4

3 0 3 1

G P x P P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

x G P x P x P

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + ) ( ) ( ) ( ). . . . ...5 6 7 8

3 2 3 3 3 4x P x P x P x+ + + +

 

Baseado na equação 
( ) ( )( ) ( )( , ) [ ² ( , ) ³ ( , ) ( , )]

3 n 3 n

4

3 n 3 nG P x x G P x x G P x x G P x− + +  e assumindo 

3(0) 3(1) 3(2)1, 0, 1P P P= = = , temos: 

( )

( )

( , )( ² ³ )

( , )
( ² ³ )

4

3 n

3 n 4

G P x 1 x x x 1

1
G P x

1 x x x

− − − =

=
− − −

 

                             

Teorema 4.  A Função Geradora de Tetradovan, 
( )4 n

P  ,é: 

( ) ( )( , ) .
( ² ³ )

4 n 4 n 4 5
n 0

1
G P x P x

1 x x x x



=

= =
− − − −

  

Demonstração. 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) . . ² . ³ . ...

² ( , ) ² . ³ . . . ...
4 n

4

4 n 4 0 4 1 4 2 4 3 4 4

4 5 6

4 0 4 1 4 2 4 3 4 4

G P x P P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

= + + + + +

= + + + + +
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( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

³ ( , ) . . . . ...

( , ) . . . . ...

( , ) . . . . ...

4 n

4 n

4 n

3 4 5 6 7

4 0 4 1 4 2 4 3 4 4

4 4 5 6 7 8

4 0 4 1 4 2 4 3 4 4

5 5 6 7 8 9

4 0 4 1 4 2 4 3 4 4

x G P x P x P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

x G P x P x P x P x P x P x

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

 

Baseado na equação
( ) ( ) ( )( ) ( )( , ) [ ² ( , ) ³ ( , ) ( , ) ( , )]

4 n 4 n 4 n

4 5

4 n 4 nG P x x G P x x G P x x G P x x G P x− + + +  e 

assumindo 4(0) 4(1) 4(2) 4(3)1, 0, 1P P P P= = = = , temos: 

( )

( )

( , )( ² ³ )

( , )
( ² ³ )

4 5

4 n

4 n 4 5

G P x 1 x x x x 1

1
G P x

1 x x x x

− − − − =

=
− − − −

 

    
 

A seguir, nas figuras 2 e 3, é apresentada uma caracterização de Huntley (1985), em que 

diz que ao determinarmos os primeiros coeficientes do desenvolvimento de / ( ² ³)1 1 x x− −

através de divisão direta, forma a sequência de Fibonacci, assim da mesma forma ocorre para 

a sequência de Padovan e suas extensões. Este procedimento foi realizado utilizando o 

software Máxima. 

 

 
Figura 2 – Desenvolvimento da Função Geradora de Tridovan 

Fonte: Elaborado pelos autores. 
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Figura 3 – Desenvolvimento da Função Geradora de Tetradovan 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

 

4 Fórmula de Binet para as extensões da sequência de 

Padovan 
 

Abraham de Moivre (1667-1764) conseguiu descobrir uma fórmula onde é possível 

encontrar o termo geral de uma sequência sem recursividade, porém tal investigação 

matemática homenageou Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856), sendo então chamada de 

Fórmula de Binet. Assim, para uma sequência recorrente, é possível encontrar qualquer termo 

desta sem necessitar conhecer os anteriores, sabendo apenas da posição do termo na 

sequência. 

Para que seja possível encontrar tal fórmula, é necessário conhecer o polinômio 

característico da sequência. Para os números de Padovan, este polinômio é dado por: 

³x x 1 0− − =  

As suas raízes são dadas por uma real e duas complexas, sendo elas: 

3 3
1

1 1 23 1 1 23
x

2 6 3 2 6 3
= + + −  

, . .3 3
2 3

1 3 1 1 23 1 3 1 1 23
x x i i 0 662359 0 56229i

2 2 2 6 3 2 2 2 6 3

   
= −  + + − −  −       
   

  

A única raiz real encontrada a partir da equação acima é conhecida como o número 

plástico, no qual representa a relação de convergência entre os números vizinhos desta 

sequência. Os coeficientes que irão compor a fórmula de Binet foram encontrados através de 

recursos computacionais e são apresentados a seguir: 
0.411495588662646,

0.294252205668677 + 0.138111394322887i,

0.294252205668677 - 0.138111394322887i

A

B

C

=

=

=

 

Assumindo ; ;0 1 2P 1 P 0 P 1= = = , é possível representar a fórmula de Binet da seguinte 

maneira: 

( ) ( ) ( ) ( )n n n

n 1 2 3P A x B x C x= + +  
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4.1 Fórmula de Binet para a sequência de Tridovan 
 

Levando em consideração a fórmula de recorrência de Tridovan:

( ) ( ) ( ) ( )3 n 3 n 2 3 n 3 3 n 4P P P P− − −= + +  , o polinômio característico desta sequência pode ser calculado 

através da seguinte relação: 

. . ² ¹ . ²

²

4 3 0

4

x 0 x 1 x 1x 1 x x x 1

x x x 1 0

= + + + = + +

− − − =
 

Afim de obter a fórmula de Binet, foi realizado o cálculo para encontrar as raízes de tal 

polinômio. Para isso, considere 
( )

23

3
29 1 29

S
54 9 54

−  
= + +  

 
 e  

( )
23

3
29 1 29

T
54 9 54

−  
= − +  

 
 . 

Desta forma, as raízes calculadas são: 

,

,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

1

2

3

4

1
x S T

3

x 1

1 1 3
x S T S T i

3 2 2

1 1 3
x S T S T i

3 2 2

= + +

= −

= − + + −

= − + − −

  

Utilizando recursos computacionais para realizar o cálculo dos coeficientes A,B,C e D , e 

assumindo como valores iniciais desta sequência os termos: ( ) ( ) ( ) ( ), ,3 0 3 1 3 2 3 3P 1 P 0 P P 1= = = = , 

temos: 
0.363479691983576,

,

0.151593487341546 + 0.08125301631906152i,

0.151593487341546 - 0.08125301631906152i.

A

1
B

3

C

D

=

=

=

=

  

Pode-se obter a fórmula completa de Binet para Tridovan dada por: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

3 n 1 2 3 4P A x B x C x D x= + + +  

 

4.2 Fórmula de Binet para a sequência de Tetradovan 
 

Para os números de Tetradovan, dado pela seguinte relação de recorrência:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 n 4 n 2 4 n 3 4 n 4 4 n 5P P P P P− − − −= + + + , pode-se perceber que é possível calcular o seu polinômio 

característico através de: 

. . ¹ . ²

²

5 4 3 2 0 3

5 3

x 0 x 1 x 1x 1x 1 x x x x 1

x x x x 1 0

= + + + + = + + +

− − − − =
 

Para encontrar as raízes deste polinômio, é importante lembrar que as equações 

polinomiais a partir do quinto grau não possuem fórmulas algébricas, assim pode-se encontrar 

facilmente o valor das suas raízes e de seus coeficientes utilizando recursos computacionais 

(BERGLUND, 2011). 
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1.534157744914266,

-0.847176932319066 + 0.431759163450406i,

-0.847176932319066-0.431759163450406i,

0.080098059861933+0.845297859789085i,

0.080098059861933 - 0.845297859789085i.

1

2

3

4

5

x

x

x

x

x

=

=

=

=

=

  

Os coeficientes , , ,A B C D  e E , também são encontrados da mesma maneira que a 

anterior, então temos: 

0.334339096494331,

0.2259539783861 + 0.09237537015554i,

0.2259539783861 - 0.09237537015554i,

0.106876473366734 + 0.039889068843709i,

0.106876473366734 - 0.039889068843709i.

A

B

C

D

E

=

=

=

=

=

  

Levando em consideração os valores iniciais de tal sequência:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,4 0 4 1 4 2 4 3 4 4P 1 P 0 P P 1 P 2= = = = =  , podemos obter a fórmula de Binet para esta sequência 

como sendo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n

4 n 1 2 3 4 5P A x B x C x D x E x= + + + +  

 

5 Conclusão 
 

Neste artigo foram estabelecidas as extensões dos números de Padovan, uma outra 

sequência semelhante a de Fibonacci, porém pouco conhecida e estudada, além de ser de 

terceira ordem. 

Nas seções passadas, foram abordadas as propriedades das extensões da Sequência de 

Padovan, em que foram descobertas variando o padrão de outras propriedades já conhecidas 

desta sequência, além de utilizar o raciocínio lógico, provas matemáticas e recursos 

computacionais para diagnosticar essas extensões.  

Novas propriedades foram estudadas como forma de obtermos os termos destas 

extensões da sequência de Padovan, sem utilizar a relação de recorrência, tais como: a matriz 

geradora Q, a fórmula de Binet e a função geradora. Vale salientar que a seguinte proposta 

apresentada neste trabalho contribui de forma alternativa ao ensino de sequência lineares e 

recorrentes, bem como para a área de matemática pura. 

Para trabalhos futuros, algumas propriedades de matrizes geradoras apresentadas neste 

trabalho podem ser estudadas, bem como suas aplicações em outras áreas de ensino. 
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