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Problema de localizacao de Weber com regioes
circulares e funcoes demanda radialmente
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Weber locational problem with circular regions and radially
symmetric demand functions

Resumo

Neste trabalho generalizamos o problema de localizacao de We-
ber com firma pontual e regides de demanda circulares a fim
de considerar fun¢des demanda radialmente simétricas dentro de
cada regido. Além disso, derivamos férmulas integrais em co-
ordenadas polares para o método iterativo de Weiszfeld modifi-
cado e o implementamos computacionalmente para a resolucio
numérica do problema de localizacdo. As principais conclusdes
obtidas sdo que o método iterativo proposto converge em re-
lativamente poucas iteragdes para a posi¢cdo Otima em variadas
configuracdes do problema de localizacdo considerado, inclusive
quando h4 regides sobrepostas umas as outras, € que quanto mais
concentrada no centro dos discos estiver a demanda, menor € o
custo total minimo associado a localizagdo 6tima.
Palavras-chave: Problema de Weber. Teoria da localizacdo
Otima. Pesquisa operacional. Regides circulares. Método de
Weiszfeld.

Abstract

In this work we generalize the discrete facility and circular de-
mand regions Weber location problem in order to consider radi-
ally symmetric demand functions inside each region. Moreover,
we derive integral formulas in polar coordinates for the modified
Weiszfeld iterative method, and computationally implement it to
the numerical resolution of the location problem. The main con-
clusions obtained are that the proposed iterative method converges
in relatively few iterations to the optimal position in the various
configurations of the location problem considered, even conside-
ring overlapping regions, and that the more concentrated the de-
mand is at the center of the disks, the lower is the minimum total
cost associated with the optimum location.

Keywords: Weber problem. Optimal location theory. Operatio-
nal research. Circular regions. Weiszfeld method.
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1 Introducao

O problema de localizagdo industrial proposto por Alfred Weber no inicio do século XX
(WEBER, 1929), pode ser enunciado da seguinte forma (BECKMANN e THISSE, 1986; MC-
CANN, 2013): uma nova empresa, maximizadora de lucros e tomadora de precos nos mercados
de produto, insumos, fatores de producao e transporte, precisa determinar sua localiza¢ao 6tima,
considerando que j4 existe um total de n fornecedores e mercados consumidores pontuais, cujas
localizagdes, distintas, sio dadas por ¥; = (x;,y;) € R%,i=1,...,n, e que o espaco é homogéneo,
ou seja, as atividades da nova empresa nio dependem de sua localizacio!. Conforme abor-
dado mais detalhadamente na préxima se¢ao, este problema se reduz ao problema de encontrar a
localizag¢@o 6tima no plano, 5*, que minimiza o custo total de transporte de insumos/mercadorias,
ming g2 C(5) = Y7 w;||X; —5]|, onde w;||X; — 5]| € o custo de transporte de insumos/mercadorias
entre a firma e o fornecedor/mercado localizado em X;.

Geometricamente, este problema é simplesmente o de encontrar o ponto no plano que mini-
miza a soma das distancias ponderadas por w; > 0 aos n pontos dados, o qual € uma generalizacao
de um problema mais antigo proposto por Fermat no inicio do século XVII — encontrar o ponto
no plano que minimiza a soma das distancias a trés pontos dados —, e que foi resolvido por Tor-
ricelli antes do ano de 1640 (KUHN, 1967, 1973). Numericamente, Weiszfeld foi o primeiro a
propor um método iterativo de solucdo para o problema de Weber (WEISZFELD, 1937), o qual é
analisado com mais rigor quanto a questdes de convergéncia por Brimberg (2003) e Kuhn (1973).

Uma caracteristica do problema de Weber é que tanto a empresa que estd decidindo sua
localizacdo, quanto os fornecedores/mercados cujas localizagdes sdo dadas, sdo pontos discretos
no plano, sem extensao espacial. Entretanto, na literatura encontramos vérios trabalhos que consi-
deram firma/fornecedores/mercados descritos por regides extensas no plano. Love (1972) propoe
um procedimento computacional para resolver o caso em que a firma € pontual, mas as demandas
sdo regides retangulares no plano; Drezner (1986) considera o caso em que tanto a nova firma,
quanto as demandas, sdao descritas por regides circulares, com as demandas dadas por densidades
de probabilidade uniforme em cada regido; Koshizuka e Kurita (1991) derivam férmulas apro-
ximadas para a distancia média entre regides circulares e as aplica na solu¢do de problemas de
localizagdo, inclusive considerando dados regionais de quatro distritos de Toéquio, obtendo assim
uma boa aproximagao para a solu¢do destes problemas; Carrizosa, Conde, Muinoz-Marquez e Pu-
erto (1995) consideram firmas e demandas dadas por regides compactas, descritas por medidas de
probabilidade genéricas, e propde uma notacao que permite a integragdo de problemas discretos,
regionais e mistos, provando vdrias propriedades que permitem a solug¢do destes problemas por
algoritmos numéricos existentes; e por fim, Chen (2001) considera o caso de uma firma pontual
servindo regides circulares/pontuais/mistas de demanda, estas dltimas descritas por densidades de
demanda constantes dentro de cada circulo, os quais podem ser sobrepostos, e propde um método
iterativo de Weiszfeld modificado para a resolugio de problemas de localizagdo associados.

O objetivo deste artigo € generalizar o problema considerado em Chen (2001), no sentido
de considerar densidades de demanda radialmente simétricas nas regides circulares. Em parti-
cular, adaptamos o método iterativo proposto a fim de considerar tais fun¢des de demanda nao
constantes, e o aplicamos na resolu¢do de alguns problemas de localizacao.

O presente artigo estd estruturado da seguinte forma: na secdo 2 revisamos o problema
classico de localizacao de Weber, sua interpretacao fisica, o método iterativo de Weiszfeld e a

I'A atividade de uma empresa dependeria de sua localizacdo se, por exemplo, se tratasse de uma empresa explo-
radora de recursos naturais localizados em dado ponto do espaco, tal como uma mineradora.
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resolucdo numérica de um exemplo; na secdo 3 apresentamos o problema de Weber com uma
firma pontual e demandas descritas por regides circulares com densidades de demanda radial-
mente simétricas, o método de Weiszfeld modificado e ilustramos com a solu¢do de algumas
configuracdes do problema de localizagdo; por fim, na secao 4 finalizamos com as conclusdes do
trabalho e perspectivas de pesquisas futuras.

2 Problema de localizacao de Weber

Nesta sec@o apresentamos o problema de localizacdo de Weber, onde uma firma pontual pre-
cisa determinar sua localiza¢do 6tima, considerando que ja existem um total de n fornecedores e
mercados consumidores pontuais, cujas localizagdes, distintas, sdo dadas por X; = (x;,y;) € R2,
i=1,...,n. Inicialmente definimos:

e ¢(X;) como a quantidade de produto final vendido pela nova empresa para o mercado con-
sumidor localizado em X; e ' a sua taxa de transporte;

® q1(X),...,qm(X;) como as quantidades dos m insumos vendidos pelo fornecedor localizado
em X; a nova empresa e t{,...,1,, as suas respectivas taxas de transporte.

As quantidades ¢(X;),q1 (%), . .,qm(X;) sdo ndo-negativas, ndo podendo todas serem simultane-
amente nulas. Geralmente essas quantidades sdo medidas em unidades de peso (Kg, ton) e as
taxas de transporte associadas como unidade monetaria ($) por peso vezes distancia ($/(Kg.Km),
$/(ton.Km), etc.). Sendo assim, temos que o custo total (em $) para transportar bens entre a nova
empresa e o fornecedor/mercado localizado em X; é dado por:

Gi(5) = | 'q(®)+ Y t5q; (&) | di = wid,
=l
—;

onde § = (x,y) € R? é a localizacio da nova empresa, w; > 0 é definido como o peso ideal
associado a localizacdo X; e d; € a distancia entre esta localiza¢do e a nova empresa. Geralmente
essa distancia é calculada através da norma euclidiana:

di = d(55) =[5~ = /(=0 + 0= 3)>

Note que o peso ideal w; é uma funcdo crescente das quantidades de bens transacionadas entre a
nova empresa e a posi¢ao X; e das taxas de transporte destes bens.

Como a empresa ndo consegue influenciar os precos de mercado, para atingir o objetivo de
maximizar seu lucro, ela deve, de forma equivalente, encontrar a localizacdo que minimiza o
custo total de transporte:

isto é, precisa resolver o problema de minimizagao:

minC(s) = ¥ wil % — 511 (1)
i=1

FeR?
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No geral, como a norma euclidiana é uma func¢do convexa no plano e w; > 0, entdo a fun¢do
custo total do problema acima também ¢é convexa. Desta forma, existe um minimizador global 5*
para o custo total de transporte, o qual ndo precisa inico. Entretanto, Kuhn (1967) apresenta os
seguintes resultados:

Teorema 1: Se os n pontos distintos ¥; = (x;,y;) € R? ndo sdo colineares, entdo C(5) é uma
funcdo estritamente convexa de 5. Se os pontos sdo colineares, entdo C(5) € linear por partes nas
retas conectando estes pontos, e estritamente convexa no resto do plano.

Corolario 1: Se os 1 pontos distintos X; = (x;,y;) € R? nio sdo colineares, entio C(5) possui
um Unico ponto de minimo global.

Sendo assim, um ponto que satisfaca as condi¢des de primeira ordem abaixo € automatica-

= .

mente um ponto de minimo global de C(5)

0C & wi(x—x;
€y (x—x;)

ox ~ &)
aC & wily—yi
oy b (2b)
dy 5 IIxi—5
Em notacdo vetorial, (2a)-(2b) podem ser escritas como:
- Lowi(5—X) =
i=1 || — 51|
o que € valido sempre que 5 # X;, i = 1,...,n. Da expressdo acima temos que:
n WiXi
2 =1 []x;—5]]
S=cr—w
i=1]%;—s]]

Embora nao seja possivel resolver explicitamente esta equagcdo para s, podemos utilizd-la para
definir, de forma bastante natural, um método numérico iterativo. Substituindo o 5 no lado direito
desta equagao por s, a posicao da nova empresa no passo atual k, e o do lado esquerdo por 5. |,
sua posicdo no passo seguinte, k + 1, e considerando s uma posi¢do inicial qualquer da nova
empresa que ndo coincida com nenhum X;, obtemos:
n WiX;
- =1 [[%—5]]
Sk+1:W,k:O,l,2,3,... (4)

=1 15—l

A aplicagdo sucessiva desta formula fornece uma sequéncia de aproximacdes da solucdo de (3)
que esperamos convergir para a posi¢ao 6tima §*:

- - - —x
§1,82,83, =28 .

Na pritica, a iteracdo € executada até que certo critério de parada seja satisfeito. Uma possibili-
dade € parar quando o erro relativo estimado entre duas aproximacdes sucessivas fique abaixo de
um valor pequeno 0 < € << 1 definido a priori:

|[8%1 — 5k]|

— <e&. @)
[I5%]|
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Observe que (4) é na verdade uma versao do método do gradiente, pois pode ser reescrito como:
§k+1 = §k — OCkVC(Ek), k=0,1,2,3,...
sendo o tamanho do passo dado por:

1
no W
i=1[[%—5]]

oy =

Observacao 1: Weiszfeld foi o primeiro autor a propor o método numérico iterativo apresentado
acima, a fim de resolver o problema de Weber (WEISZFELD, 1937). Kuhn (1973) demonstra
um teorema de convergéncia para este método, nos casos em que o ponto 53 nao coincida, em
nenhum passo de tempo, com as localiza¢des dos fornecedores/mercados dados, isto €, desde
que S, #X;, i =1,...,n, para todo passo k = 0,1,2,3,... E importante notar, entretanto, que
existem condigdes iniciais, sy, que fazem com que o método iterativo gere §; = X; para algum
k e i, causando a divergéncia do mesmo. Entretanto, tais condi¢des iniciais probleméticas sao
relativamente raras — para uma discussiao mais detalhada, ver Brimberg (2003) [J

Exemplo 1: Na Figura 1 apresentamos a solu¢ao do modelo de Weber considerando trés locali-
dades dadas pelos vértices de um tridngulo equildtero, através da aplicacdo do método iterativo
(4)-(5). O mesmo foi implementado no software matemético MATLAB®. Neste exemplo sdo
considerados quatro cendrios para os pesos ideais, sendo que os parametros do problema sdo
apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Pardmetros do problema considerado no Exemplo 1

X (100, 100)

X (900, 100)

%3 | (500,100 -+ v/800% — 4002)
50 (150,200)

£ 10°°

No primeiro cendrio (A), os pesos ideais s3o iguais e unitdrios para as trés localidades, w; =
wy, = w3 = 1. Neste caso, a localiza¢do 6tima da nova firma s*, destacada em vermelho, fica
equidistante as trés localidades dadas. O rastro em azul, partindo de s, representa os passos
intermedidrios do método numérico. O segundo cendrio (B) retrata um aumento de 50% no peso
ideal associado a posi¢do X», w; = 1,wp, = 1.5,w3 = 1. Tal aumento poderia ser o resultado
de um aumento nas quantidades de bens transacionados com esta regido e/ou em suas taxas de
transporte. Neste caso, como podemos observar na figura, a localizagdo 6tima se aproxima de
X», pois a unica forma da nova firma compensar este aumento em w, € diminuindo sua distancia
em relacdo a X». No terceiro cendrio (C), w3 aumenta em relacido aos outros pesos (w; = 1,wp =
1.5,w3 = 2), de forma que seu peso ideal se torna o maior. Como consequéncia, a posi¢ao Otima
se aproxima de X3. Por fim, no dltimo caso (D), w; aumenta em relagdo aos outros pesos ideais
(w; =2.5,wp = 1.5,wz =2), de forma a se tornar o maior peso. Por sua vez, a posi¢do 6tima se
aproxima de X;. Na Tabela 2 apresentamos os valores 6timos retornados pelo método numérico
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para cada um dos cendrios representados na figura. O niimero de iteragcdes numéricas necessarias
para a convergéncia é apresentado na ultima linha desta tabela.

Em suma, uma nova firma maximizadora de lucros e tomadora de precos tenderd a se locali-
zar mais proxima do local com o qual transaciona mais intensamente e cujas taxas de transportes

sejam mais altas [
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Figura 1 — Solucao do problema de Weber apresentado no Exemplo 1
Fonte: Elaborado pelo autor

Interpretacao Fisica: Em Chen (2001) é apresentada uma interpretagdo fisica para o pro-
blema de localizacdo de Weber, onde o fornecedor/mercado localizado em X; exerce uma forca
de atracdo sobre a nova empresa, forca esta que possui magnitude dada pelo seu peso ideal.
Para ver isto, basta considerar a fungio custo C;(s) como uma fun¢do potencial e suas derivadas
parciais como definidoras de um campo de forcas dado pelo campo vetorial gradiente:

Xi—X

ﬁl’ = —%Cl' = (W, 'yi —Y

T,W,Ti) = (wj cos ¢, w; sen ¢;),

onde ¢; é o Angulo entre a reta ligando 5 e X; e a horizontal, conforme apresentado na Figura 2. O
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Tabela 2 — Valores 6timos do exemplo com n =3

(A) B) © (D)
5" (500,00;330,94) | (692,79;219,63) | (522,51;615,78) | (339,31;273,48)
C(5") 1.385,64 1.568.38 1.982,41 2.706,57
dy 461,88 604,74 666,74 295,58
d>r 461,88 239,27 639,16 586,91
d3 461,88 604,74 178,47 543,63
Iteracoes 23 66 104 59
X;=(X;,¥)

Figura 2 — Defini¢dao do angulo ¢;
Fonte: Adaptado de Chen (2001)

campo de atracdo de um fornecedor/mercado localizado em X; = 0 é ilustrado na Figura 3. Note
que a magnitude da forca atrativa na direcdo de X; € dada pelo peso ideal w; e ndo depende da
distancia ao fornecedor/mercado.

Assim, a forcga resultante sobre a nova empresa, F, é dada pela soma vetorial das forcas
atrativas dos n fornecedores/mercados:

i = —Zn‘,§ci =-V (ia) = —VC.
i=1

i=1

F =

I
|

Portanto, nesta nova linguagem, a localizag¢ao 6tima de Weber serd o ponto do plano, 5%, onde as
forcas atrativas dos n fornecedores/mercados entram em equilibrio, ou seja, onde a forga resul-
tante sobre a nova empresa € nula, F(5°) =0 O

3 Modelo de Weber com mercados circulares e demandas ra-
dialmente simétricas
Aqui introduzimos uma generalizacdo do problema de Weber com regides circulares e de-

mandas uniformemente distribuidas considerado em Chen (2001). Ainda consideramos uma nova
empresa pontual, mas agora as n regides circulares descrevendo mercados/fornecedores sao dadas
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Figura 3 — Campo de atracido de um fornecedor/mercado localizado em X; = 0
Fonte: Elaborado pelo autor

por discos fechados no plano D;, de raio R; e centro X;, cujos pesos ideais sdo fungdes densidade
radialmente simétricas integraveis em D; dadas por w; : D; =+ R, ,i=1,...,n. Sem perda de ge-
neralidade, vamos considerar D; um mercado consumidor; assim a fungéo @;(Z), Z = (zx,2y) € D;,
pode ser interpretada como uma funcao densidade de demanda relacionada a esta regido.

Nesse caso, o custo de transporte de bens entre a nova empresa localizada em 5 e a regidao D;

€ dado pela seguinte integral dupla:
9= [| e@aEaa. ©)
D;

Observe que se [[, @;(Z)dA = 1, @;(Z) pode ser interpretada como uma fung@o densidade de
probabilidade, e portanto C;(5) pode ser vista como a distincia esperada entre a nova empresa e
a regido D; (CARRIZOSA, CONDE, MUNOZ-MARQUEZ e PUERTO, 1995). Considerando
o Teorema 3.2 demonstrado em Carrizosa, Conde, Mufioz-Marquez e Puerto (1995), temos que
(6) é uma fungdo estritamente convexa para uma ampla gama de fun¢des @;(Z). Desta forma, o
problema de minimizar os custos totais de transporte:

mlnC w;(?2)||7—5]|dA (7)
=1 [, @@l

possui minimizador global unico. As condi¢des de primeira ordem para este problema sdo:

oC 2//“* (x— Z)‘dA:o, (8a)

W—

= Elfyiah AE=2) 44— (8b)
i=1 ||Z H
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as quais podem ser combinadas como:
(Dl ) =
— 2 dA = 0. ©)
HZ— I

Observacao 2: Considerando o caso particular em que a fungdo demanda é concentrada na
origem:
o= (Dl(z) = Wié('x_-xiuy_yi)7

onde w; é a demanda total associada a regido D; e d(x —x;,y — y;) é a fungdo delta de Dirac
centrada em ¥;, temos, utilizando a propriedade da filtragem?, que a equacdo (7) se reduz ao
problema de Weber original (1), com a condicao de primeira ordem (9) se reduzindo a (3) [J

De forma andloga a secdo anterior, (9) pode ser utilizada para definir o seguinte método
iterativo, adaptagdo do método de Weiszfeld da secdo anterior:

Y ), .
Ty = D”Z sk” =S BVC(), k=0,1,2.3, (10)

1 o, A

onde o tamanho do passo, f3; € definido como:

1 L
n R 7 74
LSl 2pda T W

B =

sendo que definimos:

W; = // |Z_Sk||dA eW = ZW

Em termos de componentes, (10) pode ser escrito da seguinte forma:

o;(
X1 = Xk + = 2/ l

O =) )y
HZ—SH

o; y)
yk+1—)’k+ Z/ l||Z—S|| dA

Definindo § = {(5) como o angulo entre o segmento de reta 57 e a horizontal (ver Figura 4),
temos que:

cos { =
]

e assim:

Xprl =X+ — Z// ;(Z) cos € dA, (11a)

Vert = Vit Z// () sen { dA. (11b)

2Propriedade da filtragem da fungdo delta de Dirac: [[p2 8(Z— %) f(Z)dA = f(%).
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Figura 4 — Definicdo dos angulos { e ¢;
Fonte: Adaptado de Chen (2001)

Na Figura 4 também definimos o angulo entre a reta 57 e a reta sx; como ¢@; = { — ¢;, de onde
temos que:
cos § = cos (¢; + @;) = cos ¢; cos @; — sen ¢; sen @;,

sen § = sen (¢; + ¢;) = sen @; cos @; + cos @; sen ;.

Note que, para percorrer todo o disco D;, o dngulo ¢; deve percorrer o intervalo simétrico:

R; R;
min max {—arcsen (—) ,arcsen (—):| , S€ di Z Rl‘
o™, "] = d; d; (12)
[—m, 7], sed; <R;

onde d; € a distancia entre s e o centro do disco D;, X;.
Como as func¢des densidade de demanda sdo radialmente simétricas em cada disco, temos
que as integrais em (11a)-(11b) podem ser simplificadas:

//Di @;(Z) cos § dA = (//D,- @;(Z) cos ¢; dA) cos ¢ — (//Di wi(Z) sen @; dA) sen ¢

J/ J/

;2' =0 po;;metria
// ;(7) sen § dA = (// ;(7) sen @ dA) cos ¢; + (// ;(Z) cos @ dA) sen ¢;
D; D; D;
=0 po;;metria ;71

e portanto, o0 método iterativo se reduz a:

Y 1icos ¢;

Xj1 = X+ W (13a)
n
YL .

Veut =y 4 Zi=idisen & V’Vsen % —0.1.2.3.... (13b)
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onde definimos /; = [[, i(Z) cos ¢; dA como a magnitude total da forca de atragdo exercida por
todos os pontos do disco D;, projetados na direcao da reta conectando s ao centro do disco, X,
que € seu centro de massa.

As férmulas derivadas acima sao validas para s estando dentro ou fora do disco D;. Conside-
rando coordenadas polares, temos que:

e (%))
I,' = . / a)i(r) COSs @; I’drd(pi (14)
(Pl(’l’lll‘l nln((Pl)

onde (p’"’” e @"** sdo dados por (12), r’l-"i” ¢ dado por:

d; cos @; — \/Rl2 —d? sen?q;, sed; > R,
0, sed; <R;

P (@;) = d; cos @; + \/Rz2 — d} sen @;,Vd;, (10

Os detalhes do célculo de rl*”i” e r", que decorrem de simples consideragdes geométricas,
podem ser encontrados em Chen (2001). Além disso, temos que:

(plma,\ WlﬁlX (Px
/ / P rPdrdg; (17)

max

‘Pz
/ / (r)drdg; (18)

onde os limites de integragdo também sdo dados por (12), (15) e (16).
Observacao 3: Se considerarmos fun¢gdes demanda constantes no método iterativo acima (13a)-
(18), i.e. @;(r) = w; = constante, recuperamos as féormulas apresentadas em Chen (2001) OJ

A seguir apresentamos alguns exemplos de funcdes peso ideais radialmente simétricas, com
a maior densidade de demanda no centro do disco:

(a) Funcao pontual: € o caso considerado no modelo original de Weber, onde toda a demanda
w; estad concentrada no centro do disco, o que pode ser descrito pela funcdo delta de Dirac:

@;(Z) = wid(x —xi,y — yi).- (19)

(b) Funcao gaussiana: neste caso o disco apresenta demanda no formato de uma gaussiana
radialmente simétrica com desvio padrdo ¢, com a maxima densidade de demanda em seu centro,
e entdo decaindo exponencialmente até a fronteira:

X—X; 2 —Vyi 2 ’
ffDi exp [_( 262) _ (yzgz) } dA

Escolhendo ¢ = %, a fim de garantir uma queda na densidade de demanda nem muita ripida,
nem muito lenta, até chegar na fronteira do disco, temos:

;(Z) = w;

) exp [_ 16(;;2%')2 _ 16(%’1;2%)2}
i(2) = wi 16(x—x;)? _ 16(y—yi)? ' 20)
ffD eXp [ 2R? - 2R2 ] dA
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(c) Funcao conica concava: neste caso cada disco possui um cone concavo de demanda,
apresentando a maxima densidade de demanda em seu centro, e entdo decaindo linearmente até
zero no circulo fronteirigo:

@@ = 2 (1= g /= + -0, e

N 7'L'Rl2 R,’

(d) Funcao paraboloide concavo: neste caso cada disco possui um paraboloide concavo de
demanda, com a mixima densidade de demanda em seu centro, e entdo decaindo parabolicamente

até zero na fronteira: 5 5 5
2w; <R - [(x—xi)2+(y—yi) ])‘ 22)
R;

wi(Z) =
0=
O caso uniforme, considerado em Chen (2001) é:
(e) Funcao constante: podemos considerar que a demanda total w; € uniformemente dis-
tribuida no disco D;, ou seja:

. Wi
w;(7) = g

Abaixo apresentamos exemplos de fung¢des peso ideais radialmente simétricas, com maior
densidade de demanda na parte fronteiri¢a do disco:

(f) Funcao gaussiana invertida: neste caso o disco apresenta demanda no formato de uma
gaussiana invertida radialmente simétrica com desvio padrao o, com demanda nula no centro e
maxima densidade de demanda na fronteira:

(23)

—x)? —yi)?

N ) s
@;(Z) = w; ) (—xi)2 (=] g4
TR~ [y exp [~ 52— 0]

Escolhendo 0 = a_e’ a fim de garantir uma queda na densidade de demanda nem muita rapida,
nem muito lenta, até chegar na fronteira do disco, temos:

1 —exp [— 16(;,;fi)2 - 16(31;2”)2]
Oi(2) = wi 16(—x)2 _ 160—yi)2 ] 14 (29
7L'R2 - ffDi exXp |:_ 2R2l - 2R21 i| dA

(g) Funcao conica convexa: neste caso cada disco possui um cone convexo de demanda, apre-
sentando demanda nula no centro, e entdo crescendo linearmente até o circulo fronteirico:

3w; (1
0(0) = s (V=32 0302 25

(h) Funcao paraboloide convexo: neste caso cada disco possui um paraboloide convexo de
demanda, com demanda nula no centro e crescendo parabolicamente até na fronteira:

2w {(x—x,-)z +(y _)’i)z] .

. (26)

oi(2) = TR?
1

Exemplo 2: Na Figura 5 (A) apresentamos os perfis das fun¢des demanda unitarias (w; = 1)
radialmente simétricas e com densidade concentrada mais préximo ao centro do disco (19)-(23):

JUCHEM NETO, J. P. Problema de localizacéo de Weber com regides circulares e funcdes demanda radialmente simétricas. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista
de Matematica, Bauru, v. 15, p. 1-18, jul. 2019.
DOI: 10.21167/cqdvol15201923169664jpjn0118 Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

12



demanda pontual considerada no modelo de Weber padrao e dada pela funcdo delta de Dirac (re-
presentada pela seta vertical preta), gaussiana, conica cOncava, paraboloide concavo e constante,
todas ordenada da maior para a menor concentra¢do no centro e consideradas em um disco de raio
unitdrio (R; = 1). J4 na Figura 5 (B) apresentamos os perfis das fun¢des demanda unitarias com
densidade concentrada mais proxima a fronteira do disco (23)-(26): paraboloide convexo, cOnica
convexa, gaussiana invertida e constante, todas ordenadas da maior para a menor concentracao
na fronteira.

(B)

Demanda Gaussiana Demanda Constante
—— Demanda Cénica Concava 00 -~ - - Demanda Gaussiana Invertida
Demanda Paraboloide Concavo - - - - Demanda Cénica Convexa

Demanda Constante Demanda Paraboloide Convexo
08

07 / \ 07

aR

04 a \ 04

03 I | 03

02 s / Voo 02

Figura S — Perfis das fun¢des demanda unitdrias w; = 1 do Exemplo 2
Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 6, gréfico da esquerda, apresentamos a magnitude total da forca de atragdo exer-
cida por todos os pontos de um disco D; de raio unitario R = 1, [;, a qual é calculada através da
integral (14), assim como o custo total associado a este disco, C;, dado por (17), para distancias
entre s e X;, d;, variando de O (centro do disco) até 3 (trés vezes o raio do disco). Foram con-
sideradas as funcdes demanda apresentadas anteriormente (19)-(26), todas com uma demanda
total unitdria, ou seja, w; = 1. As integrais duplas foram calculadas numericamente através do
comando integral2 do software MATLAB®. Em ordem decrescente de forca atrativa, temos
as demandas pontual, gaussiana, conica concava, paraboloide concavo, constante, gaussiana in-
vertida, cOnica convexa e paraboloide convexo. Note que, quanto mais concentrada no centro
for a demanda, maior serd a magnitude da forca atrativa, e vice-versa. Além disso, quanto mais
distante 5 se encontra do centro do disco, mais a magnitude se aproxima da originada por uma
demanda pontual, pois a longas distancias, com d; >> R;, o disco pode ser aproximado por um
ponto discreto, seu centro, concentrando toda a demanda. Por fim, quanto mais atrativo for o
disco, menor sera o custo total associado a este disco, conforme apresentado no grafico da direita
na Figura 6. Observe a convexidade estrita das fungdes C; quando consideradas demandas nao
pontuais [J

Exemplo 3: Na Figura 7 apresentamos as solu¢des 6timas do modelo de Weber com trés
regides circulares de raios R; = 250, considerando as funcdes demanda (19)-(26) e os mesmos
parametros constantes na Tabela 1, com a excecdo de que neste caso tomamos como ponto ini-
cial para o método iterativo o ponto médio entre os centros dos discos. O método de Weiszfeld
adaptado (13a)-(18) também foi implementado no software matematico MATLAB®, utilizando
o comando integral2 no célculo das integrais duplas. As cores de cada solu¢@o correspondem as
mesmas utilizadas na Figura 6, sendo que os pontos circulares correspondem as linhas tracejadas
da Figura 6. Na Tabela 3 apresentamos as localiza¢Oes 6timas e o nimero de iteracdes até a con-
vergéncia do método; na Tabela 4 apresentamos os custos totais minimos associados as posi¢oes

JUCHEM NETO, J. P. Problema de localizacéo de Weber com regides circulares e funcdes demanda radialmente simétricas. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista
de Matematica, Bauru, v. 15, p. 1-18, jul. 2019.
DOI: 10.21167/cqdvol15201923169664jpjn0118 Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

13



Otimas. Observe que, exceto pelo caso (A), w; = wy = w3 = 1, quanto mais a demanda estiver
concentrada no centro dos discos, mais a localiza¢do 6tima estard proxima da regido com maior
demanda, sendo menor o custo total minimo [J

Magnitude da Forga Atrativa do Disco i (I i) Custo Total do Disco i (C ‘)

0.8

Demanda Pontual

Demanda Gaussiana

Demanda Conica Concava
Demanda Paraboloide Concavo
Demanda Constante

- - - Demanda Gaussiana Invertida
- - - Demanda Cdnica Convexa
Demanda Paraboloide Convexo

0.2

0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
d

Figura 6 — Forca atrativa /; e custo C; das funcdes demanda unitdrias do Exemplo 2
Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 3 — Localizacdo 6tima e numero de iteragdes para o problema do Exemplo 3

(A) B) © ()
Demanda/Custo Total 5, IteracGes 5, IteracGes 5*; Tteracdes 5%, TteracOes

Pontual (500,00;330,94); 2 | (692,79;219,63); 63 | (522,51;615,78); 102 | (339,31;273,48); 51
Gaussiana (500,00;330,94); 2 | (672,19;231,52);47 | (529,87,567,63); 55 (349,01;281,12); 43
Conica Concava (500,00;330,94); 2 | (652,81;242,72);37 | (535,42;534,52); 4 (359,86;289,70); 37
Paraboloide Concavo | (500,00;330,94); 2 | (649,91;244,39);36 | (536,21;530,02); 39 (361,61;291,09); 36
Constante (500,00;330,94); 2 | (637,03;251,82); 31 | (539,67;510,62);33 | (369,65;297,41); 32

Gaussiana Invertida | (500,00;330,94); 2 | (633,74;253,73);30 | (540,52;505,91);32 | (371,81;299,10); 31

Conica Convexa (500,00;330,94); 2 | (630,89;255,37);29 | (541,26;501,84);31 | (373,68;300,56); 30
Paraboloide Convexo | (500,00;330,94);2 | (627,13;257,54);28 | (542,22;496,54);30 | (376,19;302,50); 29

Tabela 4 — Custos totais minimos para o problema do Exemplo 3

Demanda/Custo Total (A) (B) © (D)
Pontual 1.385,64 | 1.568,38 | 1.982,41 | 2.706,57
Gaussiana 1.385,64 | 1.568,80 | 1.984,09 | 2.706,80

Coénica Concava 1.385,64 | 1.570,02 | 1.987,39 | 2.707,61
Paraboloide Céncavo | 1.385,64 | 1.570,27 | 1.987,99 | 2.707,80
Constante 1.385,64 | 1.571,64 | 1.991,00 | 2.708,86
Gaussiana Invertida | 1.385,64 | 1.572,05 | 1.991,84 | 2.709,21
Conica Convexa 1.385,64 | 1.572,43 | 1.992,61 | 2.709,53
Paraboloide Convexo | 1.385,64 | 1.572,96 | 1.993,65 | 2.709,99

Exemplo 4: Neste exemplo consideramos dez regides circulares com centros, raios e de-
mandas totais diversas, com vdrias destas regides se sobrepondo umas as outras. Os parametros
detalhados deste problema sao apresentados na Tabela 5. Os resultados para as fungdes demanda
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Figura 7 — Solu¢dao do modelo de Weber com demandas circulares n = 3, R; = 250, w; = 1
(Exemplo 3)
Fonte: Elaborado pelo autor

(19)-(26) sdo apresentados na Tabela 6 e na Figura 8. Como podemos ver, o0 método (13a)-(18)
converge em menos de 20 iteragdes para todas as demandas consideradas. Além disso, nova-
mente observamos que quanto mais as demandas estiverem concentradas no centro dos discos,
menor serd o custo total minimo [

4 Conclusoes

Neste artigo consideramos o problema de localiza¢do industrial de Weber. Inicialmente
apresentamos uma breve revisdo do problema original, considerando uma firma e fornecedo-
res/mercados pontuais, derivamos o método iterativo de Weiszfeld, o qual foi desenvolvido para
sua solucdo numérica, e o aplicamos em um exemplo com trés fornecedores/mercados dados. Em
seguida, apresentamos uma generalizacao do problema original, onde consideramos uma firma
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Tabela 5 — Pardmetros utilizados no Exemplo 4

Regido (i) | Centro (¥;) | Raio (R;) | Demanda (w;)
1 (3;0) 0,49 4,51
2 (9;0) 2,38 0,84
3 (6;5) 0,93 2,29
4 (6;8) 1,59 9,13
5 (10;10) 0,50 1,52
6 (3;1) 1,81 8,26
7 (8;6) 0,79 5,38
8 (8;3) 1,96 9,96
9 (4;0) 2,07 0,78
10 (6;3) 2,24 4,43

Tabela 6 — Solucdo 6tima do problema do Exemplo 4

Demanda/Custo Total s* Custo Minimo ($) | Iteracdes
Pontual (6,78;4,89) 151,96 19
Gaussiana (6,69;4,87) 151,99 16
Conica Concava (6,61;4,85) 152,07 15
Paraboloide Concavo | (6,59;4,85) 152,08 14
Constante (6,53;4,85) 152,17 14
Gaussiana Invertida | (6,52;4,85) 152,20 14
Conica Convexa (6,51;4,85) 152,23 14
Paraboloide Convexo | (6,58;4,85) 152,27 14

pontual e mercados dados por regides circulares apresentando fun¢des densidades de demanda ra-
dialmente simétricas, derivando um método de Weiszfeld modificado para sua solu¢do numérica.
A simetria radial das fun¢des demanda permitiu a obtenc¢do de férmulas integrais simplificadas,
em coordenadas polares, para este método iterativo, as quais sao uma extensdo para uma classe
de demandas ndo constantes das féormulas obtidas por Chen (2001).

Como exemplos de func¢des densidade de demanda radialmente simétricas, consideramos:
funcdes onde a demanda estd mais concentrada no centro do disco — fungdes delta de Dirac,
gaussiana, cOnica concava e paraboloide concavo —; a fun¢do demanda constante; e fungdes
onde a densidade de demanda estd mais concentrada préxima a fronteira do disco — fungdes
paraboloide convexo, cOnica convexa e gaussiana invertida.

A solu¢@o numérica de um problema de localizacdo com trés regides circulares com raios
iguais e demandas diversas, e de um problema com dez regides circulares com raios, demandas e
posicdes diversas, onde neste tltimo caso ha a sobreposi¢c@o entre varias regides, considerando as
demandas radialmente simétricas acima, obtemos a conclusio de que o método iterativo converge
em relativamente poucas iteragdes para a posicdo Otima (em termos temporais a execugao do
método ndo passou de uns poucos segundos em um computador com configuragdes medianas), e
que, quanto mais concentrada no centro do disco estiver a demanda, menor € o custo total minimo
obtido.

O modelo de localizacdo tratado aqui apresenta as seguintes limitagdes na resolucao de pro-
blemas praticos: na pratica, a distancia entre dois pontos nao € necessariamente dada por uma reta
os conectando, mas geralmente pelo comprimento de rotas alternativas descrevendo curvas mais
complexas no plano, as quais sdo definidas pela estrutura vidria existente; no geral, as regides
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Figura 8 — Solucao do modelo de Weber com demandas circulares do Exemplo 4
Fonte: Elaborado pelo autor

de demanda ndo sdo perfeitamente circulares; e por fim, as fun¢des de demanda usualmente nao
sdo radialmente simétricas. O tratamento adequado de tais limitacdes constituem topicos para
pesquisas futuras.
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