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matriciais

The generalized Fibonacci matrix sequence and the k-Pell
matrix sequence: matrix properties

Resumo

No presente trabalho apresentamos algumas propriedades
comutativas decorrentes de representacOes matriciais que
correspondem a Sequéncia matricial Generalizada de
Fibonacci e a sequéncia matricial k-Pell. Por intermédio de
determinadas matrizes especiais, podemos verificar outras
formas de demonstracdo, inclusive, o processo de extenséo
ao campo de indices inteiros negativos, o qual, ainda ndo
foi discutido na literatura para as correspondentes
sequéncias matriciais abordadas no presente trabalho.
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Fibonacci. Sequéncia matricial k-Pell. Propriedades
matriciais. Extensdo de indices ao campo dos inteiros.

Abstract

In the present work we present some commutative
properties resulting from matrix representations that
correspond to the Fibonacci Generalized Sequence and the
k-Pell matrix sequence. By means of certain special
matrices, we can verify other forms of demonstration,
including the process of extension to the field of negative
integer indices, which has not been discussed yet in the
literature for the corresponding matrix sequences addressed
in the present work.
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1 Introducao

Recentemente os autores indicados em Wani, Badshah, Rathore e Catarino (2019)
introduziram as seguintes defini¢cdes de sequéncias.

Definicdo 1: Para k € IR", a Sequéncia Generalizada de Fibonacci <Rk,n> é definida pela

seguinte recorréncia R, .., =2R  +kR,  ,,n>2LR =2,R, =1.

Definigdo 2: Para k e IR", a Sequéncia k-Pell (P, ) ¢ definida pela seguinte recorréncia
B =2R,+ kPk'nfl, n>1,R,=0,R,=1

Logo em seguida, no mesmo trabalho, deparamos as defini¢bes correspondentes para
sequéncias matriciais recorrentes.

Definigdo 3: Para k< IR", a Sequéncia Generalizada matricial de Fibonacci (S,,) é

definida pela seguinte recorréncia
1 2k 2+2k k
Sk,n = ZSk'n_l + kSk,n—Z’ nz Z’Sk,O = 5 3 ’Sk,l — . o .

Definigdo 4: Para k € IR", a Sequéncia k-Pell matricial (V, ,) é definida pela seguinte

o 10 2 k
recorréncia V, , =2V, , +kV,  ,,n=2V, = 0 1 Ve = 1 0/

Antes de abordamos determinadas propriedades matriciais envolvendo, por exemplo, a
comutatividade dos elementos definidas a partir das defini¢ces 3 e 4, sobretudo, propriedades
matriciais desconsideradas e ndo desenvolvidas no trabalho de Wani, Badshah, Rathore e
Catarino (2019), vejamos alguns exemplos preliminares.

0
seguida, vejamos o comportamento das seguintes poténcias da matriz V, ", para n>1:

, (4+k k-2 P, k-B, . [(8+4k k-(4+Kk) P+ k-Pg, 4

Via' = =  Vir = = *Vk,l =

2 k'l kaz k.Pk,l 4+k k'2 Pk,3 k.Pk,Z

k?+12k +16 k- (8+4k) _ Ps k-B, Vs 6k®+32k +32 k-(k*+12k +16) _
8+ 4Kk k-(4+k) ) \P, kB, ™ | k?+12k+16 k- (8+4k)

Pos K-Bs o [ K°+24k*+80k +64 k-(6k*+32k+32)) (R; k-Rg

PRs kB, 6k? + 32K + 32 k-(k?+12K +16) Re k-Bs)

v 7 _[ K +24k* +80k+64 k-(6k®+32k+32))_(Re K-R7)
o 6k +32K + 32 k-(k®+12k +16) Rz K-Bs)

2 k
De fato, vamos considerar, a partir da definicdo 4, a seguinte matriz V, , :(1 ] Em
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: 1 2k -
Por outro lado, se tomarmos a matriz S, , =£2 j definida em 3, poderemos observar

_ . 1 2k)(2 kY
um comportamento semelhante para as seguintes poténcias S, ,V,," =(2 3](1 Oj . De

) 2+2k k-1 R, Kk-Rg ,
fato, vejamos que ocorre que S, ,V,, =V, ,S,, = L colTlR. KR ScoVia =
) k.1 "0

[4+5k k.(2+2k)J_(RM k-Rk,zj v 3_(2k2+12k+8 k.(4+5k)j_(Rk,4 k-Rk,sj
= ko Ykl — -

2+2k k-l R, kR,) 4+ 5Kk k-(2+2k)) (R k-R,)
. [9k®+28k +16 k-(2k*+12k +8) Ris k-R, 5
ScoVit = 2 = . SoVia =
2k? +12k +8 k - (4+5k) R.s k-Rgs
2k® +30k? +64k +32 k-(9k*?+28k+16)| (Ris k-Ris
9k? + 28k +16 k-(2k? +12k +8) Res K-Re,)
gy o _[13K°+88K*+144k +64 k-(2k®+30k*+64k+32)) (R K-Ree)
€0 Tkt 2k® + 30k + 64K + 32 k - (9k? + 28k +16) R K-Rs)

2 As propriedades matriciais

Com origem nos exemplos anteriores, vejamos dois teoremas que permitem determinar o
comportamento especial das seguintes matrizes V, , :[2 kj e S oVii = (1 2k](2 kjn
’ 1 0 oo 2 -3){l1 O
, para n>1. Tais resultados deverdo ser empregados nas se¢fes subsequentes.

Teorema 1: Para todo inteiro positivo n>1, temos que ocorre a igualdade
VL _(2 kjn _ I:)k,n+l k'Pk,n
t l O Pk,n k'Pk,n—l l

. ~ - .- n 2 k " Pk n+l k ’ Pk n -
Prova. Por indug&o, iremos admitir que V, ," = = " |. Em seguida, basta
‘ 10 Pn KB,

: n+1 2 k " 2 k ' 2 Kk I:)k n+l k- I:)k n 2 k .
tomar a matriz Vk,l = 1 0 = 1 0 10 = P K-P Y 1 0 . Finalmente,
k,n ' k,n-1

2 k"' (2P.,+k-R, k-P P k-P
e-amOS e V n+1 _ _ k,n+1 k,n k,n+1 _ k,n+2 k,n+1 ’ n ZlD
Y J qu t (1 Oj ( F)k,n + k ’ I:)k,n—l k : F)k,n I:)k,n+1 k ' I:)k,n

Teorema 2: Para todo inteiro positivo n>1, temos que ocorre a igualdade

n n 1 2k\(2 k)" Reni k'Rk,n
Vk,l Sk,O = Sk,OVk,l = 2 _3 1 O = R k . R '
k,n k,n-1

ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Sequéncia matricial generalizada de Fibonacci e sequéncia matricial k-Pell: propriedades matriciais. C.Q.D.— Revista
Eletrénica Paulista de Matematica, Bauru, v. 15, p. 39-54, jul. 2019.
DOI: 10.21167/cqdvol15201923169664frvapmmcc3954 Disponivel em: https://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

41



Prova. Similarmente, com origem nos casos preliminares indicados na se¢do anterior, iremos
assumir por inducéo que skovkl"{l ZKj[Z kjn=[Rk‘”” <R J Em seguida,
o 2 -3)\1 0 Rin KR
repetimos 0 seguinte argumento
SkoVkl“”{l 2kj[2 kj”(z k]:(RW k-Ry., J(z k]:[RkM k-RKMJ, oara
o 2 -3){l1 0)(1 O Ri» k-R,:/\1 0 Rena KR,
n>10]
Pk,n+1 k'Pk,n
P

Vamos definir as seguintes matrizes caracteristicas: V, , :[ P K j e
k,n ) k,n—1

S Rk n+1 k : Rk n >1
= ' ' , Para n=1.
o Rk,n k : Rk,n—l p

Na primeira observamos os elementos da sequéncia k-Pell, enquanto que na segunda,
podemos observar os elementos da sequéncia generalizada de Fibonacci definida inicialmente.
Tais matrizes revelam o comportamento dos elementos (matrizes) determinados pelas
definicdes 3 e 4. Ademais, vamos analisar o0 comportamento dos respectivos determinantes,
tendo em vista 0 seguinte teorema.

Teorema 3: Para todo inteiro positivo n>1, temos 0s determinantes correspondentes:
(i) detV, , =(-D"k"; detS, , =(3+4k)(-1)"k""*.
Prova. Podemos determinar que detV,, =—k =(-Dk, detV,>=k? detV,,’=—k°,

deth,14=k4. Logo em seguida, admitiremos por inducdo matematica que vale

2 kY
dethnzdethl“zdet[ j =(—1)"k". Em seguida, basta ver vale a seguinte
’ ’ 1 0

decomposicao detV, "' = det 2 n+1—det 2 kY det 2k =(-D"K"-(-Dk = (=D k"
poste S W 0 A W 1 0/ B
. . . ;- Rk n+1 k'Rkn .
. Para o segundo item, consideraremos a matriz caracteristica S, , = RY R 1L Assim,
k,n ' k,n-1

assumindo por indugdo para o segundo item, temos det(S, ) = (3+4k)(—D)" k™. Em
seguida, basta ver que det(S,,-(V,,)"™") =det(S, ;- (Vi ,)")det(V, ) = (3+4Kk)(-1)"k""* (k)

= (3+4k)(—1)""k""*. Portanto, encontramos que detS, .., =det(S, - (V,)"") = (3+4k)(-)"*k"* O

Na secdo subsequente, abordaremos determinadas propriedades discutidas no trabalho de
Wani, Badshah, Rathore e Catarino (2019), todavia, a partir do emprego dos teoremas
anteriores, mostraremos outras formas imediatas e diferenciadas de determinar as mesmas.

3 Algumas propriedades comutativas revisitadas

Veremos, a partir dos teoremas 1 e 2, outras formas de demonstrar as propriedades
comutativas discutidas no trabalho de Wani, Badshah, Rathore e Catarino (2019).
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Teorema 4: Para todo inteiro positivo m,n>1, temos que: (i) V, 1.n =VimVin = VinVi
(i) SkmSkn = SinSkms (iii) Viem *Sin = Sin Vi

k,m*

,m?

k.n *

k " R n+ k-R n
Prova. Tendo em vista o teorema 1, podemos escrever V, ," = =| ke =
' 10 I:)k,n k- I:>k,n—1

. 2 K™ (2 KY'(2 kY (2 K\"(2 KY
Logo em seguida, vemos que V, ... =V, """ = 10/ Tl10/l1 0 "\1oll1 ool

De imediato, constatamos que V, ... =V, Vi, =V, Vi - Para o segundo item, pelo teorema 2,

m+n k,m

n 1 2k 2 k " Rk,n-¢—1 k : Rk,n
sabemos que S, \V,," = > 31 ol "I R R =S, ,.Segueque S, 'S, =
k,n k,n-1

1 2k)(2 k\"(1 2k)(2 kY (1 2k)(2 kY'(1 2kY)(2 k)" :
_ - =S,,.S. - Aqui

2 -3)\1 0)\2 3){1 0 2 -3)\1 0){2 -3){1 O o
empregamos o fato da seguinte comutatividade entre as matrizes indicadas S, ,V,, =V, ;S,,.
Para o terceiro item, basta observar, repetindo os argumentos anteriores, que ainda teremos

2 K\Y"(1 2k\(2 kY (1 2k)(2 kY (2 k\"
Vkm'Skn: = :Skn'vkmlz|
mTkn 1 o0) 2 3l1 0 2 3)l1 0o/l1 0 nok

Teorema 5: Para todo inteiro positivom,n>1, temos que: (i) V,,+2kV, ., =S, ; (ii)
NMenia = NMen =S¢ (iii) Sk,n+12 = Sk,12 Vians (iv) Sk.2nia = VinSknss (V) Sy2n =VenSkn -

Prova. Para o primeiro item, vamos considerar a expressdo V, , +2kV, ., =V, " + 2k -V, ,"" =

2 kY (2 k)'(2 kY (2 kY
= +2K = (I+2kvkl*l). Agora, podemos ver 0
10 10)10 10 ’

L (10 O 1) 10y o 2k (1 2
comportamento de | +2kV, " = 0 1 +2k| 1 2= 0 1 + s 47l 3 =S0-

n

K
2 k

10
item, observamos

s A T o)

2 k)'(1 2k ) . . N
=S, V1" =S, ,- Finalmente, para o terceiro item, usaremos a definicao para

2 k n n
Dessa forma, vemos que V, , +2kV, =(1 0] Sko =Sk,0( j =S, ,. Para o segundo

1 0)(2 -3

L , 1 2k\(2 k)7 (1 2k\(2 K\
desenvolver o produto indicado S, ,.,“=S,,.,-S, ., = =
’ ’ ' 2 3)\1 0 2 3)\1 0

_12k2k2k”12k2k2k”_sv ansv an_(sv)22k2”
(2 31 o)l1 o) (2 -3){1 o)1 o) 1 o) 1 o) UL 0

=S’ Vi,n- - Em seguida, podemos ver ainda, decorrente dos resultados anteriores, que
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Siania = S0 Vk,12n+l = Sk,OVk,lznd,l =Sk Vk,ln 'Vk,ln Vit =Sio Vk,ln 'Vk,ln+l =Vk,1n (Sk,o Vk,ln+1) =VienSinit -
Para o Gltimo item, vejamos que S, ,, =S, o V" = (Sco Vir") Vir" =Vien Sk ) O

R k-R
Teorema 6: Para todo inteiro positivon>1, temos que S, , =( F:M R o ]: SkoVin
k,n : k,n-1

Prova. Decorre imediatamente do teorema 2.

Teorema 7: Para todo inteiro positivom,n >1, temos queS, .., =S, Vi m =VinSim -
k,n+m Sk,OVk,n+m = (Sk,ovk,n)vk,m = Sk,nvk,m- Por outro lado,
=S oVinim = SkaVinVim = (Sk,OVk,m)Vk,n =Vin (Sk,OVk,m) =VienSkm O

Prova. Basta observar que S
temos também que S

k,n+m

Observamos que todas propriedades abordadas na presente secdo envolveram indices
inteiros positivos. Doravante, veremos um processo de extensdo ao campo dos indices inteiros
negativos, objetivando a generalizacdo de alguns dos teoremas abordados na presente secao.

4 Propriedades comutativas correspondentes aos indices
inteiros negativos

De modo preliminar, vamos analisar o comportamento das seguintes poténcias matriciais

1

0 Kk|=
12 _ [kj _ Pk,O k'Pk,—l
) (L f-2) B )

2 k)" °
que consideramos [l 0} , para n>0: V,, " =| 1
k

k k?
k(_E] _2 A+k
vV 2 k) |_ Poa kK-B v 8 k? k?
ot 4+k A+K P, kP) ™ |4+k  4(2+k)
12 k2 k3 - k3
2 4+k
_ k? Pk -2 k'Pk,—?;
4+Kk 4(2+k) Pk k- Pk—4
k® k
4+ 2+k 4+k _4(2+k)]
4 k k* Pk,3 k-P
“ (2+k k2+12k+16 2+k k2+12k+16j Pos KPRs)
k5
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42+k)  KP+12k+16 A2k (K 12416
V 5= K k* _ k* S _ Rt k'Pk,-sj
K 12k 416 2(3k2+16k+16) | | K2 +12k +16 2(3k2+16k+16) )| \Pes KPs)
% B K % - k°
k2+12k+16 2(3k2+16k +16) _k2+12k +16 k _2(3k2+16k+16)
V . - k5 - k5 k5 k6
Y| 3¢ +16k418) K24 +80K+64 | | 23K +16k-+16) k[k3+24k2+80k+64
k® k° K K’

P. k-P
=[ s H], etc.
Pk,—6 k- Pk,—?
Nesses exemplos podemos constatar que ocorrem elementos da sequéncia k-Pell do tipo

P._.» com n>0. Tais elementos podem ser determinados, por exemplo, diretamente da

A . 1
recorréncia B, .,, =2B ,+kB ;. Por exemplo, podemos determinar que: Pk,_1=E’

2 k+4 4(k +2 k*+12k +16 2(3k* +16k +16)

Pk,—z :_k_Z' Pk,—S =?, Pk,—4 = _%’ Pk,—5 :T’ Pk,—e =- K6 '

k® +24k* + 80k + 64 8(k® +10k* + 24k +16)
Pk,—7 = 7 , Pk,—a == 8 ’

k k

k* 4+ 40k® + 240k? + 448k + 256

Pk -9 = k9 !
2(5k* +80k*® +336k* + 512k + 256)

B 10="— 0 , etc.

Para prosseguir, vamos definir as seguintes novas matrizes, para n>0:
P ... k-P_ R, kR
Ve =l o TS = " |. No teorema 8 descreveremos uma
Pk,—n k- Pk,—n—l Rk,—n k- Rk,—n—l
férmula para a determinacdo dos elementos da sequéncia k-Pell, com indices negativos.

Teorema 8: Para todo inteiro positivo n>1, temos a igualdade
v _ Pk,—n+l k- Pk,—n _ Pk,—(n—l) k- Pk,—n _ (V n )—1 _ 2 k B _ (V ,1)'1
o F)k,—n k ’ F)k,—n—l Pk,—n k : Pk,—(n+1) o 1 0 t .

I:)k,nJrl k- I:)k,n

A partir da matriz V, . =
P " ( Pk,n k- Pk,n—l

j , iremos realizar a substituicdo do indice 'n' por

Pk,—(n—l) k- Pk,—n
P n k-P

‘=N’ e determinar a seguinte matriz V, _, =[
k,—(n+1)

j. Antes de realizar a

demonstracdo do teorema 8 que envolve uma propriedade ndo discutida por Wani, Badshah,
Rathore e Catarino (2019), consideraremos o seguinte lema.
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Lema 1: A férmula de Binnet para a sequéncia k-Pell é descrita por B, = % , cOm
: a_

equagcio caracteristica x? —2x—k =0, cujas raizes sdo dadas por a=1++/1+k e b=1-1+k

Prova. O leitor pode consultar o trabalho de Wani, Badshah, Rathore e Paula (2019).

_1\n+1
Lema 2: Para todo n>0, podemos determinar que B _, =( I?“ B
Prova. De imediato, a partir do Lema 1, vamos considerar a seguinte substitui¢do
o =%. Em seguida, vamos recordar que a=1++1+k e b=1—+1+k , para os quais
~ . . a 1 b 1
valem as relacbes a-b=-k,a+b=2. Dai, podemos verificar que =} ou T
a
Retomando a expressao
BEGHSEG A&
P _a"-b" \a b)  k k) k" K"
" a—b a—b a—b a—-b
_1\n+1 n_pn _1\h+1
_ DM atopt ) (D™,
k" a—b k" '

Vejamos, agora, a demonstracao do Teorema 8 com o arrimo dos lemas 1 e 2.
n n+l
o L i

P k-P P k-P | n1 k-l T N
Prova. Vejamos que V, _, :[ koni ki-n ]:[ ki=(n-1) k, j_ k k

Pk,—n k- Pk,—n—l Pk,—n k. Pk,—(n+1) - (_1)n+1 (_1)n+2
kn Pk,n ' kn+j|_ Pk,ﬂ+1
-D" (-1" 1 1
kK2 p k. p ~ KPR . - kP
_ kn k,n-1 kn k,n _ (_1)n kn k,n—1 kn k,n _ (_1)n k . Pk,n—l _k . Pk,n
-D" (-D" 1 1 k" \ =Rn PR )
- K" Pk,n K" IDk,n+1 _F Pk,n F F)k,m-l !
n Pk n+l k : Pk n ni.n
Por outro lado, sabemos que detV, ," =det| _ " |=(=D"K". Segue que: V, _, =
I:)k,n k- I:)k,n—l
— (_l)n(_l)n k ’ I:>k,n—1 _k ) I:)k,n _ 1 k ' Pk,n—l _Pk,n ! _ Pk,n+l k ’ Pk,n B _ (V )—1
(_1)n kn _Pk,n F)k,n+1 detvk,n —k- F)k,n I:)k,n+1 F)k,n k- F)k,n—l o

-1 n
_(Vn)_l_zk” (2 K" _[(2 K
v e o) o) flao

Agora, vejamos uma versao do teorema 4 para indices negativos.

Teorema 9: Para todos inteiros m,n>1, vale que V, _..) =Vi V-0 =Vi-Ve-m -
Prova. Decorre, a partir do teorema 8, podemos escrever a seguinte matriz

—(n+m)
V _ Pk,—(n+m)+l k- I:)k,—(n+m) _ I:)k,—(n+rn—l) k- Pk,—(n+m) _ (V n+m )71 _ [2 kj _ (V _1)n+m
-em P _nem) k- B _(nemya B _(nem) k- B _(neman) “ 10 “
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Agora, vemos que V, .. :(Vm‘l)n+m =(Vk,1_l)n (Vk,l_l)m =(Vk,1_l)m (Vk,l_l "=V, Vi, De

)
forma semelhante, vemos que V, ., = (Vk'l‘l)wm = (kal‘l)n (kal‘l)m =V, V, O

VVamos apenas enunciar o teorema que corresponde a formula de Binnet para a sequéncia
generalizada de Fibonacci. Maiores detalhes podem ser vistos no trabalho de Wani, Badshah,
Rathore e Catarino (2019).

Teorema 10: Para todos inteiros n>1, vale a formula de Binnet
R =(ﬂj a" +[2a_1)b” , onde a,b sdo as raizes da equagdo caracteristica
’ a—b a—b
x* —2x—k =0, cujas raizes si0 a=1++1+k e b=1-+1+k .
Prova. O leitor pode consultar o trabalho de Wani; Badshah; Rathore e Catarino (2019).

Teorema 11: Para todos os inteiros n>1, vale a formula de Binnet
R, _ D Kl_ijb“Jr[za_blja”] onde a,b sdo as raizes da equacdo

N k" a—b a—

caracteristica x> —2x—k =0, cujas raizes s80 a=1++1+k e b=1—1+k .
Prova. Realizaremos a substituicdo do indice ‘N’ por ‘—N’ e escreveremos a e€XPressao

1-2b) ., (2a-1)_, (1-2b)(1)" (2a-1)(1Y
R ., = a’+ b™ = —| + —| . Agora, recordamos as
’ a-b a-b a-b )la a-b b

) n 1 b 1 a
seguintes relagfes a-b=-k ou —=—-— e Malns Dessa forma, veremos que podemos

a k b

escrever
R - 1-2b 1 . 2a-1)(1} _(1-2b3( b s 2a-1) a 1((1-2b - b)n+ 2a-1 - a)n
' a-b a-b )\b a-b )\ k a-b k) k|la-b a-b
(1) (1 Zbe +(2a—1jan 0
k" a-b a-b
O teorema 11 permite, precisamente, determinar os elementos originarios da definicdo
1 com indices inteiros negativos. O comportamento expresso pela formula acima é

desconsiderado pelos autores Wani, Badshah, Rathore e Catarino (2019). Ademais, 0s autores
verificam a seguinte igualdade R ,=2B  ,-3R ,, para n>0. No proximo resultado,

verificaremos que a mesma se verifica para indices inteiros negativos, ou seja, para 0s nUmeros
ou elementos do tipo R, , e B, com n>1.

Teorema 12: Para todos inteiros n>1, vale a identidade R, _ =2-R _ ,-3-B .
Prova. Para n=>1, podemos observar diretamente do lema 2 acima que temos

_1\n+l 1\ _1\n+l
2Pk,—n+1_3pk,—n=2Pk,—(n -1 3Pk n_z(( 2 Pk,n—l]_s(( 2 Pk,njzz( 2 Pk,n—1_3( ] Pk,n

k”l kn kn—l kn

n n n—1 n—1 n n n
=2'(_1_)1 Pkn—1+3’(_1) Ben=2 ( 1_)1 —b +3(_1) a’—b |_

k" ' k" ’ k" a—b k" a—b
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k" a—b k" a—b k" a—b

(D" 2k- a"t—2k-b"*+3a"—3b" D" 2ka"t+3a" —3b" —2kb"* B
k" a—>b k" a—>b

_ (D" {361" +2(—ab)a"* —3b" — 2(—ab)b”1} _ (D" [Sa“ —2ba" —3b" +2ab" }

_ {Zk D" (a“ —b"? j Gl [ a"—b" ﬂ ) {Zka“ —2kb™* +3a" —3p" } _

k a—b k" a-b
(D" | (2ab" -3b")+(Ba"—2ba") | (-1"| (2a—-3) b (3—2b) Q"
k" a—b k" a—b a—b

lado, podemaos verificar que 2a—3=2(2-b)-3=4-2b—-3=1-2b e que, ocorre também que
3-2b=3-2(2—a)=-1+2a=2a—1. Assim, a expressdo anterior, pode ser reescrita da

forma: 2P, ., —3P, _, _ D {(Za—S) o 4 3=2) a”}:(_l) {(1_%) o 4 (28=0) a”]
’ ’ k" a-b a-b k" a-b a-b

} . Por outro

=R _,.com n=10

Antes de abordar o teorema seguinte, vejamos alguns exemplos que permitem
determinar os elementos da sequéncia generalizada de Fibonacci, com indices negativos. Para

. . . 2 kY"(1 2k
tanto, vamos tomar o seguinte produto matricial (V,,)™"S, , = , com n>1.

10 2 -3
Assim, podemos encontrar que:
3
_ 2 k| ——
oY, 2 k)1 2k [ kj (R kR,
ki 20T o] |2 37 3 k(Zk_,_GJ B R KR
K k?
3 2k +6 2k+6 " 7k +12
B R e B R I B
(Vk,l) Sk,o: = ’(Vk,l) Sk,0= 2
2k +6 7k +12 R kR 7k+12  ( 2(k*+10k +12)
T ek K
Tk+12 k[Z(k2+10k+12)j
R, kR _ k® k* R, kR _ }
:[Rky 2 I(Rk, 3J, ki) 4SkYO: : 2 :( k,—3 k k, 4j’ (\/k’l) SSk’O —
k-3 KRy 2(k? +10k +12) 10k2+52k +48 )| (Res KR
k4 k - k5
2(k? +10k +12) K _llk2+52k+48
k* k® (RH kRk_SJ
= ST ™ |, etc. Reparemos que 0s
11k* +52k + 48 2(k® +21k* + 64k + 48) Rs KR &
- 4 k 5
k k
elementos do tipo R, com n>1, podem ser determinados pela recorréncia indicada na
Rk,—n+l_2R

definicdo 1, escrevendo-a da forma R _, ;= A partir disso, definiremos a

k
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R k-R Ry KR,
seguinte matriz S, =( Gonst kon j:[ k=(n-1) k,

], para n>1. Antes, porém,

Rk,—n k- Rk,—n—l Rk,-n k- Rk,—(n+1)
vejamos 0 calculo da matriz inversa que indicamos
-1 T
S -1_ Rk,n+1 k- Rk,n _ 1 k- Rk,n—l _Rk,n _
" Rk,n k- Rk,n—l det Sk,n —k- Rk,n Rk,n+1
1 k'Rkn—l _k'Rkn .

— ‘ " |. lIremos agora comparar e relacionar 0

(3+4k)(-D"k R Rana

comportamento das matrizes indicadas por (Sk'n)_1 e S, ., paranx>1.

Teorema 13: Para todo inteiro n>1,vale S, | =V, ;) "S,, =S, oM1) "
Rk,n+l k- Rk,n
R KkK-R..

S _ Rk,—n+1 k'Rk,—n _ Rk,—(n—l) k‘Rk,-n _ 2Pk,-(n-2)_3pk,-(n_1) k'(ZPk,-n+1_3Pk,_n)
o Rk,—n k'Rk,—n—l Rk,—n k'Rk,—(n+l) 2Pk 3Pk,—n k'(zpk,—n_3pk,—(n+1))l

Prova. A partir da definicdo S, :[ j consideraremos a seguinte matriz

—n+l

. Pk ~(n-1) k'Pk -n n\t 2 k -
Por outro lado, a partir do teorema 8, sabemos que V, _, =| ’ :(Vk,1 ) = :
Pk,—n k- Pk,—(n+1) 10

E, da mesma forma, podemos escrever ainda a seguinte  matriz

I:)kf(nflfl) k'Pk,f(n—l) Pk,—(n—Z) k'Pk,f(n,l) vl (2K R )
Vk,—(n—l) 2[ P K.p = P k-Pkﬁn :(Vk,l ) = 10 ] Assim,

k,—(n-1) k,—(n—1+1) k,—(n-1)
Rk,—(n—l) k- Rk,—n
Rk,—n k- Rk,—(n+l)

LTI e
10 10 10 10 1 0) (l2 o) (o3
:[2 kj [1 ZkJZ(Vk,l)nSk,o :Sk,o(\/k,1)7n1 para todo n>1. Aqui, recordamos a

1 0) (2 -3
igualdade S, oV, =Vi; S0 € ScoVer  =Vis 'S0

realizando as substituicbes convenientes, vem que: Sk]_n:[

A partir do teorema 13, vejamos 0s seguintes corolarios.

Corolério 1: Para todo inteiro n>1, vale que (S, , )fl =S, 'Sy nSko -
Prova. A partir do teorema 12, sabemos que S, _, = (V,;) " S, o = S, o (Vi1) " Por outro lado,
podemos ainda escrever S, | =S, ;V,,", com origem no Teorema 2. De imediato, determinamos
que S, =(So Vi )71 =(Vi" )71 Seo " =Vis "Sio ", pelo Teorema 8. Assim, vemos que

Sen " =Vir "Sio " =(Sko Sk n)Sco " =Seo 'Si 1Sko - € segue o resultado O
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Corolario 2: Para todos os inteiros m,n>1, valem as seguintes relacfes: (i)
(Sen) ™ =(Sen)" = So "M ™5 (i) (S) " = So Vi)™
Prova. Vamos considerar o seguinte produto (S, , )_2 =S 0 Sk nSko Seo Sk nSyo - Todavia,
sabemos que S, , =(V,,) "Sio =S o (Vi) " Assim, substituindo na expresséo anterior,
segue que
(Sen)” = S0 Mie) "SeoSeo St Me) "SeoSeo ™ = S0 View) "Sio Viea) " =Sy5 “(Vie2) ™" No caso
que tomarmos o produto (S, , )_2 =S, 0 Sk nSko "Sko “Sk_nSko Sko Sk._nSko "=
= Sk,Oil(Vk,l)in Sk,osk,oilsk,oil (Vk,l)in Sk,OSk,Oilsk,Oil(Vk,l)in Sk,OSk,Oil = Sk,oil (Vk,l)insk,oil (Vk,l)insk,oil(vk,l)in

=S,o (V,,)™. Assim, observamos que encontramos (Sk,n)_2 =(Sk,n‘1)2 =S (V)™ e
(Sen)” =(Sk,n‘1)3 =S, >(V,y)™". Por indugio matematica, vamos admitir que
(Sen )_m - (Sk‘n‘l)m =S, "(V,,) ™. Em seguida, basta ver que (Sk]n)_(m”) =(Sk1n‘1)m+1 -

(Sk,n_l) (Sk,n_l) = (Sk,o_m (\/k,l)_(mn) )(Sk,o_lsk,—nsk,o_l) = Sk,o_m (\/k,l)_(m-n) Sk,o_lsk,—nsk,o_l =
= Sk,o_m (Vk,l)_(m‘n) Sk,O_l(Vk,l)_n Sk,OSk,O_l = Sk,o_m (\/k,l)_(mn) Sk,O_l(Vk,l)_n = Sk,o_(m+1) (Vk,l)_(m-an) =
=S, "V (V) ™. Para o item (ii), basta ver que se tomarmos m=n e, desde que, vale
que (Sk,n )7 = (Sk,nil) - Sk,07n (\/k,l)i(n.n) = Sk,07n (Vk,l)in O

Finalmente, vejamos a propriedade comutativa correspondente para indices negativos.

Corolario 3: Para todos inteiros m,n>1, valem as seguintes relacdes: (i)
Sy _nem S0 = SknSk—m = Sk Sns () S iy’ =S 1™V an s ({1) S, 7 =S, oV, a0
Prova. Cabem observar as seguintes relagdes de comutatividade V, ™S, , =S, V,, " e
Vi S0t =Syo V. ' Usaremos o Teorema 12, para escrever que ocorre S, .,y Syo =
Sk,OSk,O (\/k,l)_(n+m) = Sk,O (\/k,l)_n Sk,o (\/k,l)_m = Sk,-nsk,—m = Sk,o (\/k,l)_m Sk,o (\/k,l)_n = Sk,—msk,—n :
Para verificar o segundo item, vejamos que S, " =S, S = M) " S M) P Seo
= (\/k,l)in (\/k|1)7lsk,0 (Vk,l)7n (\/k,1)71 Sko = (Sk,O (\/k,l)il)(sk,o (\/k,l)il)(\/k,l)izn = Sk,—12 (Vk,l)fzn
S 1"V _pn- Para concluir, vejamos mais uma S, =S, .S, |, =S, V1) "ScoMe1) " =
Seo Ver) ™" =S o'V, . Paratodo n>10

Para concluir, discutiremos algumas propriedades matriciais que permitem a descri¢do
de matrizes determinadas por Quatérnions generalizados de Fibonacci e Quatérnions de k-Pell.

o 2 kY (1 2k)(2 kY .
Veremos que as potenC|as geradoras 1 0 e 5 all1 o se mostram Invariantes nas

correspondentes representagoes.
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5 Propriedades matriciais e Quatérnions

Na secdo atual, consideraremos algumas propriedades elementares sobre um Quatérnion
e abordamos as seguintes definicdes.

Definicéo 5: Um Quatérnion q = p, + plT+ p2]+ pSR, em que {1,7,],R} representa a base

candnica e os coeficientes p,, P, P, P; € IR, sujeitos a seguinte regras formais

2 =2 ~ ~

i =i =K, 1=k, ji=—k.

Definiremos, pois, um Quatérnion generalizado de Fibonacci. Cabe observar que a mesma
foi introduzida pela primeira vez por Horadam (1963). E, no caso da definicdo de uma
Quatérnion de Pell, sugerimos ao leitor consultar o trabalho de Catarino e Campos (2018).

Definicdo 6: Para k € IR™, definiremos um Quatérnion generalizado de Fibonacci, de ordem
n, descrito pela relagdo QR,, =R, + Ry, 11+ Ry ] +Re K.

Definicdo 7: Para k € IR", definiremos um k-Quatérnion de Pell, de ordem n, descrito pela
relagio QR , =P, + P, 4i+P 4]+ P,k

Iremos considerar, agora, as seguintes matrizes descritas a partir das Gltimas definigdes:

P k-OP R k-QR
ka = Q k,n+1 Q k,n e st = Q k,n+1 Q k,n
’ QPk,n k 'ka,nfl QRk,n k 'QRk,n—l

apresentaremos uma Util decomposicédo simplificada para tais matrizes.

]. No teorema seguinte,

Teorema 14: Para todo inteiro n>1, valem as relagbes: (i)
2 kY > = = Reni k'Pkn QPkl k'QPko .
V, . = VotV Li+V, L j+V, k| ou QV, = _ ' ‘ (T
Q k,n Ll 0] |: k,0 k-1 k,—ZJ k,-3 :| Q K, [ Pk,n k'Pk,nfl QPkyo k'QPkyfl ( )
> = v Pona  K-Bn J(QR: K-QR

Sen=Vii'| Seo+S, 41+S, ,]+S, ;k|ouQS, = ~ ‘ ‘ .
QS =Vis [ ko Tk -1l T3 2 S+ 9 3 ] K, ( R, k-P.,J\QR, k-QR ,
QPk,n+1 k'QPk,n
QPk,n I('(gl:)k,n—l

QPk,n+l k 'QPk,n Pk,n+1 + Pk,nT+ Pk,n—l_j + Pk,n—ZR k- (Pk,n + Pk,n—1?+ Pk,n—l_j + Pk,
QPk,n k 'QPk,n—l -

k)

.k

(Pk,n+1 + I:)k,n_i>_|_ Pk,n—l]: + I:)k,n—ZE k - (Pk,n + |:)k,n 1T+ |:)k n 1]: + |:)k n-1 ) J
K

Prova. A partir da definicao QV, , :( J , consideraremos a matriz QV, | =

)

Pen t+ Pk,n—lT+ Pk,n—l_j +B Kk KBt Pk,n—27+ Pk,n—3_j + P

|:)k,n + I:)k,n—l_i>_|_ Pk,n—l_j + I:)k,n—lk k ) (Pk,n—l + Pk,n 2I + I:>k n—-3 .l + |:)k n—4
. (Pk,n-v-l k- Pk,n ] ( Pk,n k- Pk,n—1 ]—: (Pk,n—l k- Pk,n—zj*- [Pk,n—z k- Pk n— 3}
= + I+ J+

I:>k,n k : Pk,n—l I:)k,n—l k . Pk,n—2 I:)k,n—2 k : I:)k,n—é} I:)k,n—é} k I:>k,n 4
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2k”2k”172k”2-,2k”3-2k"10 2 K\ (2 k)L (2 k)
= + I+ j+ k= I+ j+ k.
10 10 10 10 10 01 10 10 10
2 kY[(1 0) (2 kY~ (2 K\*= (2 k) .
Dessa forma, podemos tomar QV, , = + i+ j+ k| ou
1 0)l0 1) (10 10 10

. 2 k ) - i = .
ainda QVk’n:[l O} [Vk’O +vk,71|+vk,721+vk’73k] De forma semelhante, vejamos que

QS QRk,n+1 k 'QRk,n Rk n+l + Rk nT+ Rk n 1_j + Rk n- R k ' (Rk,n + Rk,n—17+ Rk,nfl_j + Rk,n—lR)
o QR k'QRkv“—l Ren + R 1I+Rkn 1J+Rkn 1R k'(Rk,n—1+Rk,n—ZT+ Rk,n—3_j+Rk,n—4R)

. (Rk N+l k- Rk n j ( Rk n k- Rk n 1}-' Rk n-1 k- Rk,n—zj-: [Rk,n—Z k- Rk,n—sj-' .
= i+ j+ k=
Rk n k k n-1 Rk n-1 k Rk n-2 I:)k n-2 k : Rk,n—s Rk,n—S k : Rk,n—4

|
TR R H R L R
T SRR e e,
e

=Vk1 |:Sk0+Sk0(Vk1) H‘Sko(vkl) J+Sk oVi1) Sk] ki |:Sk,0+Sk,—lT+Sk,—2]+Sk,—3R:|’ para

todo n>10
Vejamos, em seguida, 0 comportamento dos determinantes correspondentes.

2 3

Teorema 15: Para todo inteiro n>1, vale:

(i) detQV,, =(-1)" KL (((1—t +12 +t3j_ 2(t:4+:|.)—i—+ 2(t? +42t+2) _j_ 4(t;|—2) EJ}
| t

t* t
(i) detQS, , = (3+4k)(—D"k"™* det(QS, ) , em que, temos a expressdo det(QS, ,)
( [3+t —t? t7t3 +4t4j+ 2(4t° +3tj +41+3)> 204t° +11tj +14t+6) 5 (4t +111+6) RJ |
t t t
Prova. De modo preliminar, vamos avaliar o seguinte determinante indicado logo abaixo por

1+OT+1]—3R k-(0+1-l——J (4+t) k)
det(QF}k'1 k-QR ] = det i t =
P, k-QP , - -
QR o QP O+1 zJ (4+t)k K. (1 2 (4J;t)j_(4tj8)k
t? t t
(1—t+t2+t3] 22 +1) - 2(t2+2t+2) -
= Z - z I+ 2 J
t t

_ad T 2) k . Pelo teorema 12, sabemos que
t

P KR QR k'QP .
Vien = " | 1)"k"*(QPR, QP P
detQV,, det{ b ke, det P, K-OR, = (-D"k"*(QP,,QR. ;, —QR.’) e, assim,

segue o item (i). Para o segundo item, vejamos, em seguida, 0 comportamento do seguinte
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. Rena k'Rk QRis k'QRko
" ’ © | =(3+4k)(-1)"k" (QR QR, , —QR,,*).
determinante det( R KR, det R, K-OR , (3+4K)(-D K" (QR, QR, , -QR,,’)

. g . . QRk,l k'QRk,o
Mas reparemos que podemaos verificar, diretamente, que: det =det(QS, ,) =
QRk,O k'QRk,—l '
142i- 35+ A9k k-7 A3 (1),
det t t t t t
2
2—§T+ 2(t:'3) j— (7th12) K k-(—§+ 2(t2+3)7+_ (7t4;12) i+ 2(t +14Ot+12) K)
t t t
3+t—t?+ 7t +4t* ) 2(4t3 +3t* + 4t +3)-  2(4t° +11t° +14t+6) = 4(4t° +11t+6) -
= - - + t4 i— " J+ . k|O

No teorema seguinte estabeleceremos uma formula para a determinar o comportamento
. . ka —n+l kQPk -n QRk —n+1 kQRk -n
das seguintes matrizes QV, , = ‘ ’ e QS _ = ’ ’ :
koo [ QPk,—n K 'QPk,_n_l a QRk,—n k 'QRk,—n—l
para todo inteiro n>1.

Teorema 16: Para todo inteiro n>1, vale:
(i) ka,—n :Vk,lin |:Vk,0 +Vk,—1i +Vk,—2 i +Vk,—3kj| ; (ii) st,—n :Vk,lin |:Sk,0 + Sk,—li + Sk,—z i+ Sk,—Sk:| ;

g 1 k-QR ., —k-QR, -1\",
(lll) ka,n = K (ka,lQPk,fl _ka,oz)( _ka,o ka’1 ](Vk,l ) ,

. a1 1 K 'QRk,—l —k 'QRk,o —1\"
(|V) st,n - K (QRkleRk,_l . QRk,oz) { _QRK,O QRk,l j(vk,l ) .

Prova. Pelo teorema 12, conhecemos a seguinte  decomposicdo  para
QVin =Vir"[Vio +Ve a1 +Vi o T +Vi oK | € QS,, =V, " S0+ S, 41 +8, ,]+8, 4K |. Podemos

observar que 0s termos |:Vk,0+Vk,—1T+Vk,—2]+Vk,—3R:| e |:Sk,0+Sk,—1T+Sk,—2]+Sk,—3R:|

correspondem a determinadas representagdes matriciais que ndo dependem do indice n>1. Por
conseguinte, realizaremos as seguintes substituicdes

QVi o =Vier " [Vieo +Ve 1T +Vi 5 14V, oK ] € QS =Vii, [ S0+ S, 11 +8, 51+, oK. Por
Pk,n+l k'Pk,n ][ka,l k'QPk,o

outro lado, desde que conhecemosQV, , :( ] temos que sua

Pk,n k- Pk,n—l QPk,O K 'QPk,—l
matriz inversa pode ser determinada por
QPk 1 k 'QPk 0 N Pk n+l k- Pk n * ka 1 k 'QPk 0 h -1
Qv =] ~°© ' ‘ o= 1 " | (Vi,) . Por outro lado,
“ QR, k-QR Pn KB QR, k-QR ( “ )
facilmente, sabemos que [ka,l k-QP,, J_l B 1 [k'QPk,l _k'QPk,Oj
’ QR0 k QR 1 k (QPk,lQPk,—l _QPk,OZ) —QR., QR .
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De forma semelhante, como QS, =[ P K.P OR.. Kk-OR
k,n “Tk,n-1 k,0 ’ k,—1

Pk,n+1 k'Pk,n ](QRM k'QRk,o

j, teremos a seguinte

.. QRkl k'QRko B Pk n+l k'Pkn B
matriz inversa QS,, = ’ ' ' ‘ . De forma semelhante,
“ (QRk,o k-QR, Pon KB
_ 1 k-QR, , -k-QR n
determinaremos que QS, ™ = - ( QR Q k'C’J(Vk'l‘l) :
k(QRk,lQRk,fl_QRk,o ) —QRy o QR4

Seguem os resultados []
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