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Analytical and computational study of a stochastic differential
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Resumo

Neste trabalho estudamos uma equacao diferencial estocdstica
associada a modelos de crescimento populacional. Em parti-
cular achamos sua solucdo analitica e a uma medida invariante
para a equagdo. Logo simulamos por métodos computacionais
a solu¢do e comparamos com o obtido analiticamente.
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Abstract

In this work, we study a stochastic differential equation associ-
ated with population growth models. In particular, we find its
analytical solution and an invariant measure for the equation.
Then we simulate the solution by computational methods and
we compare it with the one obtained analytically.
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1 Introducao

As equacdes diferenciais estocdsticas sdo uma ferramenta muito importante na modelagem
matemadtica de processos que ocorrem na natureza, fundamentalmente, porque permite a introdugdo
de tudo aquilo que ndo é possivel quantificar (por sua quantidade de varidveis ou sua pouca relevancia
para o processo) por meio de um ruido nos coeficientes do modelo.

O objetivo deste trabalho € dar uma ideia sobre como trabalhar com equagOes diferenciais
estocdsticas estudando a modo de exemplo, por métodos analiticos e computacionais, um caso em
particular. Por isto, neste trabalho, consideramos uma equacgado diferencial estocdstica ndo linear
associada a modelos de crescimento populacional e que é dada por

dx; = rx;(k — ax;) dt + Bx;,dB; xo=N

paraN, r, k,ea € [0, o] e tais que 2rk > 3>. Esta é uma pequena variacio de um modelo proposto
por Polansky (1979) e nos permite, por meio de varia¢des do pardmetro a, estudar um conjunto de
equagdes que incluem o modelo j4 mencionado de Polansky (¢ = 1) e o bem conhecido modelo
estandar de crescimento populacional com ruido (OKSENDAL, 1997) para (@ = 0).

O artigo serd dividido em trés partes. Na primeira parte faremos uma breve revisdo da teoria
basica de equacgdes diferenciais estocdsticas. Logo depois introduzimos a equacgdo diferencial
estocdstica a ser trabalhada e provamos o resultado principal do trabalho que diz sobre a existéncia
de solu¢do e da medida invariante para esta. Finalmente, na terceira parte, fazemos uma breve revisao
da teoria de simulagcdes para equacoes diferenciais estocdsticas pelo modelo de Euler e fazemos a
simulacao da solucdo utilizando a linguagem Python. Logo, comparamos os resultados modelados
com os obtidos analiticamente.

Este trabalho faz parte do estudo de Iniciagao Cientifica do primeiro autor.

2 Breve revisao de calculo estocastico

Nesta secao pretendemos dar brevemente a fundamentagao tedrica do trabalho. Expomos breve-
mente os resultados principais e indicamos as referéncias onde podem ser achados para uma revisao
mais aprofundada do tépico.

Fixamos, ao longo do trabalho, um espaco de probabilidade filtrado (Q, {%;};cs, P) para I C R.

Definicao 1 Se (Q,7,P) é um espaco de probabilidade, uma varidvel aleatoria real X é uma
fungdo F; mensuravel X : Q — R. Dada uma variavel aleatéria X : Q — R definimos a sua lei
Fx : R — [0, 1] como sendo a medida de probabilidade sobre R tal que

Fx(U) =P[X (U]

Seja X : Q — R uma varidvel aleatéria e f : R — R, definimos o seu valor esperado (ou
esperanca) de f(X) como o nimero E[ f(X)] obtido da seguinte forma

B/(X)] = /Q F(X) d = /R () dFx ().

Definicdo 2 Um processo estocdstico real é um conjunto de varidaveis aleatorias {X; : Q — R}
indexadas por um parametro t tomando valores num conjunto ordenado (usualmente N ou R)
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Neste trabalho vamos nos concentrar no caso em que o pardmetro ¢ toma valores em um intervalo
I c R. O processo estocdstico mais importante para os nossos estudos € o Movimento Browniano.
Este € o processo {B;};>o com as seguintes propriedades:

* Bo =0
* afuncdot — B, é continua em ¢,

* 0 processo {B;};>( tem incrementos estaciondrios e independentes, os incrementos B;,s — By
tem por lei a distribui¢do normal com média O e variancia ¢. Ou seja: B,y — By ~ N(0,1).

E possivel mostrar, utilizando o teorema de continuidade de Kolmogorov (OKSENDAL, 1997), que
o movimento browniano pode ser construido de forma tal que os seu caminhos, isto €, as funcdes

t € [0,0) = X;(w) €R,

sejam continuos . Entdo, cabe a pergunta se é possivel integrar com respeito a B;. Nesse sentido é
definida a integral de It6, como sendo

t
/ f(s,Bs) dBs; = lim Z f(si, By,)(By,,, — By,) (limite em L*(Q,P))
0 n_wot,»ern, 1<t

onde f : RXR — R é uma fungdo C*, B; é o movimento browniano e {7,} uma sequéncia de
parti¢des de [0, ¢] tais que

|T,| =sup |tix — ;| = O se n — oo.
n

E possivel ver que

* aintegral de It € independente da sequéncia de particoes,
* 0 processo t
A= ‘/0 f (s, By) dBy
€ um processo estocdstico F; mensurdvel para cada ¢ com
E[A;] =0,
para todo t (SONDERMAN, 2006).

A integral de It6 ndo obedece a férmula de mudanca de varidveis. No seu lugar temos a bem
conhecida formula de Itdo que é o equivalente estocdstico ao teorema fundamental do célculo.
Apresentamos aqui uma versao simplificada desta:

Teorema 3 Seja f : R X R" — R uma funcdo C* e {B;} o movimento browniano iniciando em
By = x entdo

_ t t 1 5
180 = 00+ [ ausis.y anos [ @i mo+ 302680 as
ou na forma diferencial

df (t,B;) = 0, f(t,B;) dB; +

(6:f)(t, By) + %@?f(t, Bt)] dt,
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Para uma prova do resultado consultar o capitulo 3 de (OKSENDAL, 1997).

Exemplo 1 Em particular, se f : R x R*? — R dada por

f(t,x) = g(0)h(z,x)
onde g(t) é um processo que admite derivada com respeito a t e h uma funcdo C*, temos que a
formula de Ito garante

t

f(t,B;) = £(0,0) + /t (g(s) + g(s)0:h(s, By) + lg(s)('))%h(s, Bs)) ds +/ g(s)0ch(s, By) dB;.
0 2 0
ou na forma diferencial
df (t,B;) = h(t,b;)dg(t) + g(t) (&h(t, B;) + %afh(t, B,)) dt + g(t)0.h(t, B;) dB,

Uma vez conhecida a integral de It6, definimos a Equacao diferencial estocastica no sentido
Ito (EDE) a valores reais como sendo uma equac¢ao da forma

dx; = Xo(t,x;) dt + X1(t,x;) dB;, x0 =x, (1)

onde X; : R X R — R sdo fungdes C*™. Esta equagdo, embora escrita na forma diferencial, deve ser
entendida na forma integral. Isso € o contetido da seguinte definicao.

Definicao 4 Seja (s,x) € [0,T] X R". Um processo estocdstico continuo x;, parat € [s,T], a
valores em R é dito um solugdo (forte) da equagdo diferencial estocdstica ({I}), com condicdo inicial
X5 = X Se, e somente se, satisfaz

t t
X; =X +/ Xo(r,x,) dr +/ Xi(r,x,) dB,.
N N

Em geral, garantir a existéncia e unicidade de solu¢des de equagdes diferenciais estocasticas nao
¢ facil. Ha resultados que garantem que se os coeficientes da equagdo sao localmente Lifschitz é
possivel garantir a existéncia da solu¢do (KUNITA, 1997). No entanto, achar uma forma explicita
da solu¢do pode ser uma tarefa muito dificil.

Se x; € solucdo da equacdo [I]entdo podemos provar, como consequéncia da formula de It6, que
para toda funcio f € C?(R) temos

) = Flxo) + /0 (Xo<r,xr)axf<xr>+%xl(r,x»za,%f(xr)) dr + /O X\(r )8 f (x,) dB,.

ou, na forma diferencial,

df (x;) = (Xo<r,xz>axf<xz> + %Xl(r,xozaff(xt)) dt + Xy (t,x,) 0 f (x;) dB,.

Para mais detalhes, consultar Oksendal (1997).
Dada a equagdo diferecial estocéstica [[|como acima, assuma que existe uma aplicagio

¢:[0,00) xRXQ — R,
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continua nas primeiras duas varidveis, e tal que para cada x da a solucdo

xl(w) = ¢(t’x’ w)

da equagdo com xg = x. Tal aplicagdo é comumente chamada de fluxo solu¢do. Uma medida de
probabilidade
p = p(x) dx

¢ dita invariante para a equagéo [I|se

E [ /R F(o(t.x.0)p() dx] . /R F)p(x) d

paratoda f € C*(R) et € [0, o).
Vamos a interpretar qual o significado da medida invariante. Para isto, considere que para a
equagdo [I]existe um ponto yg tal que

Xo(t,y0) =0, Xi(t,y0) = 0.

Neste caso, 0 processo
Xt = ¢(t’y05w) =)o
€ solu¢do natural da equagdo para xo = yo. Estes pontos sdo chamados de pontos de equilibrio para

a equagdo. Em particular temos que medida dada pela delta de dirac 6, (x) é uma medida invariante
para a equagao pois

E [f(¢(t’ )’O,CU)]

f(yo)
/f(x)éyo(x) dx.
R

E [/Rf(qb(t,x, w)0y,(x) dx]

Assim, de forma geral, as medidas invariantes sdo generalizagdes dos pontos de equilibrio da equacgdo
estocdstica.

Podemos caracterizar as medidas invariantes utilizando um operador diferencial de segunda
ordem

1
LV(x) = Xo(t,x)0:V (x) + % (1,x)%0%V (x).
para toda funcdo V diferencidvel. Este € o conteido do seguinte resultado.

Lema 2 Uma medida de probabilidade 11(x) = p(x) dx é invariante para a equagdo[I|se

/RLf(x)p(x) dx =0, (2)

para toda f de classe C* e limitada.

Demonstragdo. Seja f de classe C™ e limitada e ¢(z, x, ) o fluxo solugdo da equagéo[I} Observamos
que f o ¢(t,x, ) € C™ e limitada.
Consideramos a identidade

E[Lf(#(r,x, )] = LE[f((1,x, )]
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cuja prova pode ser encontrada em Oksendal (1997, p. 134,135).
Da férmula de Itd temos

FO(hx ) = f(x) + /O F(B(s.x. )) dBy + /0 LF(d(s.x, ) ds

Multiplicando por p(x) e integrando obtemos
[rusopma = [rwpeos [ [ 1ot npw ar) a,

+ /0 t /R (Lf((s.x. ))p(x)) dx ds

Tomando esperanga aos dois lados da identidade e utilizando que a medida u(x) = p(x) dx é de
probabilidade, vemos que ela serd invariante se, e s se, temos

/0 /R LE[£(65(x, )] p(x) dx ds = /0 /R B L (#s(x. )] p(x) dx ds = 0.

Portanto a medida sera invariante se, e somente se,

/R Lf(0)p(x) dx = 0,

para toda f de classe C* e limitada.
O

Mais ainda, podemos ver que para a medida invariante u vale o seguinte resultado, de acordo
com o Teorema 4.3 de Khasminskii(2012) ou o teorema 5.9 de Gard (1988).

Teorema 5 Assuma que existe um conjunto U aberto e limitado de R com fronteira regular B tal
que:

a- Xi(t,x)|y >0
b- Se x € UC o tempo de saida T de U é finito. Isto é, se
" =inf{t, ¢(t,x,w) € U},
entdo E [T"] < co. Mais ainda, sup,.x E[T*] < co para todo compacto K C R.
c- Se u é a medida invariante associada a|l|entdo u(B) = 0.

Entdo

lim P[x; € A] :/ du.
1= A
Este resultado € muito interessante pois, basicamente, diz que se a equacao satisfaz as hipéteses
podemos estudar o que aconetece (em probabilidade) com x; quando t — oo.
Passamos a estudar agora condi¢des sobre a equagao|[I|que garantem que esta satisfaz as hipéteses
do teorema. Para isso, fazemos uma redugio na equagdo [I} em particular pedimos que os termos
que dirigem a equacao sejam independentes do tempo, isto €,

Xo(t,x) = Xo(x) e Xi(t,x)=X;(x) > 0.

ALVES, H. C.; LEDESMA, D. S. Estudo analitico e computacional de uma equagio diferencial estocdstica associada a um modelo de crescimento
populacional. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matemitica, Bauru, v. 20, p. 28-7] jul. 2021. Edigdo Inicia¢do Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol20ic202123169664hcadsl2847 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

33



" of
=
=)

Desta forma, a equacio satisfaz a—. Para mostrar b— , considere agora a fungio v de classe C? tal
que

Lv(x) = Xo(x)0,v(x) + %Xl (x)20%v(x) = —1.

A escolha do valor —1 aqui € por conveniéncia, podendo ser escolhido um valor k¥ < 0. Podemos

ver que
- _ *2X0(y) Tl 22Xo(y)
exp( -/yo X1 (y)? dy) /yo X2 T (/yo Xi(y)? dy) &

Yoo 1 [ 2Xo(y)
[ e[ R o)

para algum y( € R, satisfaz a equagdo. Aplicamos agora a formula de Itd a v(x;) para obter

v(x)

T 1 5o T
v(xr) v(xo)+/0 (Xo(x)(?xv(x)+§X1(x) 8xv(x)) dt+‘/0 X1 (x;)0cv(x) dB;

v(xg) — /OT 1dt+ /OTXl(x,)va(x) dB;.
Entdo, se 7 € a varidvel aleatéria definida acima, vemos que
E[v(x7)] = v(xo) — E[7].
Portanto, se v é uma funcdo diferencidvel e nio negativa em U, vemos que
E[7] < v(xg) < o0

e, consequentemente, satisfaz as condi¢des a e b do teorema (conforme teorema 3.11 de Khasminskii
(2012)). Isto serd exemplificado na préxima se¢do para um caso particular.

3 Modelo estocastico de crescimento populacional

Nesta secdo vamos aplicar os conceitos e resultados introduzidos na se¢@o anterior para uma
equacao diferencial estocdstica associada um modelo populacional .
Consideramos a equagao diferencial estocdstica ndo linear dada por

d-xt = sz(k - CYX:) dt +ﬁX[dB[, X0 = N7 (3)

para N, r, k, e a € [0, o] e tais que 2rk > 5.
Esta equacgdo € bem conhecida na literatura quando reduzida aos seguintes dois casos

* O caso em que @ = 0 a equagdo se reduz a equacao que modela o crecimento populacional
estandar em que rk € a taxa de crescimento e § € R é a medida do tamanho do ruido do
ambiente.

* O caso em que @ = 1 a equacdo descreve o crescimento populacional em ambientes super-
lotados. Nesse caso a constante k > 0 € a capacidade do ambiente, » > 0 é a medida da
qualidade do ambiente e S € R é a medida do tamanho do ruido do ambiente.
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Comparando a equagéo [I|com a equagio [3|temos
Xo(t,x) =rx(k—ax) e X(t,x)=px.

Em particular, o operador L € definido por
_ _ 1220
Lv(x) = rx(k — ax)ov(x) + 2,8 x“07v(x),

para toda funcdo v de classe C*. No caso em que @ = 0 a solu¢do do problema Ly = —1 ¢

=2

V(X) = m 11'1(X),

que € uma fun¢do que nao € positiva definida portanto nada podemos garantir quanto a aplicagao do
teoremal[5] No entanto, para & > 0 temos que a fungéo

wk) _(2a © (k) _(2a
v(x) = izx(ﬁz )e (ﬁz x) / z(ﬁ )e (ﬁz Z) dz.
B x
€ positiva e satisfaz Lv = —1 em (0, o).
Agora podemos provar o resultado principal do trabalho.
Teorema 6 A equacdo diferencial estocdstica|3|tem por solugdo
o (rk=3%)1+pB;

% +ra fot e (rk=21%)s+BBs g

Xt =

Mas ainda, se a > 0, a equacdo admite uma medida invariante da forma u = p(x) dx para

o(x) = 1 (2ra)(2/;_2k_1) exp ( 2rcxx) x(zbf—z"—z)
= r 2 - 2 ’
eI

donde 1" é a funcdo gamma que generaliza a funcdo fatorial.
Demonstragdo. Propomos como solu¢do um processo
X = f(t)e(rk—%ﬁz)mﬁla,
Para f(¢) um processo que admita derivada com respeito a ¢ e tal que f(0) = N. Entdo, calculamos

df (1) e=3BVHBB o £ (1) (rk di + B dBy)e (T35 ) BB
df (1) e(rk=2B*)1+BB; 4 rkx; dt + Bx; dB,.

dx;

Comparando com a equagdo original, temos que f(¢) deve satisfazer
df (1) = raf(n)2e(rk=28)mBB: gy

Portanto,

1 1 d 12\,

= —yra [ e(rk3B)sHBBs gy
f() N 0
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Juntando as partes temos entdo que a solucao é
o (rk=3B%)1+BB;

T tra /ot e (rk=21%)s+BBy g

Xy =

O fluxo solugao € dado pelo mapa
o (rk=3B)1+BB

1
)lc +ra fol e (rk=38%)s+BBs

¢(t,x,w) = (w)

Observamos que a solu¢do assume valores em (0, o) entdo, € de esperar que a a medida invariante
tenha soporte neste conjunto. Para achd-la, observamos que

Lf(x)=rx(k—ax)of(x)+ %ﬁzxzaff(x).

Entao, se u = p(x) dx € invariante, temos que
1
/ (rx(k = ax) 3 f(x) + 5B fOLf (x) | p(x) dx = 0
R

para toda funcio f de classe C* e limitada. Assumindo que p(x) é C2, pelo fato de p(x) ser a
densidade de uma medida de propabilidade, temos que

lim p(x)=0.

X—>+00

Agora, utiliando integracao por partes e a limitagdo de f vemos que

/ (rx(k a)df(x) + %Bzxzf(X)) p(x) dx / 8.1 () (rx(k — ax)p(x)) dx
R R
+ /R (%ﬁzxzp (x)) 62f (x) d
_ /R 8:f (x) (rx(k — ax)p(x)) dx
+ /R 82f (x) (%Bzxzp(X)) dx
- - /R F)0 (rx(k — ax)p(x)) d
+ [ w3 (%/ﬂxzp(x)) dx
De onde obtemos que

/ (rx(k —ax)o f(x) + %ﬂzxzf(x)) p(x)de=0
R

¢ equivalente a

/R (ax (rx(k - ax)p(x)) - %ﬁzﬁf(xzp(x») fx) dv =0
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para toda f de classe C® e limitada.
Portanto p(x) resolve a equagdo

d (rx(k — an)p(x) ~ 3B (%p(x) = 0

Para resolvé-la, denotamos por
2

b(x) =rx(k —ax), nx)= '%xz,

entdo a equacgao pode ser simplificada a

O (b(x)p(x) = Ox(n(x)p(x))) =0

Entdo
b(x)p(x) = d:(n(x)p(x)) = A
para A constante. Em particular para A = 0, podemos escrever
b(x)
0y (In (n(x)p(x))) = ——
n(x)

De onde tiramos que, se @ > 0, temos

K ([
“”‘nufm(/nu>ﬁ

Substituindo pelos dados conhecidos, temos que

p(x) = Kexp (—%;—;xx) x(zf:_zk_z)

para K uma constante de renormalizacdo. A forma de p € similar com a da distribuicio Gamma

baxa—le—bx
hix,a,b) = ——
(x,a,b) )
Portanto
p(x) = h(x,a,b)
para
2 a
T
B? B? [(a)

a
Uma vez que conhecemos a medida invariante podemos calcular, utilizando o teorema[5] qual a

probabilidade de que um processo assuma valores em um determinado conjunto A, quando o tempo
¢ suficientemente grande, simplesmente calculando

tlim Plx, € A] = /p(x) dx.
—00 A

ALVES, H. C.; LEDESMA, D. S. Estudo analitico e computacional de uma equagio diferencial estocdstica associada a um modelo de crescimento
populacional. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matemitica, Bauru, v. 20, p. 28-7] jul. 2021. Edigdo Inicia¢do Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol20ic202123169664hcadsl2847 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

37



" of
=
=)

Observamos que isto sé serd possivel se @ > 0 pois o caso @ = 0 ndo satisfaz o item b— do teorema
Para @ > 0 temos que o maximo de p(x) é atingido para

_rk—,82
T ra

X1

Entdo, calculando a integral da distribuicdo Gamma com os coeficientes como acima, podemos
achar, para todo € > 0, um intervalo da forma A = (x; — a, x| + b) para a, b > 0 tais que

tlim Plx; € Al =1-¢€.

Mais ainda, do que sabemos da distribui¢cdo gamma, podemos afirmar, qualitativamete, que o valor
esperado de x, € a variancia o sao

_ 2rk - p?

2ra

B k=)

Elxw] (2ra)?

, € 0(Xeo) =

Temos provado assim o seguinte resultado.

Corolario 7 Nas hipdteses do teoremalfl e com a > 0 temos que para todo € > 0 existem reais
positivos a, b tais que se A = (x| — a,x; + b) para

_rk—,B2
 ra

X1

entdo,
tlim Plx, € Al =1-¢€.

4 Comparacao analitica-computacional

Nessa terceira parte estudamos a simulagdo da equagao diferencial estocdstica:

dx; = rx;(k — ax;)dt + Bx;dB;, xo=N,
para N, r, k,e a € [0, o) e tais que 2rk > ﬁz.

Comecamos fazendo a simulagdo do movimento browniano. Observamos que esta deve ter as
propriedades apresentadas na secgdo 2, isto €, deve ser uma fungdo {B; : Q — R} tal que

b B():O

* seto =0 <1t <t <..<t,entdo oincremento B;, — B, , € independente com B;, — B;, |, ~
N(0,t; —t;—1). Ou seja, B;, — B;, , ndo depende de B;, ,.

Para simular uma fungdo desse tipo, podemos gerar uma sequéncia de varidveis aleatdrias inde-
pendentes (S;); e tais que S; ~ N(0,1). Mas como estamos trabalhando com o computador,
queremos definir e simular / valores de tempos 1o = 0 < #; < t» < ... < t;—1 gerando um vetor
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(Bi), Byy, ..., By,_,). Isto pode ser feito de forma simples uma vez que os incrementos sdo indepen-
dentes. A funcdo B, € entdo definida computacionalmente da seguinte forma:

Btl = \/Esl,
B, = B+ (t2—11)S2=vVtuS1+ (12 —11)S2,

J
B, = Z (t: = ti-1)Si,
i=1

Bi,,, = Bi /(T — 1) * Sjan.

Na figura [I] ¢ mostrada a simula¢do obtida do movimento browniano para 10.000 caminhos
diferentes com / = 100 valores de tempo e

tiy1 —t; = 1, V] € {0, 197,98}

Movimento browniano

Figura 1: 10000 caminhos movimentos browniano com / = 100

Uma vez que podemos simular o movimento browniano passamos construir uma simulacio da
equacdo diferencial estocdstica [3|utilizando o seguinte esquema de Euler:

Xipoy = X1, + 1%, (k — axy,) (the1 — 1) + Xy, (By,,, — By,)
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No nosso trabalho vamos simular a equagdo utilizando o esquema de Euler com a simulacdo do
movimento browniano feita acima. E possivel ver que o esquema de Euler fornece uma boa
aproximacao para estudar quantidades que dependem da lei do processo x; que € solucdo da equacgao
a ser simulada. A aproximacao é melhor quanto maior € a discretizacdo do tempo. No nosso caso
discretizamos o tempo em intervalos de comprimento 1. No entanto, podem ser feitas discretizacdes
mais precisas diminuindo o comprimento deste intervalo. O resultado que garante esta ultima
afirmacdo € o teorema de Turelli que estd apresentado em Gard (1988, p. 166, 167). Descrevemos a
seguir as ideias bdsicas deste resultado.

Considere uma equacao diferencial estocéstica da forma
dx, = Xo(x;)dt + X1 (x;)dB;

em que X( e X sdo continuas, diferencidveis em [0, co) e que satisfazem

* Xo(0) = X1(0) =0.

* existe R > 0 tal que se x > R entdo Xp(x) <0

* sex # 0entdo X;(x) #0
Assuma que para qualquer solu¢do em [0, c0) o limite no oo € inatingivel, isto é

2 |lim x, = co| =0
t—o00

Seja 3 € uma sequencia de varidveis aleatdrias com distribuicdo idéntica e independente, de média

0, variancia 1 e terceiro momento finito (E [nfu(i)] < oo para todo i.)
Com isto, definimos x™ por :

1 nu(a+n+1)
M M M/ M M M
Xognel = Xain + XO (xa+n)ﬁ + X] xa+n)T
xM(a) = Xa

e estendemos a um processo estocdstico de tempo continuo dado por:
M) =xM(a+n), a+n<t<a+n+l
Com esta estrutura temos o seguinte resultado (GARD, 1988, p. 166, 167).

Teorema 8 (Turelli) Com as hipoteses acima, se x; é solugcdo da equagdo
dx, = X()(.xt)dt + X] (xt)dBt

entdo
i M — =
hrr})oP [lx (1) —x(t)] > e] 0.

Vamos mostrar agora que o esquema de Euler proposto acima para nossa equagao satisfaz as
condi¢des do teorema de Turelli. Repetimos que aqui s6 vamos considerar o primeiro paso (que
corresponde para M = 1 e para particdes no tempo em intervalos de comprimento 1), porém se
aumentando o valor de M teremos aproximacgdes mais precisas.

Assim, na equagao do modelo de crescimento populacional que estamos considerando temos que
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* As fungdes

Xo(x) =rx(k —ax), Xi(x)=px, xo=N,
satisfazem as hipéteses do teorema.

O valor de M esta associado a particao do intervalo. No nosso caso, como dito acima, vamos
somente trabalhar com M = 1 e 5y = (S;) como na simulacdo do movimento browniano
acima. Porém, no caso genérico terfamos que, para cada M, 7y = (S;) é uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes com distribui¢cdo normal com media O e varianga 1. De

fato, como
1

livt —li = —,

M
temos que

I+1 1
UM\(/M ) = WSM = Vtix1 — t:Siv1 = (By,,, — By;).

Decorre disto que o terceiro momento da 7 (i) € finito para cada i.

Agora, para poder utilizar o teorema de Turelli, s6 resta mostrar que o limite no co € inatingivel.
Para isto vemos que a solugdo do processo satisfaz

o (rk=3B)1+BB;

= < ]\[e(r‘C éﬁz)[ BB
1 .
%4.;@"/‘0"‘6(}’ z‘fz)s oS dS

agora, utilizando que x; > 0 e a desigualdade de Chebyshev (OKSENDAL, 1997, p. 16), temos que

Plx; > a] < lE[xt]
a

lE Ne(7k=38)1+BB;
a

— E rkt
LA

Aqui foi utilizado o seguinte resultado.

Lema 9

M, = o (rk=38)1+BB,

satisfaz B[M;] = ™.

Demonstragdo. Utilizamos a férmula de Itd para

entao

f(t,x) — e(rk—%ﬁZ)Hﬁx,

£(t, B, :1+rk‘/tf(s,Bs) ds+,8/tf(s,BS) dB,.
0 0

Utilizando que

E[ﬂfo f (s, By) st] =0,
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obtemos .
E[f(t,B;)] = 1+rk/ E[f (s, By)] ds.
0

De onde segue que,
E[f(t,B)] = ™.

Com isto, temos mostrado que, para todo ¢ > 0, vale
P[x, = 00] = lim P[xt > CU] = 0.
a—00

Portanto o limite no oo € inatingivel.

Assim sendo, todas as hipdtesis do Teorema de Turelli sdo satisfeitas e ele pode ser aplicado.
Entdo, a simulacdo x¥ que estd asociada ao esquema de Euler apresentado, converge em lei i x; se
M — oo,

Aqui s6 vamos simular o caso em que M = 1 pois para valores maiores de M o tempo com-
putacional € muito maior. A seguir, mostramos na figura [2] uma simulagao da solugdo x, com os
seguintes pardmetros

N=700, r=0.0002, a=1, k=1000 e pB=0.0l.

Por se tratar de uma fun¢do exponencial, foi utilizado escala logaritmica no eixo y para melhor
visualizac@o do processo.

Crescimento populacional

107 1

9x10¢

logiX_t)

8x10¢

7x 10

Figura 2: 10000 caminhos x! com [ = 100
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Finalizamos o trabalho mostrando a consisténcia da simulagdo com a teoria vista na secdo
anterior. De fato, apds simular os caminhos, foi observada a distribuicao de x'emt =99. Este
valor de t se corresponte com a centésima marca do tempo e consideramos um valor de tempo
suficientemente grande ja que ¢+ = oo ndo € possivel de ser simulado. Comparamos assim a
distribuicao de probabilidade obtida dentre os 10.000 caminhos no tempo 99 € a distribuicdo dada
pela medida invariante p(x) obtida na seccdo anterior. Como apresentado abaixo na figura 3, é
possivel observar que a distruibui¢do simulada é muito semelhante a distribuicdo teérica p(x).
Na figura, o intervalo [920, 1080] ¢ particionado em 100 partes iguais e € computada a frequéncia
normalizada em que x! atinge cada um destes subintervalos para o valor de t9. Isto gera a distribuicdo
em azul.

Distribuigtes

dist tedrica
0025 1 A EE dist experimental

0020

—

t
TI: 0015 -
e,
&

0010 |

0.005 -

0.000 | |
920 240 960 %50 1000 1020 1040 1060 1080

Xt

Figura 3: distribui¢do discreta de probabilidade em 799 € distribuicdo da densidade da medida
invariante p(x)

5 Apéndices

Neste apéndice apresentamos o cddigo construido em python para as simulagdes, além do cédigo
€ disponibilizado um notebook no google colab onde € possivel se ver a execucao passo a passo e
variar parametros para se observar os resultados obtidos. Fazendo testes experimentais com o intuito
de melhor estimar os pardmetros para uma simulacdo apresentdvel, foi possivel se observar que é
interessante para a simulagcdo que rk < 1, que B seja da ordem de %Ok para @ > 0 e da ordem de rk

para @ = 0 pois para valores fora dessa faixa o ruido € predominante na simulagdo e se faz necessario
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utilizar um ndmero maior de simulagdes do movimento browniano (isto €, um valor > 10.000) o
que torna o tempo computacional muito maior.

Cédigo em python

import numpy

import math

from matplotlib import pyplot as plt
from scipy.stats import gamma
import numpy as np

#calculo de x_t
def x_t2(r, K, alpha, beta, x_0, lista):
out = [(lista[0][0],x_0)]
outQuad = [(lista [0][0],x_O0=*x%x2)]
tamanho = len(lista)
for i in range(1,tamanho):
out.append ((lista[1][0],out[i—-1][1] + rskout[i—-1][1]
#(K-alphaxout[i—-1][1])
k¥(lista[1][0]—-1lista[i-=1][0])+
betaskout[i—-1][1]*«(lista[i][1]-lista[i-=1][1])))
outQuad . append ((lista[1][0],out[1][1]*%2))

return out, outQuad

#calculo esperanca dos caminhos simulados
def espSim(lista , pos):
aux=0
for i in range(len(lista)):
aux+=lista[i][pos][1]
return aux/len(lista)

alpha =1

# parametros da simulacao

n = 10000

k = 100

dt=1

t = [ixdt for i in range(k+1)]

if alpha != 0:
r=0.0002
K=1000
beta=0.01
x_0=700
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elif alpha ==
r=0.0002
K=1000
alpha=0
beta=0.2
x_0=2

B = [[0] for i in range(n)]| #array com variaveis aleatorias
S [[1 for i in range(n)] #array com as variaveis aleatorias S~N(0,1)

#simulacao movimentos brownianos
for j in range(n):
for i in range(k):
S[j].append(numpy.random.normal (0,1))

for j in range(n):
for i in range(k):
B[j].append(B[j][i] + dt*x%x0.5%xS[j][i])

#criacao de tuplas(tempo, movimento browniano)
lista = [[] for i in range(n)]
for j in range(n):
for i in range(k+1):
lista[j].append ((t[il, B[jI[il))

plt. title (’Movimento browniano )
plt.xlabel ( tempo’)
plt.ylabel ("B_t’)

for i in range(n):
plt.plot(xzip(xlista[i]))

plt.title (’Movimento browniano )
plt.xlabel (’tempo’)
plt.ylabel ("B_t")

#calculo da variavel aleatoria x_t

lista2 = [[] for i in range(n)]

lista3 [[] for i in range(n)]

for j in range(n):
X, x2 = x_t2(r,K,alpha , beta,x_0, lista[]])
lista2[j] = x
lista3[j] = x2
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for i in range(n):
plt.semilogy (skzip(xlista2[i]), zorder = 1)

#calculo esperanca simulada
espSimul = []
for i in range(k+1):
espSimul.append ((t[i], espSim(lista2 , i)))

espQuadSimul = []
for i in range(k+1):
espQuadSimul . append ((t[i], espSim(lista3 , 1)) )

sdevUp = [(t[i], espSimul[i][l]+(espQuadSimul[i][1l] -

espSimul [1][1]*%%2)%%0.5)

for i in range(len(espQuadSimul))]
sdevDown = [(t[i], espSimul[i][l]-(espQuadSimul[i][1] -

espSimul [i][1]%%2)%%0.5)

for i in range(len(espQuadSimul))]

#plot caminhos e esperancas

plt.title (’Crescimento ,populacional , jalfa="+str (alpha))
plt.xlabel (’tempo’)

plt.ylabel ("log(X_t)’)

plt.semilogy (xzip (xespSimul ), linewidth=3, color="brown’, zorder=2)
plt.semilogy (*kzip (kxsdevUp), linewidth=3, color="blue’, zorder =2)
plt.semilogy (s zip (xsdevDown), linewidth=3, color="blue’, zorder =2)

for i in range(n):
plt.semilogy (s zip(x1lista2[i]), zorder = 1)

legenda []
legenda.append (" Esperanca, simulada")
legenda.append (" Desvio_padrao")

plt.legend (legenda)

if alpha != 0:
a, ¢ = (2xrxK-beta*x2)/(beta%x*x2), 2xrkalpha/betasxx2
aux = [lista2[i][k][I] for i in range(len(lista2))]

fig, ax = plt.subplots(1l, 1)

x = np.linspace (925, 1075, 4000)
yl = gamma.pdf(x, a=a, scale=1/c)
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ax.plot(x, yl, "y=", label=(r’$\alpha=29, \beta=3$"))
ax. hist(aux, 100, density=True)

ax.set_title (’Distribuicoes ’)
ax.set_xlabel ("x_t"’)
ax.set_ylabel ("P(x_=ux_t)")

legenda2 = []
legenda2 .append(’dist, teorica’)
legenda2 .append(’dist experimental ’)

ax.legend(legenda2)

print ((2%rxK-betax*2)/(2%r%alpha))

O codigo estd também disponivel em:
Ihttps://github.com/HitaloCesar/artigo-cres-pop/blob/main/simul.ipynb
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