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Polin6mios ortogonais na circunferéncia unitaria
de funcoes hipergeométricas

Orthogonal polynomials on the circumference of a unit circle
from hypergeometric functions

Resumo
Consideremos uma sequéncia de polindmios ortogonais moni-
cos na circunferéncia unitdria representados por funcdes hiper-
geométricas {¢,(b, z)}'%), onde

(b+b+1),

b0 2Fi(=n,b+1;b+b+1;1-72),
n

¢n(b;z) =
comb € C, 2Re(b) # —1,-2,-3,... en € N. No artigo [1],
o0 autor apresentou os resultados sobre os polindmios ¢, (b, z),
onde n > 0. Neste trabalho reapresentamos as demonstracoes
do artigo [1] de forma explicita e corrigindo alguns erros de
digitacao encontrados no artigo.
Palavras-chave: Fungoes hipergeométricas. Polindmios orto-
gonais na circunferéncia unitdria. Relacdo de recorréncia de
trés termos.

Abstract
Let us consider a sequence of monic orthogonal polynomials
on the circumference of a unit circle given by hypergeometric

functions {¢,(b,z)} %, where

(b+b+1),

b1 D) 2Fi(-n,b+1;0+b+1;1-72),

én (b;z) =
withb € C, 2Re(b) # —1,-2,-3,... andn € N. In the article
[1], the author presents the results on the polynomials ¢, (b, z),
where n > 0. This work describes explicitly the proofs in [1] .
Keywords: Hypergeometric functions. Orthogonal polynomi-
als on the circumference of a unit circle. Three term recurrence
relation.

Este artigo esta licenciado com uma Licenga Creative Commons Attribution 4.0 International, podendo ser usado,
BY distribuido e reproduzido, sem restri¢des, desde que o trabalho original seja devidamente citado.



" of
=
=)

1 Introducao
Dada uma medida positiva u(z) = p(e'?) na circunferéncia unitaria C = {z = ¢ : 0 < 9 < 2},

a sequéncia de polindmios ortogonais monicos na circunferéncia unitdria {¢,}'%, associada a u
pode ser definida por

/C Z ¢n(2)du(z) = /O E e, (em) dyt (em) = K3, 0nj»

paraQ < j < n, onde k> = ldn(2)II* = /c |n(2)|? du(z). Visto que a integral € definida sobre a
circunferéncia unitdria, temos Z = z~ 1, de onde

/ 7 $n(2)du(z) = / 27 $u(2)dp(2).
c C
Os polindmios mdnicos ¢, satisfazem as seguintes relagdes

(bZ(Z) = AnZPn-1(2) + (bj,_] (2),

1
00(2) = a3 () + (1= laul?) 01 2 .

1, onde a, = ¢,(0) e ¢, (2) = 2"¢,(1/2), veja por exemplo Simon [2] . Os coeficientes a,,
0, sdo conhecidos como coeficientes de Verblunsky e satisfazem

paran
para n

v v

n

_ D
al <1 e [](1-lanP) =157 = 5
.

m=1

paran > 1, onde o determinante de Toeplitz D, € tal que

Mo M-l Mg

M1 Mot Hensl
Doy=puo e D,=| . ) i ,

Mn Mp-1 - Mo

2r
sendo os momentos u, dados por u, = / e M0 dy (e’e) , € satisfazem u_,, = f,, paran > 1.
0

O teorema a seguir conhecido anteriormente como Teorema de Favard na circunferéncia unitdria
e apresentado em Simon [2] como Teorema de Verblunsky, é um dos resultados mais conhecidos
acerca de polindmios ortogonais na circunferéncia unitdria.

Teorema 1 (Teorema de Favard na circunferéncia unitaria) Dada uma sequéncia arbitraria de
nimeros complexos {a,},., com |a,| < 1 para n > 1, existe uma tnica medida positiva u na

circunferéncia unitdria tal que os polindmios gerados por (1) s@o os respectivos polindmios ortogonais
monicos na circunferéncia unitaria.

Outra propriedade satisfeita pelos polindmios ¢, € que seus zeros estdo todos no circulo unitario
aberto D = {z: |z|] < 1}.
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2 Relagoes de recorréncia de trés termos para polindomios orto-
gonais na circunferéncia unitaria

Nesta secdo fornecem algumas informacdes sobre os polindmios ortogonais na circunferéncia
unitdria dados por uma relacao de recorréncia de trés termos.

Teorema 2 Seja {¢,} >} uma sequéncia de polindmios dada pela relacdo de recorréncia de trés
termos

Gns1(2) = (2 + Brr1) $u(2) — Ans12¢0-1(2), ()
paran > 1, com ¢o(z) =1 e ¢1(z) =z+B1. Se
(07788

Bni1 20, a1 20 e 0< =1-1¢,(0)]?, (3)

n+1

para n > 1, entdo existe uma medida positiva u na circuferéncia unitéria tal que {¢,} ] sdo os

respectivos polindmios ortogonais monicos na circunferéncia unitdria.

Demonstracao. Seja a, = ¢,(0), paran > 1. Como ¢,4+1(0) = B,+10,(0), paran > 0, entdo

ap = ¢n(0) = ,BlﬁZ .. -,Bn» (4)
paran > 1. Além disso, de (3), temos
@it = Bt (1= laal?) 5)

e |la,| < 1, paran > 1. Assim, pelo Teorema 1, existe uma dnica medida positiva u associada a
sequéncia {a,},., e que os polindmios gerados por (1) sdo os respectivos polindmios ortogonais
monicos na circunferéncia unitdria em relagdo a essa medida.

Se 81 # 0, entdo a, # 0, devido a (4) € B,41 # 0, paran > 1. Assim, de (1) obtemos

¢n+1(z) - (1 - |an+1|2)z¢n(z)

an+l

¢;’kl+1 (Z) =

a

ML (1= |an?)zdn1(2),

a a

Pns1(2) = (Z + an+1) ¢n(z) —

An+1 An+1
= ,8n+1 €

ai’l n

Dn+1 (Z) = (Z +,8n+1) ¢n(Z) = Upyl ZPn-1 (Z),

paran > 1. Observe que (1 = |an|?) = Brs1(1 = |an|?) = aps1. Isso segue que

paran > 1.
Se 81 =0, entdo a, = 0e ay+1 = Bnt1, paran > 1. Assim, de (1) temos
¢n(2) = 2¢p-1(2) = --- = 7"
Isto €,
Pne1(2) = Zn+] = 2¢n(2) = (2 + Bur1) 9n(2) — Aps1260-1(2),
paran > 1.

Logo, em qualquer caso, podemos identificar os polindmios ortogonais monicos na circunferéncia
unitdria em relagdo a medida p como os polindmios dados pela relac@o de recorréncia de trés termos
(2) com coeficientes que satisfazem (3). Portanto, o teorema foi demonstrado.

O
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De (2) obtemos

/ P1(2)du(z) = / 200(2)du(z) + B / 00(2)du(2).
C C C

/¢n+1(z)du(z)=/(z +,8n+1)¢n(Z)dﬂ(Z)—an+1/z¢n_1(z)du(z),

C C C
/Z‘”¢n+1(z)d#(2)=/f” (z +,8n+1)</>n(z)d/1(2)—an+1/z‘””¢n-1(z)d/~t(Z),
C C C

ou seja,
p-1+ Bipo =0,
[ 2n@du() = v [ 2 @ata) =0,
C C
Bt /C ()i (2) — e /C T g1 (2)dpa(2) = 0.
Logo,
g T Jo 26n(2)dp(z) L i _ Jo 27" pu(2)dp(z)
o T b @duz) e e D6, ()du()]

. _2 _ 2 _ . _2 ~ .
paran > 1.' Assim, k;~ = fc |po(2)|“du(z) = po, e paran > 1, os coeficientes «,~ sdo determinados
como seguintes

-2 ) _ —n
2 = /C 160(2)2due(z) = /C ()

= —(n-1) - d Tn+l = @23 -+ - Up+l .
[/cz Pr-1(D) e (Z)] Buet KBy Bue

Além disso, temos também que
/ 2¢n(2)du(z) = an / 2¢n-1(2)du(z)
C C

= Up+1ap / Z¢n—2(Z)d,U(Z) == Qpyl .- Q302U
C

= —Qpy1 - . . Q302 10P1,

para n > 1. Observe que hd uma ligeira diferenca com relacdo ao resultado dado no artigo [1], pois
14 ndo havia o sinal negativo na expressao acima.

3 Polinémios ortogonais na circunferéncia unitaria de func¢oes
hipergeométricas

Nesta secdo usamos como principal referéncia [ 1] . Paraisso, precisamos das seguintes definicdes
de funcdes hipergeométricas que podem ser encontradas na referéncia [3].

Definicao 3 Dados a € Ce n € N, o nimero

() _ 1, sen =0,
S = aa+1)(a+2)---(a+n—-1), sen>0,

€ conhecido como fatorial deslocado ou fatorial generalizado.
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Sea € C\{k € Z| k <0}, entdo

I'(a+n)

(a)n = F(a) s

n €N. (6)

Aqui, I" representa a fun¢ao gama.

Definicao 4 A funcdo hipergeométrica , Fi(a, b; c; z) € definida pela série

2F1 (a b C, Z) Z (Cl)n(b)nZ (7)

(c)n l’l'
para |z| < 1,onde a,b,c e Cec #0,-1,-2,....
ParaRe(c) > Re(b) >0eze C—-{zeR |z > 1}, temos

I'(c)

1
b-1 c—b-1 —-a
m A "7 (1 -1) (1 = zt)™“dt, (8)

2F1(a,b;c;z) =
conhecido como integral de Euler para fungdes hipergeométricas.

Uma representacdo da fung¢do hipergeométrica para Re(z) < 1/2 € dada pela transformagao de
Pfaft

2Fi(a, bie;z) = (1-2)7 2k (a,c—b;c;zfl)- ©)

Para o desenvolvimento das proximas partes deste trabalho, consideremos as relagdes de recor-
réncias (2.5.3) ¢ (2.5.16) em [3]:

a—-b+1 (a+1)(c—=b+1)

c(c+1)

2oF 1 (a+2,b;¢c+2;7)
(10)

2 F (a,b;c;z)=(1+ z) 2Fi(a+1,b;c+1;2)—

e
(c—a)Fi(a-1,b;c;2) =(c—2a—-(b—-a)z) 2Fi(a,b;c;z)+a(l —z) 2Fi(a+1,b;c;z). (11)
Para Re(b) # —1,-2,-3, ..., de (11) obtemos

(b+b+1+n)2Fi(-n—=1,b+1;b+b+1;1-2)
=(b+n+(b+1+n)2) :F(-n,b+1;b+b+1;1-2)—
—nz2Fi(-n+1,b+1;b+b+1;1-2). (12)

Note que (—n); =0, paran, k € N* e k > n. Assim,

S (—n)e (b + 1)
Fi(-n,b+1:b+b+1;1-7) = . 1 -2k
2Fi( 2 ;k!(mml)k( 2
Logo, B
b+b+1), _
¢n(b;Z):((bT)n)2Fl(—n,b+1;b+b+1;1—Z) (13)

€ um polindmio monico, onde n > 0.
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De (12) temos

(b + E + 1)n+1

b+ D) 2Fi(-n-1,b+1;b+b+1;1-2)
n+l

(b+b+1+n)

(b + B + 1),1_,.1

=(b+n+(b+1+n)2) 2Fi(-n,b+1;b+b+1;1-2)—

(b+1)n+1
(b+b+ 1), -
—anzFl(—l’l+l,b+l,b+b+l,l—Z), (14)

ou seja,

N7 1 ~ (b+b+n) .

¢n+1(b,Z)—(b+n+(b+1+n)z)(b+1+n)¢>n(b,z) nz(b+1+n)(b+n)¢”‘l(b’z)'
Logo, _ —
L b+n _ (b+b+n) )
¢n+1(b,Z) = (Z+_b+l+n)¢n(b,z) n(b+1+n)(b+n)z¢n_l(b’Z).

Portanto, os polindbmios monicos (13) satisfazem a relacdo de recorréncia
Co) — (b) N () .
Bun (b32) = 2+ B0 ) $u(b:2) = ) 201 (:2), (15)

paran > 1, com ¢o(b;z) =1 e ¢1(b;z) = Z+ﬁ§b), onde

(b):B+l’l—1 a(b): n(b+l§+n)
" b+n =~ "™ (b+1+n)(b+n)

Observe que o' #0e ,B(b) # 0, uma vez que Re(b) # —1,-2,-3,.... Assim,

n+l n+1

af,(i)l 3 n(b+b+n)

B (b+n)(b+n)

Além disso, pela relagdo de recorréncia (15) temos

6u(b,0) = B 31 (b,0) = --- = LB, B,
isto €,
_ bb 3 n(b+b+n)
(b+n)(b+n) (b+n)(b+n)

1= 1¢a(b,0)> = 1 188" .. g2 =1

n—1

Disso decorre que
(b)

B |
1 = |¢,(D,0)] =0

n+l

paran > 1.
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Proposicao 5 Seja Re(b) > —1/2. Entdo {¢,(b;z)},2 sdo os polindmios monicos ortogonais na
circunferéncia unitdria definidos por

: -2
[ #oubiadutbi) = (7)o (16)
C

para 0 < j < n, com relagao a uma medida positiva u(b;z) na circunferéncia unitaria. Os
coeficientes K,, =l (b;2)|| " e a,sb) ¢,(b;0) associados a esses polindmios satisfazem

(b) _ (b + 1), e 4B (b)n

" (b+b+1),n! b+,
paran > 1.

Demonstracao. Temos

Pnr1(b;2) = (z +,8,(fi)1)</>n(b;z) —an+1z¢n 1(b;2),

(b)
a
com ¢o(b;z) = 1e ¢1(b;z) =z +,8( ), onde a/(b) # 0, B}gi)l £0,e1—|¢,(b,0)]> = %, para
n+1

n > 1. O Teorema 2 garante a existéncia de uma medida positiva u(b; z) na circunferéncia unitdria
+00 ~ . A . A . o A o o, e , o
tal que {¢,(b; z)},-, sao os polindmios monicos ortogonais na circunferéncia unitdria. Além disso,

() _ BB g _\/(b+1)(15+1)(b+2)(15+2) (b +n)(b +n)

,ua(b) o) r(:)l (b+b+1) 2b+b+2)  nb+b+n)’
ou seja,
() _ (b + 1))
o (b+b+1),n!

para n > 1. Por outro lado,

(b+n—-1)(b+n-2) (b)
(b+n) (b+n-1)"""(b+1)

all) = ¢,(b;0) =B ... B0 =

1sto €, B
w) (b
a, = .
(b+1),

paran > 1.
Também o artigo [1] nos fornece uma férmula explicita para u(b; z), isto €,

du(b;z) = du(b; e'?) = 7P =) [sin(g/2)]* R g,

2P |0(b + 1
onde Re(b) > —1/2e 7 = I j- I tal que ,u(b) =1.
2a(b+b +1)

O
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Teorema 6 Para Re(b) > —1/2, valem os assint6ticos

(b) \/F(b + l_) + 1) b—b+1 (D) _ F(b + 1)

li = li =
nso 1 C'(b+1)] ¢ AR In I'(b)

Demonstracao. Da férmula de Gauss para fungdo Gama (veja Conway, [4]), temos

n! n? . n! n¢1 n . n! ne!

I'(z) = lim = lim lim = lim .
&= L v D e e TGr D crn Dt Gr ) e (@

Pela Proposi¢do 5, obtemos

b+1),?
lim «® = | tim D |
n—+oo n—+oo (b +b+ 1)}1”' n—+oo

[ ) Cb+b+1) L(b+b+1)
Ky = = .
n—eo " IT(b +1)? IT(b + 1)

nnb* (b + 1), (b+1),
(b+[)+1)n n'nb n'nb

2

ou seja,

Além disso,

lim n?2*14%® = 1im nb—5+1ﬂ = 1i nin® (Bl
n—+0oo n n—+oo (b + 1)n n—+00 (b + 1)n n!nl_’_l '
isto €,
= I'ib+1
lim n?*1q? = Lo+l = ).
n—+0o F(b)

O

Note que hd uma pequena diferenga no Teorema 6 com relacdo ao mesmo resultado dado no

) ) . . _5 r'b+1) — g1y L(b+1)
t 1], 14 estd to 1 bobtly(b) - 2T ) 1 bob+lg(b) - 27T )
artigo [1], pois 14 esta escrito im »n a, 0 eaqui lim n a, ()

seja, corrigimos um erro de digitacao.

b

Teorema 7 Se Re(b) > 0, entdo para todo z € C, os polindmios ¢, (b, z) e seus reciprocos ¢; (b; z)
podem ser dados por

. _T+b+n+l) [!
0032 = F s D) J
_ Th+b+n+l) [!
" T(b+n+1I(b) Jo

(1 =P '[1 = (1 = 2)e]"dat,

711 =P [1 = (1 = 2)1)"ds,

¢,(b:2)
paran > 1.

Demonstracao. De (8) e (13), temos

(b+b+1)
¢n(b;2) =~
(b+1),
b+b+1), T(b+b+1) [! ;
_{ In I( _) P(1-0b'[1- 1 =2)]"dr.
(b+1), T(b+1DI(b) Jo
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TC(b+b+1+n)
C(b+b+1)

e (b+1), = —F(If’(“;:)”)

Devido a (6), temos que (b + b + 1), = . Isso segue que

I(b+b+n+1) [!
'b+n+1)I(b) Jy

dn(b2) = (1= 0P 1= (1 = 2)e]" d,

paran > 1.
Note que

JOh+btnsl) 1y )
TG ansDrG) Jo =07 == 1/dmde,

Pn(biz) =2"Pu(b;1/2) =z

ou seja,
r b 1 b
= (_b+b+n+ _) (1 =00 [z - (z- 1)) dr.
I'(b+n+1D)I(b) Jo

Fazendo a mudancga de varidvel u = 1 — ¢, segue que

¢, (b;2)

_T(b+b+n+1)
" T(b+n+DI(b)

1 _
¢7(b;2) /O (1 —w)ul ' [1 -1 =2)u]"du,

paran > 1.

Teorema 8 Seja

1 2n if

D(b;z) =exp|— / i log(w(b;0))d6| .
4 Jo €f -z

Entao, )

IC(b+ 1) T'(b)

_\b
\/F(b+15+1)r(b)(1 0"

D(b;z) =

para Re(z) > 0.
Demonstracao. Pelo Teorema 7, temos

I(b+b+n+1 !
Dby z) = o) Lo EEHR D
I'(b+n+1DI'(b) Jo

(=0 (1= (1 - )" dt.

Fazendo a mudancga de varidvel u = nt, segue que

CY YN (b)F(b+15+n+1)i/" et 1—EE RN
K P (b32) = C(b+n+1)L(b)nt Jo ! ( n) ( ( Z)n) “

. Z\" .
Note que e* = lim;,— 400 (1 + —) , assim,
n

n
lim (1-(1-2)2) = 070m,
n

n—+oo

Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e o Teorema 6, para 0 < z < 1, obtemos

WOATD) gy [FOLBD L] [ oo,
0

IC(b+ )] nsreo [r(l‘) +n+1)[(b) n?

Tim k6, (b2) =
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n
uma vez que lim,_ (1 -(1- Z)E) — o~ (1-2u
n
Pelo livro [5] temos
I'z+
% ~z%?% quando 7 — 400,

ou seja,
I'(z+a)
m —— =
z—+00 A=A (7 4 d)

Se fizermosz=n, a=b+b+n+1,d=b+n+1,entioa—d=be

Tb+b+n+1)
im = =1
n—+oo pbT(h+n+1)

Logo,
Tb+b+1) 1 oo

b-1 _—(1-2)u
= u’ e du.
IT(b+ 1) T(b) Jo

Tim ki, (b5 2) =

Fazendo ¢t = (1 — z)u, assim

+00 +oo
/ ol -u g, — 1 / oyt g LB
0 (1-2)% Jo (1-2)?

Portanto,
Cb+b+1) 1 T(b)
b+ 1) () (1-2)°

lim &\ ¢} (b:2) =
n—-+00
ParaRe(b) > 0, a sequéncia (K,(lb) &, (b; z)) converge uniformemente para D (b; z)~! em subconjunto

compactode D = {z : |z| < 1} . Disso segue que

IC(b+ D] T(b)

b
\/F(b+l_7+1)r(b)(1 o

D(b;z) =

O

Observe novamente que aqui hd uma certa diferenca no Teorema 8 com relacdo ao resultado

|F(b+1)| (I_Z)beaqui D(b;Z) =

VI(b+b+1)

dado no artigo [1]. L4 encontramos a férmula D (b; z) =

IC(b+ D] T(b)

V(b +b+1)1(D)

4 Conclusao

(1-2).

Apresentamos explicitamente as demonstragdes dos resultados dados em [ 1] sobre os polindmios
¢, (b; z) representados por funcdes hipergeométricas dados em (13). Com o conhecimento adquirido
podemos continuar os estudos dos polindmios dados por

_ ¢n(b;2) + pdy(b;2)
1+ pga(b;0)
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" of
=
=)

onde p € Ce |p| = 1. A representacdo do polindmios B, (b, p, z) mostra que é um polindmio para-
ortogonal de grau n. Uma propriedade importante destes polindmios € que eles possuem n zeros
simples localizados na circunferéncia unitaria C = {z : |z| = 1}. Isso é diferente dos polindmios
¢, que tém seus zeros, nao necessariamente simples e estdo dentro do circulo unitdrio aberto
D={z:]z] < 1}.
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