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Cinco problemas sobre poténcia de um ponto em
relacio a uma circunferéncia e eixo radical em
Olimpiadas Internacionais de Matematica

Five problems about the power of a point in relation to a
circumference and radical axis in International Mathematics
Olympics

Resumo

Trés problemas propostos para a Olimpiada Internacional de
Matemitica (IMO) e dois para a Olimpiada Iraniana de Geo-
metria (IGO) sao discutidos em detalhe. Todos relacionados a
poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia, ao teorema
das cordas e eixo e centro radical. Porém, uma combinacao de
outros conteddos também sdo requeridos: equacao quadratica,
teorema de Pitdgoras, circuncentro de um tridngulo, retas tan-
gentes, angulos inscritos e de segmentos, quadriléteros ciclicos
ou inscritiveis, semelhancas e congruéncias. As demonstracoes
envolvidas nas solugdes sao complementadas pela disponibili-
zacao dos respectivos links das figuras interativas usando o Ge-
ogebra. E esperado que o artigo possa ser apreciado tanto por
estudantes que se preparam para as fases finais de competicoes
nacionais ou internacionais, quanto por professores que atuam
no ensino e se interessem em problemas mais desafiadores.
Palavras-chave: Olimpiadas Internacionais de Matematica.
Poténcia de um ponto em relagdo a uma circunferéncia. Ensino
Meédio e Universitario. Geometria.

Abstract

Three problems proposed for the International Mathematical
Olympiad (IMO) and two for the Iranian Geometry Olympiad
(IGO) are discussed in detail. All are related to the power
of a point relative to a circumference and radical axis. The
solutions, however, require the combination of other contents:
quadratic equation, Pythagorean theorem, circumcenter of a
triangle, tangent lines, inscribed and segment angles, cyclic
or inscribable quadrilaterals and similarities and congruences
of triangles. Demonstrations are complemented by links to
interactive constructions in Geogebra. It is expected that the
article can be appreciated both by students who are preparing
for the final stages of national or international competitions,
and by teachers interested in more challenging problems.
Keywords: International Mathematics Olympics. Power of
a point in relation to a circle. High School and University.
Geometry.
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1 Introducao

Uma mostra da importancia das Olimpiadas Internacionais de Matematica € que a participagao
de um programa de computador como concorrente virou um dos préximos desafios da inteligéncia
artificial (HARTNETT, 2020). Isto acontece apds diferentes softwares terem vencido os grandes
mestres dos jogos de Xadrez e Go.

O raciocinio matemadtico € o elemento desafiador na obten¢do de tais softwares (SAXTON et
al, 2019). Nao chegamos a entender e resolver problemas somente baseados na experiéncia, mas
também pelo poder de inferir e explorar leis, axiomas e regras de manipulagio de simbolos. As
vezes, a ideia inicial ou ponto de partida, resulta ser a mais dificil de encontrar.

Neste contexto, ao resolver problemas de olimpiadas internacionais de Matemaética pretendemos
incentivar estudantes e professores do Ensino Fundamental e Médio a aumentar seus conhecimen-
tos, pois sdo desafios que requerem uma solucdo em multiplos passos, onde se integram vdrias
habilidades.

As solucdes apresentadas complementam algumas disponiveis em féruns em lingua inglesa.
Usando argumentos menos rebuscados, focamos na apresentagdo mais detalhada das transicdes,
possibilitando que alunos em niveis menos avangados consigam acompanhar o desenvolvimento do
problema. Adicionalmente, uma versao interativa das figuras do texto também € disponibilizada no
site do Geogebra.

No primeiro problema sdo dadas duas circunferéncias tangentes externamente € uma reta que
intercepta cada uma delas em dois pontos formando trés segmentos de igual medida. E pedido
encontrar o comprimento comum dos segmentos € sob quais restri¢cdes essa constru¢ao € possivel.

O segundo problema apresenta trés circunferéncias tangentes externamente entre si e a duas linhas
paralelas. E pedido mostrar que o circuncentro do tridngulo formado pelos pontos de tangéncias das
circunferéncias entre si coincide com a intersecdo de dois segmentos da construcao.

No terceiro problema € dado um triangulo retdngulo e um ponto X na altura correspondente ao
angulo reto. Vdrias construgdes sdo feitas a partir de X. Se pede demonstrar que dois segmentos
tém igual medida. Uma das chaves para a solucdo é perceber que X € o centro radical de trés
circunferéncias.

O quarto problema usa a igualdade de um angulo inscrito com um de segmento para provar
que determinada reta € tangente a uma circunferéncia. A solu¢do envolve descobrir duas de quatro
circunferéncias usadas e dois centros radicais.

No problema cinco um tridngulo acutangulo e uma circunferéncia sdo dados. Um conjunto
adicional de construgdes € feito e se pede mostrar a congruéncia de dois angulos. Durante a solugdo
outras duas circunferéncias sdo encontradas e o centro radical das mesmas.

Anteriormente discutimos problemas de olimpiadas internacionais de Matematica sobre Série
Harmdnica (LOPEZ LINARES; BRUNO-ALFONSO; BARBOSA, 2020a), Desigualdades (LOPEZ
LINARES; BRUNO-ALFONSO; BARBOSA, 2020b) e Particdes (LOPEZ LINARES, 2020).

Iniciamos com uma introducdo dos conceitos bésicos sobre a poténcia de um ponto relativo a
uma circunferéncia, o teorema das cordas e a teoria de eixo e centro radical.

2 Conceitos basicos

Dado um ponto P, uma circunferéncia ¢ e uma reta que passa por P e intercepta ¢ nos pontos A
e B (corda AB) o produto PA - PB ¢ invariante quando A e B variam. Esse resultado é conhecido
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como Teorema das Cordas e serd apresentado formalmente nas proximas linhas. Mas antes vamos
definir a poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia.

Definicao 1. Seja ¢ uma circunferéncia de raio r e um ponto P no mesmo plano a uma distancia d
do centro de c. A poténcia do ponto P, relativo a c, serd denotada como Pot.(P) e calculada por
Pot.(P) = d* - r2.

Segue da defini¢cdo que, se P é um ponto no exterior de ¢, entdo Pot.(P) > 0. No caso em que
P € ¢, temos Pot.(P) = 0 e quando P é um ponto interior a ¢ teremos —r> < Pot.(P) < 0.

Teorema 2 (Teorema das Cordas). Sejam A, B, C, D e P (K, L, M, N e J) pontos do plano tais que
ABNCD = {P} (KM N LN = {J}). O quadrilatero ABCD (KLMN) é inscritivel se, e somente
se, PA-PB=PC-PD (JK-JM =JL-JN).

A Figura (1] ilustra duas construcdes geométricas possiveis relativas ao Teorema No lado
esquerdo, quando o ponto P € exterior a circunferéncia c¢ e o direito, quando o ponto J € interior a
circunferéncia e.

Figura 1: O lado esquerdo ilustra o caso em que P € um ponto exterior a circunferénciac,r = OG e
d = PO. O lado direito, quando o ponto J € interior a circunferéncia e, r = HQ e d = JH. O ponto
F € c € de tangéncia e ilustra o caso particular em que C e D se aproximam a ele. Versdo interativa
aqui.

Demonstragdo. Suponhamos, inicialmente, que o quadrilatero ABCD (KLMN) € inscritivel.

Os angulos ACD e ABD (MKN e MLN) sdo congruentes, pois enxergam o mesmo arco menor
AD (MN). No lado esquerdo, temos ZCPA = /BPD (comum) e no lado direito /ZKJN = £/LJIM
(opostos pelo vértice). Consequentemente, pelo critério angulo-angulo, temos APAC ~ APDB
(AKJN ~ ALIM).

Os lados correspondentes em tridngulos semelhantes sdo proporcionais:

PA PC AC

PD PB DB

JK JN KN

JL M LM
Das equagdes anteriores encontramos que

PA-PB=PC-PD, (1)
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JK-JM =JL-JN. )

Reciprocamente, suponhamos que valem (1)) e (2)). Segue que

PA _PC
PD PB’
JK JN
JL  IM’

Adicionalmente, no lado esquerdo da Figura[l|temos ZCPA = /BPD (comum) e no lado direito
(KJN = /LJM (opostos pelo vértice). Pelo critério de semelhanca lado-angulo-lado segue que
APAC ~ APDB e AKJN ~ ALJM. Como consequéncia, ZACD = tABD e /MKN = /MLN.
Isto €, os quadrildteros ABCD e KLM N sao inscritiveis. O

Observacao 3. Estudaremos agora um caso particular no lado esquerdo da Figura|l| O segmento
PF é tangente a circunferéncia c. Os angulos PFA e PBF sdo congruentes, pois um é de segmento
e o segundo inscrito em relagdo a corda AF. Consequentemente, pelo critério dngulo-dngulo, temos
APFA ~ APBF.

Da proporcionalidade dos lados encontramos:

PF _PA
PB  PF’
PF?>=PA - PB. 3)

A equagdo (3)) pode ser obtida de (1) simplesmente notando que quando o ponto C se aproxima
de F o ponto D também o faz.

Por outro lado, um caso particular no lado direito da Figura[l|é escolher a corda com menor
comprimento passando por J. Isto é, ST, perpendicular ao segmento JH. Temos que SJ = JT, logo
Pot,(J) = SJ* = JT>.

Observacao 4. Ainda usando como referéncia a Figura |l| consideramos a reta PO (JH) que
determina o diametro EG (RQ). Chamando PO =d e EO =GO =r(JH=deRH=QH =r)e
usando as equagoes (1), (2) e (3) podemos escrever:

PF?>=PA-PB=PE-PG=(d-r)(d+r)=d*—r*=Pot.(P),
JK-JM=JR-JQ = (r—d)(r+d) =r*—-d*=—-Pot.(J).
Resumimos os resultados anteriores no Corolario a seguir.

Corolario 5. Seja ¢ uma circunferéncia, P um ponto no mesmo plano e a reta que passa por P
intercepta c¢ nos pontos A e B. Vale que

PA - PB = |Pot.(P)|.

Definicao 6. Eixo radical é o nome dado ao lugar geométrico dos pontos que possuem a mesma
poténcia com relacdo a duas circunferéncias c e d. Isto é, o ponto P pertence ao eixo radical quando
Pot.(P) = Poty(P).

Proposicao 7. O eixo radical a duas circunferéncias é uma reta perpendicular ao segmento que
contém os centros das mesmas.
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A Figura2)ilustra uma constru¢do geométrica possivel relativa a Proposi¢ao

Figura?2: Oeixoradical f (verde) das circunferéncias ¢ (vermelho) e d (azul) € uma reta perpendicular
a 010,. Todo ponto P do eixo radical € centro de uma circunferéncia 4 que intercepta a ¢ € d
perpendicularmente. M € o ponto médio de O;0,. Versao interativa aqui.

Demonstragdo. Usaremos a Figura [2| como referéncia. Suponhamos, inicialmente, que Pot.(P) =
Pot;(P). Iremos mostrar que o ponto P pertence a uma reta perpendicular a 010,.
Sejam [ e ce L e dtalque PI L Ol e PL 1 O;,L. Usando a Definicao [I] temos:

Pot.(P) = PO? — 011> = PO} — 02L* = Poty(P), 4)

POj - POT = 02L* - O1°. (5)

Sejam E e M a projecdo do ponto P sobre O10; e ponto médio de 010, respectivamente. Seja
(PMO; = a, segue que LPMO, = 180° — a. Escrevemos agora a lei dos cossenos no APMO; e
no APMO;:

PO} =PM?*+MO3-2-PM - MO, - cos(180° - @),

PO} = PM?* + MO3 +2- PM - MO; - cos(a), (6)
PO? = PM* + MO} —2-PM - MO; - cos(). (7
Como MO, = MO, MO + MO, = 0,0, e subtraindo (7)) de (6), encontramos:
PO} - PO =2-PM-0,0; - cos(a). (8)
Adicionalmente,
PM -cos(a) =EM. 9

Substituindo (§)) e (9) em (8) encontramos:
0,L* - 01I*=2-0,0, - EM,

0,L?* - 0,I?
2-0,0,
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Este dltimo resultado indica que EM € um ndmero que somente depende dos raios das duas
circunferéncias e da distancia entre elas, mas nao de P. Isto €, os pontos do eixo radical pertencem
areta f L 0102¢eE € f.

Reciprocamente, iremos provar que todo ponto P’ € f pertence ao conjunto de pontos chamado
eixo radical.

Pelo Teorema de Pitdgoras temos:

P'O%=PE*+EO?,
P'O? =P E*+EO?,
PO?2 = PE?> + EO?,

PO} = PE* + EO3.

Das equacdes anteriores subtraindo as duas primeiras e as duas ultimas:
P05 - P01 =EO; - EO3,

POj - PO: = EO; - EO?,

P'O; - P'O} = PO5 - PO?. (10)

Sejam A e B as interse¢des dos segmentos PO; e PO, com ¢ e d, respectivamente. De (5))
temos:
PO3 - PO} = 02L* - 011 = 0,8 - 0 A% (11)

Usando (10) e (IT)) encontramos
P'O; - PO} = 0,B> - 0, A,
PO} - 0,B* = PO} - 0,A%,

Poty(P") = Pot.(P’).

Isto €, todo ponto P’ € f pertence ao eixo radical. Logo, a reta f, perpendicular a 0103, é
o lugar geométrico dos pontos que possuem a mesma poténcia com relagcdo as circunferéncias c e
d. ]

A Figura 2] e a equagdo (4] também mostram que todo ponto P do eixo radical é centro de uma
circunferéncia h que intercepta a ¢ e d perpendicularmente.

Quando duas circunferéncias sdo tangentes o eixo radical das mesmas passa pelo ponto de
tangéncia, uma vez que a poténcia deste ponto € zero com respeito as duas (Figura 3] parte superior
esquerda).

No caso em que as duas circunferéncias sdo secantes o eixo radical passa pelos pontos de
interceptacdo, pois a poténcia destes € zero com respeito as duas (Figura[3] parte superior direita).

Pode ser mostrado que para trés circunferéncias com centros nao colineares os eixos radicais dos
pares concorrem em um ponto C, denominado centro radical (Figura [3| parte inferior). A poténcia
de C € amesma em relacao as trés circunferéncias e C € o inico ponto com esta propriedade. Outros
exemplos podem ser encontrados em (MUNIZ NETO, 2013).
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Figura 3: Exemplos de eixo radical (linhas em verde). Parte superior esquerda, quando duas
circunferéncias sdo tangentes o eixo radical das mesmas passa pelo ponto de tangéncia. Parte
superior direita, no caso em que as duas circunferéncias sdo secantes o eixo radical passa pelos
pontos de interceptagdo. Parte inferior, para trés circunferéncias com centros nao colineares 0s €ixos
radicais dos pares concorrem em um ponto C denominado centro radical. A poténcia de C € a
mesma em relacdo as trés circunferéncias. Versao interativa aqui.

3 Eixo radical, teorema de Tales, equacao quadratica. SL IMO
1971 P4

Problema 1. Duas circunferéncias tangentes em um plano, com raios ry e r, sdo dadas. Uma reta
intercepta as duas circunferéncias em quatro pontos determinando trés segmentos de igual medida.
Encontrar o comprimento dos segmentos em funcdo de r\ e rp e as condi¢coes sobre as quais o
problema tem solugdo.

A IMO 1971 foi realizada nas cidade de Bratislava e Zilina, na Esloviquia INTERNATIONAL
MATHEMATICAL OLYMPIAD, 2019). O problema acima foi proposto pela delegacido do Reino
Unido (DJUKIC et al, 2006).

3.1 Resolucao

A Figura [] ajuda entender a descri¢do que segue. Resolveremos o problema em um sistema
cartesiano de coordenadas. Para tal colocamos o eixo x passando pelo centro das duas circunferéncias
e o eixo y pelo ponto de tangéncia, O. Consideramos que as circunferéncias I'y (azul) e I'; (vermelha),
com centros em O e O, t€m raios r| € r, respectivamente.
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Figura 4: Uma solucdo do Problema[l] As circunferéncias I'; e I'; com centros em O (azul) e O,
(vermelha) t€m raios r| e rp, respectivamente. A reta p intercepta as duas circunferéncias em quatro
pontos determinando trés segmentos de igual medida. Versao interativa aqui.

Seja p areta (verde) de equagao
y=ax+b, (12)
com a e b nimeros reais a serem determinados, que interceptaal'iem Ee Feal, em H e [,
respectivamente. G € o ponto de intersecdo de p com o0 €ixo y.
Por hipétese temos EF = FH = HI = d. Os pontos A = (x4,0), B = (x5,0), C = (x¢,0) e
D = (xp,0) sdo as projecdes ortogonais dos pontos E, F', H e I sobre o eixo x, respectivamente.
Segue pelo teorema de Tales que

AB=BC=CD =xp—XA=XCc —XB =Xp — XC = dy.

Como vimos anteriormente, o eixo radical de duas circunferéncias tangentes passa pelo ponto de
tangéncia e € perpendicular a linha que une os centros das mesmas. Isto é, o eixo y na figura acima
€ o conjunto de pontos com a mesma poténcia em relacdo a I'; e [';. Em particular, para o ponto G
podemos escrever

GE -GF =GI -GH.

Sejamu = GF e v = GH, segue que
(d+u)-u=(d+v)-v,
u+v=d.

Resolvendo o sistema das duas equacdes anteriores se encontra que

O resultado anterior implica que GE = 3GF e GI = 3GH. Usando novamente o teorema de
Tales temos que OA =30B e OD =30C ou

XA = 3xp, (13)
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xp = 3xc.
Por outro lado, a equagc@o em coordenadas cartesianas da circunferéncia I'y é

(x +r1)2 +y2 = r%,

X+ y2 +2xr; = 0.
A equacdo em coordenadas cartesianas da circunferéncia I'; é

(x —r2)? +y* =13,

x? +y2 —2xrp =0.
Substituindo (12) em (15]) encontramos que x4 e xp satisfazem
2 2 —
x“+ (ax+b) +2xr; =0,

(1+a2)x2+2(ab+r1)x+b2:0.

Resolvendo a equagdo quadrética anterior encontramos

—(ab+ry) - \/(ab+r1)2 — (1+a?) b?
XA - ’
1 +a?

—(ab+r) + \/(ab +r)? - (1+a?)b?

1+a?

Segue que

2\(ab+r1)* — (1+a%) b2

1+a?

dy =xp—x4 =

Usando as equagdes (13), (I7) e (I8) encontramos

ab+ry = 2\/(ab +71)% - (1+a?) b2
Logo, substituindo (20) em (I9) temos

Clb+}”1

d =XB — XA = .
* 1 +a?

De forma andloga, substituindo (12)) em (16)) encontramos que x¢ e xp satisfazem
2 2 —
x“+ (ax+b)" —2xr, =0,

(1+a2)x2+2(ab—r2)x+b2:0.

Resolvendo a equacdo quadrdtica anterior encontramos

r —ab—\/(ab—rz)z— (1+a?) b2

1+a?

XCc =

b

(14)

15)

(16)

7)

(18)

19)

(20)

21

(22)
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rz—ab+\/(ab—r2)2— (1+a?) b2

= . 23
D 1 +a? (23)

Segue que

2\J(ab —r2)? — (1 +a?) b2

dy =Xp —xc = (24)
1 +a?
Usando as equagdes (14), (22)) e (23) encontramos
rp—ab = 2\/(ab -r)?- (1 +a?) b. (25)
Logo, substituindo em temos
—ab
dy=xp—xc= 22 (26)
1 + a?
De (21) e (26) segue que
r—r
b=——. 27
a 5 27
Como também vale que d, = x¢ — xp e temos (22)) e (I8)), entdo
ry 47— \/(ab —r)? - (1+a?)b% - \/(ab +r1)? = (1 +a?) b?
d, = . (28)
1 +a?
Da igualdade de (26) e (28) e substituindo encontramos
ry—rp r1+r22 ro —rq 2
(=
2 \/ 2 2
14riry —r? —r?
b* = L2 29
T (29)
Elevando ao quadrado (27) e usando encontramos
A (rr — 11)2
22 = (r2 r21) . (30)
14r1rp — ry=r;
De (26), e (30) segue que
g = 14riry — r% — r%
' 6(ri+r2)

Adicionalmente, aplicando o teorema de Pitdgoras, por exemplo, no tridngulo EFJ, temos
d = V1 + a?d,. Segue que

2

_ 2
1 r

l4riry —r 5

12

Como ry e ry sdo ndmeros positivos devemos ter 14r1ry — ¥ —r3 > 0. Isto é, r¥ = 2rirp +r
12r1rp. Logo somente existe solu¢ao quando

2
(ry —12)
rnr
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Chamando A = ;—; a desigualdade anterior pode ser reescrita como

A2 -141+1<0.

A mesma se verifica quando
7-4V3 <1 <7+4V3,

7—4\/§<r—1<7+4\/§.
rp

4 Eixoradical, teorema de Pitagoras e semelhanca de triangulos.
SL IMO 1994 P15

Problema 2. Uma circunferéncia w é tangente a duas linhas paralelas 1y e l,. Uma segunda
circunferéncia w é tangente a ly em A e a w externamente em C. Uma terceira circunferéncia w,
é tangente a l, em B, externamente a w em D e a w externamente em E. Os segmentos AD e BC
se interceptam no ponto Q. Provar que Q é o circuncentro do triangulo CDE.

A IMO 1994 foi realizada em Hong Kong, regido administrativa especial chinesa (INTERNA-
TIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD, 2019). O problema acima foi proposto pela delegacdo
da Russia (DJUKIC et al, 2006).

4.1 Resolucao

A Figura 5] serd usada como referéncia para auxiliar na interpretagao.

Figura 5: Construgdo geométrica para auxiliar na interpretagdo do Problema[2] Versdo interativa
aqui.

Sejam as circunferéncias w, w; € w, de centros O, O e O» e raios r, ry € rp, respectivamente.
Sejam os pontos K e L de tangéncia de w com [/; e [», respectivamente.
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A ideia da prova serd mostrar que a reta AD € uma tangente comum as circunferéncias w e
wj. Com isto, a reta AD € o eixo radical de w e w;. Analogamente, mostrando que a reta BC é
uma tangente comum as circunferéncias w e wi, segue que a reta BC € o eixo radical de w e wj.
Consequentemente, Q € o centro radical das trés circunferéncias: w, w; € w,. O centro radical tem
a mesma poténcia em relagdo as trés circunferéncias, logo equidista dos pontos de tangéncia C, D e
E.

Iniciamos conetando os centros das circunferéncias e tracando o didmetro KL. Como K e L sdo
pontos de tangéncia o didmetro K L € perpendicular a [ e [;. Determinamos os pontos H e J como
os pés das perpendiculares a K L que passam por O € O», respectivamente. O ponto / € encontrado
na intersec¢do da reta JO, com uma reta paralela a KL passando por O (Figural6).

Figura 6: Construgdo adicional para auxiliar na interpretacdo do Problema[2] Versio interativa aqui.

Sejam KA =HO|=xeLB=J0; =y. Temosque OO| =r+r1,00, =r+r2, 0103 =r1+r3,
HO=r—-r,0J=r—r,01=2r—ri—reO)l =x—y.
Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo O1HO, retangulo em H, temos

= (r+r)t-(r-r)?,
2 _
x° =4rry. 3D
Analogamente, aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo O,JO, retangulo em J, temos
Y =(r+r)—(r-r)’,
y? = drrs. (32)
E aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo O 110, retingulo em I, temos

(x =) = (r1+r)* = (2r—r1 =),

x4+ y? = 2xy =4drr) +4rry — 41, 33)
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Substituindo (31)) e (32)) em (33)) encontramos

Xy = 2r2,
2
=2 (34)
ry

A equagdo implica que os tridngulos AKO e KLB sao semelhantes pelo critério LAL,
um par de lados proporcionais € o dngulo compreendido entre os mesmos congruente (ZAKO =
/BLK =90°). Segue KB ¢ perpendicular a AO, pois AK || BLe KO || KL. SejaG = KBN AO,
temos L0GD =90°.

Seja N € w; tal que NB € diametro. Temos que /ZNDB = /KDL =90°,logo D = BK N NL.
Como o triangulo OK D ¢€ is6sceles de base KD (OK = OD) e OG € altura segue que OG também
€ bissetriz do angulo KOD e /KOG = /DOG. Os triangulos AKO e ADO sao congruentes por
LAL (AO é comum e KO e DO sao raios de w). Concluimos que ZAKO = /ADO = 90° e areta
AD é tangente aw e w».

Analogamente, a equag@o (34) também implica que os tridngulos AKL e BLO sdo semelhantes
pelo critério LAL, um par de lados proporcionais € o dngulo compreendido entre 0os mesmos
congruente (LAKL = /BLO = 90°). Segue AL ¢ perpendicular a BO, pois AK || BLe LK || LO.
Seja P = AL N BO, temos £LOPC = 90°.

Seja R € wj tal que AR é diametro. Temos que ZACR = /KCL = 90°, logo C = AL N KR.
Como o tridngulo OCL € isésceles de base CL (OL = OC) e OP € altura segue que O P também ¢é
bissetriz do angulo COL e /COP = /LOP.

Os triangulos COB e LO B sao congruentes por LAL (OB é comum e CO e LO sdo raios de w).
Concluimos que ZOLB = /OCB =90° e areta BC € tangente a w e wj.

5 Poténcia de um ponto, eixo radical, quadrildtero inscritivel e
semelhanca de triangulos. IMO 2012 PS5.

Problema 3. Seja ABC um tridngulo tal que /BCA = 90°, e seja Cy o pé da altura relativa a C.
Seja X um ponto no interior do segmento CCy. Seja K o ponto do segmento AX tal que BK = BC.
Analogamente, seja L o ponto do segmento BX tal que AL = AC. Seja M o ponto de intersecdo de
AL com BK. Provar que MK = M L.

A IMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina (INTERNATIONAL MATHE-
MATICAL OLYMPIAD, 2019).

5.1 Resolucao

A Figura[/|ajuda entender a descri¢do que segue.
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Figura 7: Uma solugéo do Problema[3] Versdo interativa aqui.

Seja C’ a reflexdo do ponto C na linha AB, e w; e w; circunferéncias com centros A e B, que
passam por L e K, respectivamente. Devido a AC" = AC = AL e BC' = BC = BK, tanto w| como
wy passam por C e C’. De /BCA = 90° temos que AC € tangente a w, em C, e BC € tangente a w
em C. Seja K| # K a segunda intersecdo de AX e wp, e L1 # L a segunda intersecdo de BX e wy.

Notamos que X é um ponto do eixo radical das circunferéncias wi e wy, pois X € CC’. Pelo
Teorema das Cordas, a poténcia do ponto X com relacdo a wy e wi pode ser escrita como:

Pot,,,(X) = XK - XK, = XC - XC' = XL - XL, = Pot,, (X). (35)
Da equag@o segue que
XK XL,
XL XK;’

O resultado anterior e o fato que /L XK = /K| XL (opostos pelo vértice) indicam que AL XK ~
AKX L. Como consequénciatemos que /KL X = /LK X, o0quallevaaque o quadrilitero K| LKL
€ inscritivel (circunferéncia ws).

Notamos que X também € um ponto do eixo radical das circunferéncias w; e ws, pois X € LL;
e das circunferéncias w; e w3, pois X € KKj. Isto é, X € o centro radical de wy, wy e ws.

A poténcia de A com relagdo a wy pode ser calculada de duas formas:

AC? = Pot,,(A) = AK - AK].
Como, por hipétese, AC = AL temos que:
AL? = AK - AK, = Pot,,(A).

Isto €, AL € tangente a w3.
Analogamente, a poténcia de B com relacdo a w; pode ser calculada de duas formas:

BC? = Pot,,(B) = BL - BL,.
Por hipétese BC = BK, logo:
BK? = BL - BL| = Pot,,(B).

Isto é, BK é tangente a wz. Segue que MK e M L sao duas tangentes de M awz e MK = M L.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; JESUS, A. F. Cinco problemas sobre poténcia de um ponto em relagio a uma circunferéncia e eixo radical
em Olimpiadas Internacionais de Matematica. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 20, p. 22—@1 jul. 2021.
DOI: 10.21167/cqdvol20202123169664]lljpmsafj2240 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

35



https://www.geogebra.org/m/gnwjjeex

War\
A=
A

6 Tangéncia a uma circunferéncia, angulos inscritos e de seg-
mento, poténcia de um ponto e eixo radical. P8 NA 1GO
2014-5.

Problema 4. O triangulo ABC é acutdangulo com AC > AB, de circunferéncia circunscrita c e
circuncentro O. A linha tangente a c em A intercepta a continua¢do de BC em P. X é o ponto de
OP tal que L/AXP = 90°. Os pontos E € AB e F € AC sdo escolhidos no mesmo lado de OP e
satisfazem que LEXP = /ACX e /FXO = LABX. Se K, L sdo os pontos de intersecdo de EF com
¢, mostrar que OP é tangente ao circuncirculo d do AKLX.

Problema 8 (Nivel Avancado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geometry
Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahdi Etesami Fard (IGO, 2014).

6.1 Resolucao

A Figura[§ mostra uma construgdo geométrica inicial para o Problema ]

Figura 8: Construgdo geométrica inicial do Problema[d] Versdo interativa aqui.

Sejam M e N na continuacdo de XF e XFE tal que M, L, X e K e N estejam na mesma
circunferéncia d.

A seguir provaremos que ZAMX = /ACX = /NXP. Depois que N, A e M sdo colineares, logo
LAMX = /NMX. Emreferénciaa corda NX de d o ZNM X € inscrito. No caso de tangéncia de PX
com d o /NXP é de segmento. Sendo vdlido que ZNM X = /N XP estard demonstrada a tangéncia
de PO com d.

O ponto F estd sobre o eixo radical das circunferéncias ¢ e d. Logo podemos calcular a poténcia
de Fcomo XF-FM = FL-FK = AF-FC. Segue que o quadrilatero AM CX é ciclico (circunferéncia
e)e LAMX = /ACX. F é centroradical de ¢, d e e.

Analogamente, o ponto E estd sobre o eixo radical das circunferéncias ¢ e d. Logo podemos
calcular a poténcia de E como XE - EN = EL - EK = AE - EB. Segue que o quadrilatero ANBX €
ciclico (circunferéncia f) e ZANX = /ABX. E é centroradical de c,d e f.
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Agora provaremos que N, A e M sdo colineares. Como ANBX e AMCX sao ciclicos segue
(NAM = /NAE + /A + /FAM = /EXB+ /A + /CXF.

Na equagdo anterior usaremos que a soma dos angulos numa volta completa ao redor do ponto
X €360°, LZAXE =90° — LZEXP =90° — /ACX e LZAXF =90° — /FX0O =90° — /ABX:

/NAM = /A +180° — /BXC + /ABX + /ACX =

=/A+180° - /BXC+ /BXC - /A =180°.

Concluimos que ZAMX = /NMX. Sendo vélido que /ZNMX = /NXP estd demonstrada a
tangéncia de PO com d. Em referéncia a corda NX de d o ZNMX € inscrito e o ZNXP € de
segmento. A Figura [ permite acompanhar a resolugio do Problema 4]

Figura 9: Guia para a resolugéo do Problema[d] Versdo interativaaqui.

7 Quadrilateros ciclicos, poténcia de um ponto relativa a uma
circunferéncia e semelhanca de triangulos. P7 NA 1GO 2014-
S.

Problema 5. Um triangulo acutangulo ABC é dado. Uma circunferéncia de diametro BC intercepta
AB, AC em E, F, respectivamente. Seja M o ponto médio de BC e P o ponto de intersecdo de
AM e EF. X é um ponto no arco menor de EF e Y o segundo ponto de intersecao de XP com a
circunferéncia mencionada anteriormente. Mostrar que /XAY = /XYM.

Problema 7 (Nivel Avangado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geometry
Olympiad) de 2014-2015, proposto por Ali Zooelm (IGO, 2014).
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7.1 Resolucao

A Figura[I0|permite acompanhar a resolugdo da primeira parte do Problema 5

Figura 10: Guia para a resolugdo da primeira parte do Problema[5| Versdo interativa aqui.

Temos /BFC = /BEC =90°. Sejam /FCE =a e LECB = . Como BEFC € um quadrildtero
ciclico segue que /FBE = /FCE =a e (EFB = /ECB = p.

Como MF = MB = MC temos /MFC = /MCF =a+ e (FBC = ({CEF = tMFB =
90° —a - .

Também se encontram os angulos suplementares a /ZBEF e a /CFE. Isto é, /AEF =a+fe
LAFE =90° — B. Pela soma dos angulos internos no AAEF segue que ZEAF =90° — a.

Chamamos com a letra O ao circuncentro do AAEF. Isto define os tridngulos isésceles OE'F,
OFA e OAE debases EF, FA e AE, respectivamente.

Sejam LOEF = /\OFE =x, /OEA = LOAE =ye LOAF = /OFA=z.Comox+y=a+p,
x+z=90°-Bey+z=90° - a, resolvendo o sistema encontramos /ZOEF = /{OFE = x = «,
LOEA = /OAE =y=B¢e LOAF = LOFA =7=90° —a - B. Logo, ZMFO = 90°.

A Figura[ITT| permite acompanhar a resolugdo da segunda parte do Problema 5
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Figura 11: Guia para a resolugdo da segunda parte do Problema[5] Versao interativa aqui.

Suponhamos que o ponto K € a interse¢cao de AM com o circulo circunscrito (circunferéncia d,
em amarelo) ao AAEF. Vimos que ZMFO = 90°, entdo M F € tangente a d em F.

A poténcia do ponto M relativa a circunferéncia d pode ser escrita usando a tangente M F
ou a corda KA: MF? = MK - MA. Por outro lado, MY = MF. Logo, MY? = MK - MA.
Como £AMY = /YMK (comum) e % = %, entdo pelo critério de semelhanca LAL temos
AMYA ~ AMKY e /YAM = /KYM.

Adicionalmente, como P estd no eixo radical de ¢ e d calculamos a poténcia do ponto P de trés
formas: AP - PK = PE - PF = PX - PY. Logo AXKY ¢ ciclico (circunferéncia e, em verde). Isto €,

P € centro radical de ¢, d e e. Com isto, /ZXAK = /XYK. Concluimos que /XAY = /XYM.

8 Comentarios finais

Problemas de olimpiadas sao classificados como de elevado nivel de dificuldade. Isto € traduzido
em uma solu¢do em multiplos passos que combinam andlise e planejamento.

Foi feita uma introducdo dos conceitos bdsicos sobre a poténcia de um ponto relativo a uma
circunferéncia, o teorema das cordas e a teoria de eixo e centro radical.

No primeiro problema foram dadas duas circunferéncias tangentes externamente e uma reta que
intercepta cada uma delas em dois pontos formando trés segmentos de igual medida. Foi pedido
encontrar o comprimento comum dos segmentos e sob quais restricdes essa construcao € possivel.

O segundo problema apresentou trés circunferéncias tangentes externamente entre si e a duas
linhas paralelas. Foi pedido mostrar que o circuncentro do tridngulo formado pelos pontos de
tangéncias das circunferéncias entre si coincide com a interse¢ao de dois segmentos da construgao.

No terceiro problema foi dado um tridngulo retdngulo e um ponto X na altura correspondente
ao angulo reto. Vdrias construgdes foram feitas a partir de X. Uma das chaves para a solugdo foi
perceber que X € o centro radical de trés circunferéncias.

O quarto problema usou a igualdade de um angulo inscrito com um de segmento para provar
que determinada reta € tangente a uma circunferéncia. A solucio envolveu descobrir duas de quatro
circunferéncias usadas e dois centros radicais.
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No problema cinco um tridngulo acutangulo e uma circunferéncia foram dados. Apds explicitar
construgdes adicionais, se pediu para mostrar a congruéncia de dois angulos. Durante a solucdo
outras duas circunferéncias e o centro radical das mesmas foram encontrados.
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