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Uma interpretacao para o problema da
irreversibilidade dos gases via cadeia de Markov

An interpretation of the problem of gas irreversibility via
Markov chain

Resumo

Neste trabalho analisamos a dindmica estocéstica da cadeia de
Markov que descreve o modelo de urna de Enhrenfest, no que
diz respeito ao tempo médio de recorréncia por meio de uma
medida invariante. Além disso, apresentamos uma abordagem
didética para este modelo e um relato de aplicacdo no Ensino
Médio.

Palavras-chave: Cadeia Markov. Modelo de Ehrenfest.
Tempo médio de recorréncia. Teorema de Perron-Frobenius.

Abstract

In this paper we analyze the stochastic dynamics of the Markov
chain that describes the Enhrenfest urn model with respect to
the mean recurrence time by an invariant measure. In addition,
we present a didactic approach to this model and an application
report in high school.

Keywords: Markov chain. Ehrenfest’s model. Average recur-
rence time. Perron-Frobenius Theorem.



" of
=
=)

1 Introducao

Neste trabalho analisamos a dindmica estocdstica de uma cadeia de Markov que modela o
problema da irreversibilidade dos gases, proposto inicialmente em 1907 e chamado de modelo
da urna de Ehrenfest (ver Ehrenfest (1907)). Antes disso, existem relatos do uso da cadeia de
Markov na explicacdo dos padrdes de chuva em Bruxelas por Quelet em 1852, no uso do célculo
de probabilidade de exti¢do de um sobrenome de familia por Bienaymé em 1845 e para descrever o
movimento browniano de particulas suspensas num fluido por Einstein em 1905 (ver Allen (2010)
para mais detalhes). No atual momento os processos de Markov sdo usados para modelar diferentes
fendmenos de diversas dreas, incluindo biologia, fisica, quimica, financas, economia e engenharia.
O problema que abordaremos aqui € um deles e permite um primeiro contato com alguns conceitos
na érea de sistemas dindmicos estocdsticos. Para o leitor interessado em mais exemplos de processos
estocdsticos e suas aplicagdes sugerimos Allen (2010), Friedli (2011) e Ruffino (2009).

As simplificacdes assumidas em nosso modelo sdo praticamente as mesmas propostas nos tra-
balhos de Friedli (2011) e Maccluer (2009). A andlise concentra-se na classificacdo dos estados
da cadeia com relagdo a recorréncia, periodicidade, ergodicidade e tempo médio de retorno para o
estado inicial, o que dard uma justificativa para o termo “irreversibilidade dos gases”. Além disso,
neste trabalho propomos uma versdo equivalente deste modelo (que denominamos de sorteio de
bolinhas), porém num contexto que torna o estudo da cadeia de Markov mais acessivel para alunos
do Ensino Médio.

O modelo proposto neste artigo consiste basicamente em considerar que temos N particulas de
um determinado gés, inicialmente num compartimento A, e que em tempos discretos, n = 1,2, ..,
uma particula desloca-se com uma determinada probabilidade de transi¢do para um compartimento
B. E uma vez que temos particulas em B, estas também possuem probabilidade de deslocar-se para
0 compartimento A.

Esta quantidade de particulas em B, modelamos por um processo estocdstico discreto (X, )yen
que tem a propriedade de Markov, isto €, fazendo algumas simplificacOes (apresentadas na Secao 2)
temos que a probabilidade condicional satisfaz a igualdade

IP)(Xn+1 = Xn+l |XO = X05 eees Xp = xn) = IP(Xn+1 = Xn+l |Xn = xn), (1)

para todo n > 1 e para toda sequéncia xo, X1, ..., X,+1 de elementos do espaco de estados E =
{0,1,..., N} (quantidade de particulas que podemos ter em B). Esta condi¢do (1) significa que
o futuro do processo, uma vez conhecido o estado presente, € independente do passado. Quando
isso ocorre, 0 processo estocdstico € chamado de cadeia de Markov (ou processo de Markov). As
simplificagdes que assumimos neste modelo e a matriz de transicao associada sdo apresentadas na
Secdo 2.

Na Secao 3 fazemos uma andlise da dinamica estocdstica desta cadeia finita que modela a transicao
das particulas entre os dois compartimentos, principalmente no que diz respeito a recorréncia e
periodicidade dos estados. Além disso, encontramos uma medida invariante para a cadeia (Teorema
[[1), o que nos permite calcular o tempo médio de recorréncia para cada estado. Em particular,
mostramos que o tempo médio de recorréncia mg para o estado 0, ou seja, tempo médio de retorno
de todas as particulas em A (estado inicial do processo), é dado por mg = 2V.

Na Secdo 4 propomos, por meio de uma pequena modificacio no modelo de Ehrenfest, uma
abordagem didética para estudantes do Ensino Médio que consiste numa aplicacdo de uma versao
do Teorema de Perron-Frobenius para matrizes de transi¢do regulares (Teorema [[3). Esta versdo
permite estudar a evolucao das distribui¢des de probabilidades da cadeia apenas por meio de sua
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matriz de transi¢cdo. E para encontrar a tnica distribui¢do (medida) invariante, basta resolver um
sistema de equagdes lineares, o que torna o assunto interessante e adaptado para estudantes que tem
conhecimento bésico sobre matrizes e probabilidade.

Por fim, na Secdo 5 apresentamos uma abordagem diddtica que chamamos de sorteio de bolinhas,
andlogo ao modelo das particulas de um gds. Tal abordagem foi aplicada numa escola estadual do
interior do estado de Sao Paulo, cujo relato € descrito neste artigo, para que possa ser utilizado como
material de apoio no ensino de matrizes, sistemas de equagdes lineares e probabilidade. Este relato
de aplicacao no Ensino Médio estende o trabalho de Silva e Gomes (2019), apresentado no Encontro
Regional de Matematica Aplicada e Computacional. Enquanto que a anélise da dindmica da cadeia
associada a matriz perturbada Q. (ver matriz (3))), no que diz respeito a ergodicidade, complementa
o trabalho de Silva e Pascolat (2019).

2 Um modelo probabilistico para o problema da irreversibili-
dade dos gases

Suponha que temos N particulas de um determinado gds num ambiente fechado, que dividi-
remos pela metade por meio de uma linha imagindria, € que no momento inicial do experimento,
todas as particulas estdo concentradas de um lado, que chamaremos de A, ja a outra metade do
ambiente, que chamaremos de B, encontra-se vazia (ver Figura[I)). Também poderfamos pensar que
A e B sdo dois compartimentos que possuem uma ligacdo entre eles, e que as particulas mudam de
um para o outro. Portanto, em nosso contexto, A e B representam as urnas do experimento realizado
por Ehrenfest.

Figura 1: Momento inicial do experimento, onde todas as particulas do gds iniciam no compartimento
A, enquanto que o compartimento B estd vazio.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Assumiremos que em cada instante de tempo n > 0 (inteiro) uma unica particula troca de lado,
isto é, se a particula estiver em A vai para B e vice-versa. Apds um longo tempo de evolugdo
deste sistema, € de se esperar uma distribuicdo uniforme das particulas de gis entre A e B, ou
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ainda, num contexto realistico, seria de se esperar pelas leis da mecanica e da termodinamica, que
as particulas de gds num determinado ambiente fechado espalhem-se e alcancem um estado de
equilibrio macroscépico. Neste ponto surgem algumas perguntas interessantes. E possivel que apés
algum tempo teremos todas as particulas novamente do lado A? Qual a probabilidade disto ocorrer?
Quanto tempo levaria?

A grosso modo, apenas para familiarizar o leitor, € importante destacar que esta Ultima pergunta
foi um dos principais dilemas dos fisicos do século XX, pois a Segunda Lei da Termodinamica diz
que quando um gés atinge o seu estado de equilibrio ele ndo pode mais voltar ao seu estado inicial, e
por outro lado as leis da Mecanica Cléssica garante que se trata de um sistema reversivel com respeito
ao tempo, isto é, se todas as velocidades das particulas do gds sdo invertidas, entdo o gis deve voltar
ao seu estado inicial. As questdes levantadas sdo cldssicas e principalmente abordadas na drea da
Mecanica Estatistica, que busca estudar via algumas teoria de probabilidades o comportamento de
sistemas macroscOpicos compostos por um numero elevado de particulas (ver, por exemplo, Reichl
(1999, p. 22)).

Neste trabalho, responderemos as perguntas acima, mas para um modelo interpretado como uma
cadeia de Markov. Para isto, consideraremos as seguintes simplificacdes:

(i) as N particulas s@o indistinguiveis. Além disso, N > 1 € fixo e em cada instante tempo apenas
uma particula muda de lado (de A para B ou vice-versa), € assumiremos também, que todas
particulas de A possuem a mesma probabilidade de deslocar-se para B, independentemente
se estd ou ndo mais préxima da linha imagindria que divide o compartimento (idem para o
deslocamento de B para a A);

(ii) estamos interessados no nimero de particulas em A e B, suas velocidades serdo desprezadas;

(iii) consideraremos apenas os instantes de tempo discretos, o qual os indicaremos pela letra n.
Logo,n=0,1,2,...indica o tempo em que a particula muda de lado/compartimento.

A evolugdo das particulas com o tempo serd definida pela varidvel aleatdria
X, :=numero de particulas no compartimento B no instante 7 .
Temos entdo que o espago de estados € dado por
E={0,1,2,3,..,N} CR,

e Xo = 0, ou seja, todas as particulas iniciam o experimento em A.

Podemos interpretar a dindmica do processo estocdstico X, como uma particula virtual que
salta em tempos discretos nos estados {0, 1,2, 3, ..., N}. Quando a particula virtual estd no estado
k no tempo n (X, = k), temos que no tempo n + 1 ela estard em k + 1 ou em k — 1. Logo,
P(Xps1=k+1]|X,=k)eP(X,+1 =k —1| X, = k) sdo nossas probabilidades de transi¢ao.

No primeiro instante de tempo assumiremos que uma das N particulas de A passard para B e,
portanto, teremos X; = 1 com probabilidade 1. Ou seja,

P(X; =1 Xo = 0)=1.

Como assumimos anteriormente que as particulas sao indistinguiveis, segue que elas possuem as
mesmas possibilidades quanto a mudancga de compartimentos (A e B). Assim, € bastante razodvel
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considerar que a particula que mudara para o compartimento ao lado pode ser escolhida aleatoria-
mente entre as N particulas contidas no sistema. A probabilidade de se escolher uma particula em
A (para mudar de compartimento), dado que temos k particulas em B € de NT']‘ logo
N -k
P(Xpe1 =k+1| X, =k)=——.
N

E a probabilidade de se escolher uma particula em B (para mudar de compartimento), dado que
temos k particulas em B, € de % ou seja,

k
P(Xpe1=k-1|X,=k)=—.
N
Além disso, assumiremos que quando todas as particulas estiverem no compartimento B, no proximo

instante de tempo uma das particulas obrigatoriamente retornard para A, ou seja,
P(Xps1=N-1|X,=N)=1.

Veja uma representagio deste no modelo na Figura[2]
7N R Y /TN
N N N

¥ N B2 1
Figura 2: Representacdo do modelo para os estados {0, 1, ..., N} com as probabilidades de transicao
representadas nas setas.

Com estas probabilidades de transicao, € intuitivo esperar que o compartimento que se encontra
com o maior nimero de particulas tende a enviar as suas particulas para outro compartimento, ou
seja, o sistema busca entrar em equilibrio, igualando as quantidades em ambos compartimentos.
Isto significa, pensando na particula virtual que salta, que ela permanecerd por mais tempo saltando
nos estados intermedidrios. Além disso, vale notar que trata-se de um processo de Markov, pois
sabendo em qual estado a particula virtual se encontra, sabemos a probabilidade dela saltar para os
demais estados, sem precisar saber quais foram seus saltos em tempos anteriores.

A matriz de transicdo Q = (g;;) para este modelo, € a matriz (N + 1) X (N + 1), dada por

qij = P(Xn+1 =il X, :j)’
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ou seja,
0 % 0 0 0 0 0 0 0
1 0 £ 0 0 S
o &L o 2 0 0 0 0 0
0 0 X2 0 0 0 0 0 0
o 0o o X3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O £ 0 0 0 0
g=l0 0 0 0 0 0 0 0 0 )

0 0 0 0 Nk 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 N30 0 0
0 0 0 0 0 0 X2 0 0

: 7 0 oo
00 0 0 0 0 % 0 1
0 0 0 O 0 0 0 + 0

3 Andlise da cadeia quanto a recorréncia e periodicidade

Nesta sec¢ao faremos inicialmente uma breve revisdo sobre a dindmica estocdstica de uma
cadeia de Markov no que diz respeito a periodicidade, recorréncia e ergodicidade.
Dizemos que o estado i comunica-se com o estado j com probabilidade positiva se € possivel
“alcancar”o estado j tendo comecado em i, ou seja,

P(&, = j, paraalgumn > 0|&y =1i) > 0.

Se isso acontece escrevemos i — j (‘7 alcanca j"). Esei — j e j — i, entdo escrevemos i < j.

Definicdo 1 Uma cadeia é dita irredutivel quando todos os estados comunicam-se e, neste caso,
existe uma unica classe de comunicacdo. Caso isso ndo aconteca, a cadeia é chamada de redutivel.

Uma condig¢do suficiente para que a cadeia seja irredutivel € que exista um k tal que pfjlf) seja
positivo para todos os estados 7, j da cadeia. Para uma cadeia com um nimero finito de estados, esta
condi¢do € equivalente a matriz de transigao ser regular (Defini¢do[I2]que apresentamos na préxima
secdo). Note por exemplo que a cadeia dada pela matriz de transicao

0 1
T = ,
1 0
é irredutivel, pois todos os estados comunicam-se entre si. Porém, como 7> =1, 7> =T, T*=1e

. . ~ . k .
assim por diante, segue que ndo existe um (mesmo) k tal que pl(j) > 0 para todos os estados 7, j da
cadeia.

Definicao 2 O estado i € E ¢é dito recorrente se
P(&, =i, para algumn > 1|&y =1i) = 1.
Quando ndo é recorrente o estado i passa a ser chamado de transiente.
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O resultado a seguir dd uma caracterizagdo para os estados recorrentes e sua prova pode ser
encontrado em Allen (2010, p. 63) e Brzezniak e Zastawniak (1999, p. 104).

Teorema 3 Um estado j € E é recorrente se e somente se

P(&, = J infinitas vezes n|ég = j) = 1.
O estado i é transiente se e somente se

P(&, = j infinitas vezes n|ég = j) = 0.

Além disso, em termos das probabilidades de transicdo, temos que um estado i é recorrente se
(n)

e somente se Y7 p;;’ = oo (a série ¢ divergente). E, portanto, é transiente se e somente se

) (n) sy
Yoo Pji < 0 (a série é convergente).

O termo “infinitas vezes n", que aperece nas expressoes acima, significa “ocorréncia de um niimero
infinito dos eventos A, = [&, = J]".

Vale observar que para uma cadeia com um nimero finito de estados, tem que existir pelo menos
um estado recorrente. Pois se todos os estados fossem transientes, entdo a probabilidade de comecar
em i e revisitar i, aconteceria somente um nimero finito de vezes. O que ndo pode acontecer, pois a
particula virtual ndo para de saltar ao longo do tempo.

Para um estado recorrente i seu tempo médio de recorréncia € definido por

o

mi= Y nf", (3)

n=0

onde
fiE”) =P(&, =i,é #iparak=1,...,n—1|& = 1),

¢ a probabilidade de primeiro retorno para o estado i no tempo #.

Definicao 4 Se um estado recorrente i é tal que m; < oo (tempo médio de retorno é finito), entdo ele
é chamado de positivo recorrente. Se m; = oo entdo o estado recorrente é chamado de recorrente
nulo.

A seguir segue uma proposi¢do que pode ser encontrada em Brzezniak e Zastawniak (1999, p.
106) e que serd ttil no decorrer deste trabalho.
Proposicao S Sei < j, entdo:
a) i é transiente se e somente se j é transiente;
b) i é recorrente se e somente se j é recorrente;

c) i é positivo recorrente se e somente se j é positivo recorrente.

Exemplo 1 Considere a cadeia de Markov do modelo das particulas (secdo anterior) com N = 2,
representada pela Figura 3]
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Figura 3: Representacao da cadeia para N = 2.

Notemos primeiramente que p(") =0,5+0,5 = 1 para todo n = 2k, com k € N. Portanto,
I pir{) = 00 e assim o estado i =1 é recorrente.

Vamos agora calcular o tempo médio de recorréncia para o estado i = 1.

(n)

Note que f,” = 0 para n > 4. Uma maneira facil de verificar isto é observando a figura que
representa a cadeia. E impossivel sair do estado i = 1 e, seguindo as direcées das setas, retornar
para este mesmo estado pela primeira vez em exatamente n = 4 saltos.

Seguindo este raciocinio e levando em conta a probabilidade de transi¢do indicada em cada
seta, ¢ facil ver que o tempo médio de retorno para o estado 1 é

mi=0x [0+ 1x f0e2x fP 3% 0+ -:O><0+1><O+2><(%+%)+3><O:2.

Logo, o estado 1 é positivo recorrente e como 0 < 1 < 2 segue, pela Proposicdo [5| que os
demais estados sdo positivos recorrentes.

Definicao 6 O periodo de um estado i € E, denotado por d(i), é dado pelo mdaximo divisor comum
de todos os inteiros n > 1 tais que p( " >0 Quando um estado i apresenta d(i) > 1, ele
é classificado como um estado periodico com periodo d () Caso d(i) = 1, o estado i é dito

aperiodico. Se p = 0 para todo n > 1, definimos d(i) =

Assim como a recorréncia € preservada para uma determinada classe de comunica¢do, o mesmo
vale para a periodicidade.

Proposicao 7 Suponha que i < j. Entdo i é periodico se somente se j é periodico. Neste caso

temos d(i) = d(j).

A prova deste resultado também pode ser vista, por exemplo, em Brzezniak e Zastawniak ( 1999,
p-106).

Exemplo 2 A representacdo que corresponde a cadeia de Markov com trés estados {1,2,3} estd
na Figuradl Sua matriz de transigcdo é dada por

A=

S O =
S O =
o = O

E ficil ver que existem trés classes de comunicacdo {1}, {2} e {3}.

Para os estados i = 2,3 temos d(i) = 0, pois pfl.") = 0 paran > 1. Enquanto que d(1) =1, ou

(n)

seja, o estado 1 é aperiddico, pois p|; = 1 paran = 1.

(n) _

> 1 segue pelo Teorema 3| que o estado 1 é recorrente.

Enquanto que os estados i = 2,3 sdo transientes, pois p( " =0 paran > 1.
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Figura 4: Representacdo da cadeia de Markov com trés estados.

Exemplo 3 Considere novamente o nosso modelo de cadeia com trés estados (N = 2), como no
Exemplo[l| Pode-se calcular o periodo do estado i = 1 da seguinte forma. Primeiramente note que:

W_og po_L po_o pw_1 po_, p©
Py =0, Py =5 Py =0, Py =5 Py =0, P >0.
Fazendo isso sucessivamente para n > 1, nota-se que PﬁK) >0e PﬁK“) = 0. Como o mdximo
divisor comum de 2,4, 8, ... é 2, conclui-se que o periodo do estado i é 2, ou seja d(1) = 2. E uma
vez que temos

012,

segue pela Proposicao[/| que
d(0)=d(1) =d(2) =2.

Definicao 8 Um estado j é dito ergodico se é aperiddico e positivo recorrente. Quando todos os
estados sdo ergodicos, dizemos que a cadeia é ergodica.

Um exemplo de cadeia ergddica € a cadeia representada pela matriz de transicdo Q¢, que
discutiremos na proxima secdo. A cadeia do Exemplo [3| ndo € ergddica, pois seus estados tem
periodo 2.

Apresentaremos um resultado que permite verificar se um estado € positivo recorrente numa
cadeia com um numero finito de estados. Antes disso, precisamos da seguinte definicdo.

Definicao 9 Uma distribuicdo de probabilidade w = (wg, w1, . . ., wy,) € dita medida invariante (ou
medida estaciondria) se
Tw=w,

onde T representa uma matriz de transigdo de uma determinada cadeia de Markov.

O resultado a seguir, que pode ser encontrado em Brzezniak e Zastawniak ( 1999, p. 112), serd
bastante util para determinarmos se o estado recorrente € positivo recorrente, e se for o caso, seu
tempo médio de retorno.

Teorema 10 Suponha que temos uma cadeia irredutivel de estados recorrentes. Entdo existe uma
medida invariante yu = (U1, 12, . . ., Uy, . . . ) Se e somente se cada estado é positivo recorrente. Além
disso, neste caso, a medida invariante é tinica e

1

i = —, (4)
nj

onde m; é o tempo médio de recorréncia do estado i.

Como nosso modelo para a irreversibilidade dos gases € uma cadeia de Markov finita e irredutivel,
se existir uma medida invariante, podemos aplicar o Teorema[l(] para determinarmos o tempo médio
de retorno para cada estado da cadeia.
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Teorema 11 A matriz Q dada em possui uma medida invariante w = (wg, wi, wa, ...

dada pela distribuicdo de Bernoulli, isto é,

wi =57 (). k=0,1,2,...,N.

Demonstracao. Tomemos a distribuicao

1 (N 1 (N 1 (N
W=\ s AN 9 e ey AT ’
2N\ 0 ) 2N (1 2NN
€ Veriﬁquemos que QW = Ww.

Para isto, notemos primeiramente que

N
(OW)k = qrowo + qriw1 + qrawa + ... + GNWN = Z qkjwij,

j=0

S WN),

onde cada gy € diferente de zero quando j = k+1e j =k — 1, e gy, € igual a zero para os demais

casos. Vamos agora mostrar que (Qw); = wy paral < k < N — 1. Temos que

N
Z dkjWj = Qkk-1Wk-1 + Gk k+1Wk+1

j=0
_L'N—(k—l)( N )+(k+1)( N )
W TN k=18 ket
1 [N-(k-1) NI (k+1) !
TW|TN (NG N (N-Gh+))(k+D)!
_dwent v ]
W Nl k=1)! (N=(k+ 1) k!
a1 (N =1)! (N =1)!

L[ (N=DW+(N=1)I(N-k)
2N [ (N = (k+ D))I(N = k)(k — 1)!k]

1 (N-1)IN

T2V [(N= (k+ D))I(N=k)(k — 1)!k]
IR

_2_N>(N—k)!k!}

1N

_2_N(k)'

Agora s6 falta analisar os casos k =0e k = N.

2N | [(N = k)(N = (k+ )] (k = 1)! " [((N=(k+1)k(k—-1)!
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Para k = 0 temos:

(Ow)o

q0,0Wwo0 +q0,1W1 +qo2w2+ ... +goNWN
—_—— —_— T~ —

=0 =0 =0 =0
= 40,1W1

_ 1L 1(N
~ N2N\1

11 N
NN (N -1)!
1 N
2N NI

-4

Enquanto que para k = N temos:

(Ow)n

gnowotgniwitgnoawar+ ... tgNN-1WN-1 TGN NWN

—— N———— N—— — N——
-0 =0 =0 =0 =0

= (gN,N-1WN-1

N-(N-1)1( N
N 2_N(N—1)

I N-(N-1) N!

2NN (N—(N-1)I(N-1)!

11 N!

INN(N=N+1)I(N-1)!

1 N!

2N (N = N)IN!

- 7la)

3.0.1 Tempo médio de recorréncia

Como encontramos uma medida invariante para o modelo das particulas de gis podemos usar
o Teorema [I0] para determinar o tempo médio de recorréncia my, pois como se trata de uma cadeia
finita e irredutivel, a existéncia da medida invariante garante que todos os estados sdo positivos
recorrentes. Sendo assim, pelo Teorema [[0] temos que

1

Vejamos alguns casos particulares para o nimero de particulas N.
Para o caso em que N = 10, temos

_ 1 (10y _ 1 10!
ws—m(s)—ﬁﬁ—0,246.
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Isto significa que, ao longo da evolugdo, a particula virtual passa em torno de 25 % do seu tempo
no estado na situacdo em que o nimero de particulas no compartimento A € no compartimento B
estdo igualmente distribuidas (N4 = Np = 5), usualmente chamado de estado de equilibrio. Por
outro lado, temos

_ 110y _ 1 100 _ 1
wo = 210(0) = 21070101 — 210 = 0,001

Ou seja, a fracdo de tempo que o sistema passa no estado 0 (em que todas as particulas estdo no
compartimento A) é em média bem menor do que 1%. Note ainda que

1
0,246

ms ~ 4,07,
ou seja, depois de deixar o estado 5, leva em média 4,07 unidades de tempo para retornar ao estado
5. Por outro lado, my = 1024, que significa que ap6s deixar o estado 0, leva em média 1024 unidades
de tempo para retornar ao estado 0.

Agora, vamos supor que o tempo seja em segundos € vamos estimar o tempo de retorno para o
estado inicial para algumas quantidades de particulas:

* Caso o sistema inicie com 20 particulas no compartimento A e 0 no compartimento B, ou
seja, N = 20, temos

mgy = WLO =220 segundos ~ 1048576 segundos ~ 12 dias;

* Iniciando com 40 particulas, todas no compartimento A (N = 40), temos

1
wo

mo = — = 2% segundos ~ 1,1 trilhdes de segundos =~ 35000 anos;

e Para N = 100, com as 100 particulas iniciando no compartimento A, temos o seguinte:

mo = - = 219 segundos =~ 1,26765 x 10°° segundos ~ 4 x 10%2 anos.

wo

Observe que, conforme aumentamos aos poucos o nimero N de particulas iniciais no sistema,
o tempo médio de retorno aumentou consideravelmente. O resultado para que 100 particulas
retornem ao seu estado inicial € um tempo muito longo, ultrapassando até mesmo a idade do
universo (aproximadamente 1,37 x 10'? anos), e este tempo s6 tende a aumentar se considerarmos
que, em uma situacio real, o niimero de particulas é de N ~ 10?* (niimero de Avogrado).

Este modelo explica, de certa forma, o uso do termo irreversibilidade. Apesar de o tempo de
retorno, para o estado inicial ser um ndmero finito, este nimero € tao alto que para escalas humanas,
o processo € considerado irreversivel.

4 Uma pequena perturbaciao na matriz estocastica e uma versao
do Teorema de Perron-Frobenius

Nesta sec¢do faremos uma pequena modificacdo em nosso modelo para que possamos utilizar
uma versao do Teorema de Perron-Frobenius para encontrar a medida invariante e outros resultados
que exigem um cdlculo simples de matrizes.
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Definiciio 12 Uma matriz estocdstica T é dita regular se alguma de suas poténcias T* tem todos os
elementos ndo nulos.

Note que se uma matriz de transicdo 7' € regular entdo sua cadeia € irredutivel, uma vez que
existe um ndmero inteiro k tal que pf’.‘) > (0, paratodo i, j € E.

A matriz de transi¢do Q do modelo de irreversibilidade dos gases, representada em (2)), ndo ¢é
regular. Isto pode ser verificado facilmente para o caso N =2 (E = {0, 1,2}). Neste caso a matriz

€ dada por

050
o=|1 01
1
0 50
Elevando esta matriz a poténcia 2, temos
1 1
, 1292
Q=101 0
1 1
2 03
E a poténcia 3 temos:
0 3 0
0°=|101]|=0.
030

Portanto € facil notar que Q% =02 e Q%+ = parak =1,2,... .
O resultado a seguir € uma versao do Teorema de Perron-Frobenius, cuja demonstracdo deste
resultado pode ser visto, por exemplo, em Silva e Rota (2016).

Teorema 13 Se T é uma matriz estocastica regular r X r entdo:

i) A matriz T" aproxima-se de uma matriz estocadstica P, quando n — oo;

ii) Todas as colunas de P sdo iguais a um vetor w = (wq, ..., w,), ou seja,
wip ... Wi
P =
We ... Wy

comwi >0,wy>0,...,w, >0;
iii) Para qualquer distribuicdo inicial v, temos que
T"vy > w, quandon — oo,

ou seja, a distribuicdo T"vy aproxima-se de w = (w1, ..., w,) quando n cresce;

iv) O vetor w ¢ o tinico vetor que satisfaz a equagdo

Tw =w.
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A matriz definida em (2)) ndo satisfaz as condigdes do Teorema [I3] pois como jd observamos
nao é regular. Porém faremos uma pequena pertubacdo no modelo para satisfazer as condi¢des do
teorema. Assumiremos que existe uma pequena possibilidade, 2e > 0, da particula virtual se manter
no estado atual quando o tempo evolui. Sendo assim, temos a matriz de transi¢ao

2 g -¢ 0 0 0 0 0
1-2 2  2-¢ 0 : : :
0 Nd-e 26 0 0 0 0
0 0 M2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 € 0 0 0
Q.= 0 0 0 2¢€ 0 0 0 | (5)

0 0 0 Nk _ e 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 N2_e 0 0
2€ NT_I—é 0

0 0 0 0 Z_€e 2 1-2¢
0 0 0 0 0 T —€ 2

para0 < € < %\, Vale observar que lim¢_,0 Q¢ = Q.
Proposicao 14 A matriz Q. é regular.

Demonstracdo. Note primeiramente que para o caso N=1, temos a matriz de transi¢ao

2e 1-2e
QE—[l—Ze 2€ ]

Como € < %, todos os elementos da matriz sdo ndo nulos, e portanto Q. € regular.

Vamos agora analisar o caso N > 2. As probabilidades de transi¢ao quando se desloca do estado
0 em diregdo ao estado N, podem ser observadas abaixo da diagonal da matriz de transi¢do (5,
enquanto que as probabilidades de transi¢ao do estado N em direcdo ao estado 0 estdo acima da
diagonal da matriz (diagonais secunddrias).

Dentre as probabilidades da forma % — €, a menor € % — €. Além disso

probabilidade 1 — 2¢. De fato, isto € equivalente a mostrar que

,%—eémenorquea

1
1> —+e.
N

Mas como 0 < € < ﬁ, segue que

1+ <1+1—3<1
NTESNTON TN

Agora, vamos mostrar que (QE)I.I\; > ( para qualquer estado 7, j € E.

Temos que a probabilidade (Qe)l.[\; ¢ maior ou igual a probabilidade da particula virtual saltar
N —|j —i| vezes em j para depois saltar |j — i| vezes em direcdo a i. Pois esta é apenas uma das

GOMES, J. G.; PASCOLAT, G. S.; SILVA. F. B. Uma interpretacdo para o problema da irreversibilidade dos gases via cadeia de Markov. C.Q.D. —
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 17, p. 165 fev. 2020. Edicao Ermac.
DOI: 10.21167/cqdvoll7ermac202023169664jgggspfbs165188  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

178



e\
Te\
A

trajetorias possiveis de se sair de j e chegar em i, enquanto (Qe)l.Nj representa a probabilidade de

sair de j e chegar em i por diversos caminhos possiveis. Cada probabilidade de transi¢do, quando

1
saltamos de j em direcdo a i, € maior ou igual que (ﬁ - e), e portanto, a probabilidade desta

trajetdria particular (saltar N — |j — i| vezes em j para depois saltar |j — i| vezes em direcdo a i) é

maior ou igual a
Nejoil [ 1 /=il
2e)" VT = = ,
e (5 =)

que € um valor positivo.
Portanto, a matriz Q. satisfaz a condi¢do de regularidade do Teorema [[3] o

Proposicio 15 A cadeia de Markov associada a matriz de transigdo () é ergddica.

Demonstragao. Como Q. € regular, segue que a probabilidade (Qe)l.’j’j > O paratodoi,j € E.
Logo, a cadeia € irredutivel (pois i <» j para todo i, j). A regularidade da matriz também garante,
pelo Teorema[13] a existéncia da medida invariante w (Q.w = w). Logo pelo Teorema [I0] todos os
estados sao positivos recorrentes.

Além disso, dado um estado i € E, temos que

QY (@M, . QN ..

sdo todos positivos. Logo, d(i) = 1 e i é aperiddico. O

Exemplo 4 Considere a matriz de transicdo para o caso N =5, isto é,

(001 000 0]
102000
4 3
0|0 30300
002020
000201
(00 00 % O]
Tomando uma perturbacdo no modelo com € = ﬁ, obtemos
r 1 1 1 7
2-10001 §_1](W 5 01 0 0 0
=29 2mm 570 . O 0 0
0 4__1L o 1 3__1 0 0
Qe — 5 1000 3 . 10010 5 11000 4 |
0 O 5-wm Zmom 510 o
] 0 0 0 0 5~ 7000 2. 500
ou seja,
2 199 7
== om0 0 0 0
000 1000
499 2 399
WPy,
0.=| 0 1w mp iw O O
100 ow omyp w0
0 0 22 _2_ 49
1000 11()9090 580
0 0 0 0 1506 oo J
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Uma representacdo para este modelo de cadeia, dada pela matriz de transicdo Qe, é a Figura

o W Y Vi R

©W © © 66 OO
U&/k/t}\/‘\/k/

UUU U

2e 2e 2e 2e
Figura 5: Representacdo da cadeia dada pela matriz de transi¢ao Q.

Como esta matriz é regular, podemos utilizar o Teoremall3|para encontrar uma medida invariante

w = (wy, ..., ws). Para isto, basta resolver a equag¢do

2 199 - 1T :
o 1000 O 0 0 0 wo wo
499 2 399 0 0 0

500 00 T000 oo w1 w1

0 1000 g 1000 7(9)9 0 Wal_ | W2
N S 00 1000 09 w3 w3
00 0 150 0 50 W4 W4

0 0 0 0 15 toodlWsl LWs]

cuja solucdo é aproximadamente
(0,03113752496; 0, 1561570347, 0, 3127054403; 0, 3127054403; 0, 1561570346; 0,03113752494).

Elevando a matriz Q. a uma poténcia 100 (com auxilio de uma calculadora para matrizes), por
exemplo, obtem-se

[ 0,03113752 0,03113752 0,03113752 0,03113752 0,03113752 0,03113752 |
0,15615703 0,15615703 0,15615703 0, 15615703 0,15615703 0,15615703
100 _ | 0,31270544 0,31270544 0,31270544 0,31270544 0,31270544 0,31270544

Q™ = 0,31270544 0,31270544 0,31270544 0,31270544 0,31270544 0,31270544
0,15615703 0, 15615703 0,15615703 0,15615703 0,15615703 0, 15615703

| 0,03113752 0,03113752 0,03113752 0,03113752 0,03113752 0,03113752 |

E interessante observar que as colunas de Q1% tem valores bem préximos de w. E isto se deve ao
fato que as colunas de Q7 aproximam-se cada vez mais da distribui¢do w, quando n cresce (como é
dito nos itens i) e ii) do Teorema[13)). Por fim, conforme comentamos antes (ver proposi¢cdo acimay),
trata-se de uma cadeia ergodica.

Usaremos este modelo Q. na proxima se¢do, com uma abordagem que possa ser realizada com
alunos do Ensino Médio. Para simplificar, denotaremos Q apenas por 7.

5 Uma abordagem voltada para o ensino: sorteio de bolinhas

Nesta se¢do apresentaremos uma abordagem para o modelo das particulas que possa ser
aplicado em oficinas ou aulas de matemadtica para alunos que tenham conhecimento de matrizes e
sistemas lineares. Basicamente € o mesmo modelo das particulas, porém agora as particulas serdo
representadas por bolinhas, e suas cores representardo os lados A e B. E para nossas estimativas
usaremos o Teorema 3]
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Considere uma caixa preta, tendo apenas uma abertura para passagens das maos, na qual o aluno
que sorteard as bolinhas ndo consiga visualizar o seu interior, logo o sorteio ndo sofrerd influéncias
externas. Considere ainda que a quantidade de bolinhas iniciais dentro da caixa € fixa (Ver Figura
[6). e que todas as bolinhas possuem mesma massa, tamanho e material, sendo indistinguiveis ao
tato. Suporemos que nosso sorteio inicie apenas com bolinhas vermelhas.

Caso a bolinha sorteada seja vermelha, o que certamente ird acontecer em um primeiro momento,
ela serd substituida por uma de cor azul (considere que fora da caixa hd bolinhas azuis, porém, estas
serdo utilizadas apenas para substituicao e em nada modificam a quantidade de bolinhas existente
dentro da caixa). Apds a substituicdo, a bolinha azul vai para a caixa e a bolinha vermelha que foi
sorteada é descartada, ficando de fora da caixa. E realizado um novo sorteio. Se a bolinha sorteada
for vermelha serd substituida por outra de cor azul ou se a bolinha sorteada for da cor azul, serd
substituida por uma bolinha vermelha. A bolinha substituta vai para caixa e a sorteada é descartada.
E assim um novo sorteio € realizado repetindo-se inimeras vezes o processo descrito.

Figura 6: Modelo apresentado para ser abordado em aulas de Matematica do Ensino Médio.

Para o modelo apresentado neste trabalho, vamos supor que:
* A caixa contém um numero fixo 4 de bolinhas indistinguiveis;

* O que nos importa € o nimero de bolinhas contidas dentro da caixa (para a substitui¢ao das
bolinhas serdo utilizadas bolinhas extras que estarao fora da caixa);

» Cada sorteio serd realizado em um instante de tempo (pode ser 5 segundos, por exemplo)

e consideraremos apenas os instantes discretos, no qual indicaremos pela letra n. Logo,
n=0,1,2,3,4,---.

A varidvel
X,, := nimero de bolinhas azuis dentro da caixa no instante 7,

representa o estado do sistema. Como o numero de bolinhas azuis dentro da caixa pode ser zero,
um, dois, trés, ou quatro, temos que a imagem de X, € {0, 1,2,3,4} C R.

No tempo n = 0, todas as bolinhas serdo vermelhas e ndo hd bolinhas azuis no inicio do sorteio.
Logo, a condi¢do inicial € dada por Xy = 0.
Como a cada instante, uma e apenas uma bolinha serd sorteada e substituida por outra bolinha de
outra cor, temos que X,+; = X, £ 1; e nosso primeiro passo serd representado pela probabilidade
condicional:

P(X; =1 Xo=0)=1,
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jdque de n = 0 para n = 1 a tinica coisa que pode ocorrer ¢ uma das quatro bolinhas vermelhas ser
sorteada e na sequéncia ser substituida por uma azul (X; = 1).
Para n = 2 temos duas situacoes:

1. uma das trés bolinhas vermelhas dentro da caixa (urna) ser sorteada e substituida por uma
azul. Representaremos esse passo através da probabilidade:

3
P(X2=2X1=1)=7.

2. a unica bolinha azul dentro da urna ser sorteada e substituida por uma vermelha. Para esta
situagdo temos:

1

P(X2:0|X1:1):Z.

Supondo que a quantidade de bolinha azul dentro da caixa seja k no tempo n ( X, = k), entdo no
tempo n + 1 ela serd de k + 1 ou k — 1, e suas probabilidades serdo
4 -k

P(Xn+1:k+1|Xn:k):T,

k
P(Xne1 =k - 1] Xp=k)=-.

Assim como acontece no modelo da Urna de Ehrenfest, as bolinhas da cor que estd em maior
quantidade dentro da caixa tende a ser sorteadas e consequentemente serem substituidas pelas
bolinhas da outra cor. A matriz de transicao é dada por

0 7 000
10200
o=[030 30
00 2 01
000 10

Observe que Q possui as mesmas propriedades da matriz (2] descrita na se¢éo anterior. Para que Q
satisfaca as condi¢oes do Teorema[I3] vamos dar uma nova regra ao nosso sorteio:

* Antes de sortear uma bolinha, joga-se dois dados. Caso ambas as faces voltadas para cima dos
dados sejam 6, nenhuma bolinha ser4 retirada da caixa neste instante de tempo. Do contrério,
o sorteiro de uma bolinha deve ocorrer.

Sendo assim a matriz Q sofre uma modificacdo (tornando-se 7T')

2-3161 %—{3—6 201 0 0
Tl Ot YE S
0 0 4036 l_3i 2.L36

4 36 36
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onde € = 31—6 ¢ a probabilidade de cair duas faces 6 no lancamento simultaneo de dois dados.

Logo,

Vamos agora verificar que T € regular, ou seja,

12
g1
18 lg
1
0 7
0 0
0 0

3O

o Blaxl-H

0 0
0 0
13

B oo
T 1
18 18
2 1
9 18

existe k € N tal que T* tem todas as entradas

nao-nulas:
Para k =2,
23 2 17
8 8 1@ 0 0
17359 17 221
162 648 321 68
72 = | 221 13 37 13 221
20 Jg2 M 1gp 3
o 20 17 36 17
648 324 o8 102
0 0 1% s Tos
Para k = 3,
205 121 17 221 0
5832 972 o712 916
2057 1073 1241 721 3757
388 11664 2916 13838 11604
T3 220 498 3_3 949 ¢
| BEOs Be B8 14
3757 o1 1241 1073 2057
11664 3888 2916 11664 3888
0 21 A1 121 205
916 972 72 583
Para k = 4,
12547 359 5015 221 3757
4076 J3133 pa88 D32 5288
6103 90285 74 26741 3757
52438 200952 26244 69984 352488
T4 = 23188 1885 § ey 23188
= 104976 13122 2916 13122 104976
¥e Bt A% &g '8
5485 09984 20244 209952 Tadss
3757 221 5015 59 12547
52488 13122 52488 13122 104976

Portanto, 7 € regular e satisfaz as condi¢des do Teorema [I3] Sendo assim, resolvendo o sistema

T.w = w, temos

o o oxlH-

O O »|Zml—one

que resulta no sistema de equagdes

ORISR ©
CINg—5ln © ©

= o o o

wo
Wi
w2
w3
W4

wo
Wi
w2
w3
W4
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1 2

Ewo+§w1+0w2+OW3+OW4 = wp
17 + ! + 17 +0w3+0
—_— _W —_— =
18 0T gt T 3g 2 T I IR WA = W
0wo+ 13 + ! + ! +0 =

Mot gMt T g T g T e = ome
Owo++0w;y + 17 + ! + 17 =
WOTTEWIT 32 T g T gt T W3

2 1

OW0++0W1++0W2+§W3+1—8W4 = W4

Resolvendo este sistema de equagdes pelo método da substituicdo, e deixando todos os valores

em funcdo de wy temos que w = (w, 14—7w0, 1—23w0, %wo, wp), e do fato de

7o
wo 4WO 2WO 4W0 wo = >

resulta que wg = % Logo

1747 34" 4° 17
Vamos agora calcular o tempo estimado para que as quatro bolinhas dentro da caixa retornem ao
seu estado inicial, ou seja, tenhamos todas vermelhas. Utilizando o fato que yu; = mi e supondo que
o tempo para a realizacao do sorteio é de 10 segundos, temos que o tempo médio de retorno para o
estado O (inicial) é dado por

(1 1 131 1)
w=|—=,- 57, = —= .

mo = WLO = % = 17 unidades de tempo = 17 X 10 seg = 170 seg ~ 2,83 min.

17

Ou seja, caso um professor leve para sua sala de aula este experimento iniciando com 4 bolinhas
vermelhas, € bem razodvel esperar que em uma aula (com duracdo média de 50 minutos) os alunos
vejam todas as bolinhas dentro da caixa retornarem ao seu estado inicial.

Repare ainda que, o fato de termos feito uma modificacdo em nosso experimento (adicionado a
regra do lancamento de dados onde, caso ambas as faces fossem 6 o sorteio da bolinha ndo seria
realizado) e por consequéncia uma modificacdo em nossa matriz de probabilidade de transicao, fez
com que o tempo de retorno aumentasse. Isso se deve ao fato de que existe a probabilidade de ndo
efetuarmos o sorteio e as bolinhas permanecerem em seu estado atual.

Caso essa modificagdo em nosso modelo ndo existisse, w seria 0 mesmo encontrado em Teorema
[10} e o tempo médio de retorno seria de

my = WLO = 2* unidades de tempo = 16 unidades de tempo = 16 - 10 seg = 160 seg ~ 2,7 min.

Para o nosso modelo, iniciando com 4 bolinhas da cor vermelha, e com a modificacdo proposta
pudemos verificar que houve uma diferenca de 1 unidade de tempo (no nosso caso 10 segundos)
para o tempo médio de retorno.

E interessante que o professor comente com seus alunos que, a medida que aumenta a quantidade
de bolinhas iniciais no sorteio, o tempo de retorno aumenta ‘“‘consideravelmente bem mais", e isto
pode ser observado ou verificado, por exemplo, repetindo as contas com N = 5.
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5.1 Relato de uma aplicacao deste modelo em sala de aula

A aplicacdo foi feita pela autora e professora J. G. GOMES, durante a realizacdo de sua
dissertacao do mestrado profissional PROFMAT.

5.1.1 Descricao da turma

A aplicacdo foi para alunos da 2° série do Ensino Médio de uma escola estadual localizada
no interior do estado de Sdo Paulo. A turma era pouco numerosa, com cerca de 8 alunos, po-
rém demonstravam apatia em todas as disciplinas, ndo apenas em Matemadtica, segundo os seus
professores.

A professora que aplicou a atividade ndo era a atual professora de Matemdtica dos alunos, por
este motivo, contou com a colaboracdo da professora da turma, para que esta cedesse algumas aulas
e a aplicacdo pudesse ocorrer. Porém, a professora aplicadora conhecia todos os alunos, ja que
lecionou aulas para a turma do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamental, e isto facilitou a aceitacdo e
participacao dos alunos na execucdo das atividades.

A motivacdo para a aplicacdo do experimento ocorrer nesta turma, foi devido ao fato de os
contetidos e habilidades necessarias para a realizacao da atividade serem contemplados no Curriculo
do Estado de Sao Paulo do 2° ano do Ensino Médio. E como a aplicag@o ocorreu quase no fim do
ano letivo de 2018, esperava-se que os alunos jd tivessem estudado tais contetdos e a interacdo com
o experimento fosse maior.

Contetdos programaticos necessarios para o experimento

Para a realizacdo da atividade era necessdrio que os alunos ji tivessem um conhecimento
prévio sobre matrizes, sistemas lineares, probabilidade condicional.
A professora aplicadora também introduziu aos alunos conceitos basicos de Cadeia de Markov.

Material necessario para a aplicacao

Para a aplicacdo da atividade foram necessarios a utilizacdo de data show para projecdo
da parte tedrica dos conteudos e exemplos, folha impressa com um questiondrio (que foi aplicado
previamente) e atividades, uma caixa com 4 bolinhas azuis e 4 bolinhas vermelhas ( ja produzida
durante a dissertacao de mestrado da professora aplicadora) e dois dados.

A aplicacdo em sala de aula

Antes de iniciar o roteiro de atividades com a turma (revisdo de conteddos, introducdo aos
conceitos de Cadeia de Markov e aplicacdo do modelo da urna) a professora aplicadora pediu
que a professora da turma aplicasse um questiondrio, para que fosse possivel avaliar o nivel de
entendimento dos alunos acerca dos contetidos que seriam necessarios para a realizacao da atividade.
O questiondrio contava com perguntas do tipo: Vocé€ aprendeu o conteido de matrizes? Poderia
citar uma aplicacao deste conteido no cotidiano? Vocé aprendeu o conteido Sistemas Lineares?
E probabilidade? Vocé acredita que profissionais utilizam-se de tais contetidos no seu dia-a-dia ou
isto € aprendido na escola e depois nao mais utilizado?

A partir das respostas dos alunos a professora aplicadora pdde concluir que: eles nao aprenderam
sobre o conteddo matrizes (pois ficaram sem professor de Matemadtica por um periodo no ano de
2018, a professora atual da turma estava a pouco tempo com eles), os demais conteidos foram
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abordados pela professora, porém a maioria dos alunos ndo souberam dizer situa¢des cotidianas nas
quais utilizasse tais conteudos.

Através das respostas dos questiondrios dos alunos a professora aplicadora tracou suas estratégias
para aplicacdo do experimento: 2 aulas seriam utilizadas para uma rdpida explicacdo do contetido
de Matrizes, 1 aula para retomada do conteido de Sistemas Lineares, 1 aula para retomada do
conteddo Probabilidade Condicional, 1 aula para uma introdugdo ao conceito de Cadeias de Markov
e apresentacao do problema do gis de Ehrenfest e 1 aula para aplicar o modelo da urna: sorteio das
bolinhas. Totalizando 6 aulas de atividades.

Para a explicacdo do conceito de Matrizes, revisdo do conteudo Probabilidade Condicional e
posteriormente apresentacdo do conceito de Cadeias de Markov e o problema do gés de Ehrenfest,
foram utilizados como material os conceitos e exemplos apresentados em Gomes (2018). Ja para a
retomada do conteudo de Sistemas Lineares, foram utilizados como material o Caderno do Aluno
do Estado de Sao Paulo da 2° série volume 1.

Para exemplificar uma Cadeia de Markov a professora utilizou-se de um exemplo apresentado
em Gomes(2018) , nele temos que uma crianga abre e fecha a porta de seu guarda- roupa de acordo
com o resultado do langcamento do dado (face 6 altera o estado da porta). A professora aplicadora
utilizou-se do mesmo artificio, pedindo que um aluno fosse até a porta e mudasse o seu estado
apenas se o dado, langado por uma aluna caisse na face 6, sendo que a porta iniciaria aberta. Apds o
experimento da porta, a professora foi levantando questionamentos com a turma, como por exemplo:
O estado atual da porta depende de como ela estava antes? O estado futuro depende de como ela esta
agora? E o estado futuro depende de como ela estava antes do estado atual? Foi explicado aos alunos
que situacdes como esta (do experimento da porta), quando o futuro do processo depende apenas do
seu estado atual e ndo do que ocorreu anteriormente, € conhecido como Cadeias de Markov.

Na sequéncia foram lhes apresentados o problema da irreversibilidade dos gases. Durante a
explicagdo, alguns alunos ficaram curiosos, perguntaram como era possivel ?ver? particulas de
gases ir e vir de um compartimento ao outro, se o fisico Ehrenfest possuia instrumentos para isto,
entre outras curiosidades. Quando lhes fora explicado o cdlculo para o tempo de retorno de 100
particulas e o resultado (superior a idade do Universo), quase que toda a turma ficou espantada com
tal resultado.

Foi lhes explicado que, pensando no problema da irreversibilidade dos gases proposto por
Ehrenfest, e até mesmo pensando na questdo da dificuldade de se ?ver? particulas de gases dentro
de uma sala de aula, foi se pensado em uma abordagem prética: a urna para o sorteio de bolinhas.

A professora entdo, explicou as regras para o sorteio: a urna inicia com 4 bolinhas vermelhas,
faz-se o lancamento dos 2 dados e caso caia duas faces 6, o sorteio de uma bolinha de dentro da urna
nao € realizado, sendo necessdrio langar novamente os dados. Para qualquer lancamento diferente
de duas faces 6, realizasse o sorteio de uma bolinha. Se a bolinha sorteada for da cor azul, ela
serd substituida por uma vermelha; caso seja de cor vermelha, serd substituida por uma azul. Foi
dito ainda que, para o modelo da urna para o sorteio de bolinhas, as cores das bolinhas faziam o
mesmo papel dos dois compartimentos do modelo de Ehrenfest. A todo momento, a professora
fazia intervencdes para que os alunos percebessem a similaridade entre os dois modelos (urna de
Ehrenfest e urna de bolinhas).

O experimento foi realizado 3 vezes. Em todas as vezes, foi pedido aos alunos cronometrarem o
tempo que as quatro bolinhas voltaram a ser vermelhas dentro da caixa, ou seja, o tempo de retorno
(foram eles: 1m47s, 2m18s e 2m04s). Na sequéncia, a professora explicou aos alunos que, assim
como no modelo de Ehrenfest era possivel calcular o tempo médio de retorno das particulas ao
compartimento inicial, no modelo do sorteio das bolinhas isto também era possivel. Dessa maneira,
a professora deu-lhes as instru¢oes de como realizar tal procedimento.
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Muitos apresentaram dificuldades, principalmente na resolug¢do do sistema linear, porém estavam
empenhados em descobrir o tempo médio de retorno. Na sequéncia a professora realizou com os
alunos o passo-a-passo da resolugdo do sistema linear, chegando no resultado de mo = 17 unidades
de tempo. A professora ainda explicou-lhes que o termo unidades de tempo refere-se ao tempo
utilizado para a realizacdo de cada um dos sorteios, podendo ser de 1 segundo, 5 segundos, ou até
minutos, dependendo do que se estd realizando entre um sorteio e outro.

Os alunos, durante toda a realizagc@o da aplica¢ao do experimento, seja no momento da explicacao
da parte tedrica, quanto na parte prdtica, interagiram com a professora (apesar de suas limitacoes
e dificuldades com a disciplina), demonstrando interesse com o assunto. Relataram ter gostado,
principalmente dos momentos praticos (abrir e fechar da porta e o sorteio das bolinhas).

Para finalizar a professora, agradeceu aos alunos pelo comprometimento durante as aulas, e
também enfatizou que o que lhes foi apresentado é apenas uma pequena parte de todo um estudo
de uma area da Matematica: as Cadeias de Markov. Que existem diversos estudos nesta drea e em
diversas situacdes do dia-a-dia. Colocou-se a disposi¢ao para caso algum aluno tenha interesse em
ler ou saber mais sobre o tema e encerrou a aplicagao.
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