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O Teorema de Lax-Milgram
The Lax-Milgram’s Theorem

Resumo

No estudo das equagdes diferenciais, pode ser um grande
desafio garantir a existéncia e unicidade de solucdo para os
problemas de valor de contorno utilizando apenas recursos da
Andlise Matemdtica. Neste trabalho, apresentamos o Teorema
de Lax-Milgram e sua aplicabilidade no estudo de problemas
de valor de contorno.
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Abstract

In the study of differential equations, it might be a great
challenge to guarantee the existence and uniqueness of solution
for boundary value problems using just resources from Real
Analysis. In this work, we introduce the Lax-Milgram Theorem
and its aplicability to solve boundary value problems.
Keywords: Lax-Milgram. Differential equations. Boundary
value problems.
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1 Introducao

A Anilise Funcional, apesar de ser uma teoria bastante abstrata, nos fornece ferramentas bastante
uteis para garantir a existéncia de solucdo para problemas reais e até mesmo para encontrar tais
solugdes.

Os Teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram, temas deste artigo, a principio se apresentam como
resultados puramente tedricos. Entretanto, sdo muito uteis na resolucio de equacdes diferenciais e,
como veremos, nos permitem reduzir problemas complexos a outros mais simples ([1], [2]).

Neste trabalho, vamos considerar um espaco de Hilbert real, H, equipado com o produto escalar
(-,-) eanorma | - | induzida pelo produto escalar. Denotaremos por H’ o dual topolégico de H. Seja
a : Hx H — R uma forma bilinear e ¢ : H — R um funcional linear.

Consideremos os seguintes problemas:

i) Dado v € H, encontrar u € H tal que a(u,v) = ¢(v),Vv € H, i.e.,

Encontrar u € H solugdo de a(u,v) = ¢(v), Vv € H. (PV)

ii) Dado v € H, encontrar u € H tal que J(u) = mig J(v),i.e.,
ve
Encontrar u € H solucdo de J(u) = millil J(v), Vv eH, (PM)
ve

onde J(v) = %a(v,v) - ().

Os problemas (PV) e (PM) sdao chamados de problema variacional e problema de minimizacao,
respectivamente.

Neste artigo, veremos que, com as condi¢cdes adequadas, podemos reduzir um problema
variacional a um problema de minimizacdo, e vice-versa. Esse resultado € obtido a partir dos
teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram.

2 O Teorema de Lax-Milgram

Antes de enunciarmos o Teorema Lax-Milgram, vamos ver alguns resultados que serdo
necessarios neste trabalho.

Teorema 1 Sejam H um espaco de Hilbert e @ + K C H um subconjunto fechado e convexo. Entdo,
para todo x € H, existe um tinico u € K tal que

|x — u| = inf |x — v| = dist(x, K).
veK

Além disso, u é caracterizado pela propriedade
ueKe{x—uv—-u)y<0,Vvek.

Demonstragcdo. Denotemos por d = inf [x — v|.
veK

Afirmacao 1: Existe uma sequéncia (v,) em K tal que d, — d, n — o0, onde d,, = |x — v,]|.
De fato, como d = in]f<|x —v|, entdo paratodo &€ > 0, existe v, € Ktalqued < [x —vg| < d +¢.
ve
1

Para & = ., n € N¥, existe v, € K tal que

1
d<|x—v,| <d+-.
n
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Fazendo n — oo, segue, do Teorema do Confronto, que |x — v,| — d.
Afirmacao 2: (v,) € de Cauchy.
De fato, pela Lei do Paralelogramo, para m,n € N*, temos

2 2

2_ X = v|? + |x — Vi

2

(x=vp) = (x = V)
2

(X—Vn)+ (X_Vm)
2

vn+vm‘2

vn—vm‘z_d,%+d,%1
> .

2 2

‘x_

z + - + . ~
Como K € convexo, 5 € K e, dai, |x — %| > d = inf|x — v|. Entdo
veK

d?.

vn—vm‘Z_d,2,+d,2n | vn+vm)2<d,2,+d,%1
2 ) 2 -2

V=V |2 .
> 5 %| — 0, m,n — oo. Disto segue que
v = vin| = 0, m,n — oo e, portanto, (v,) é de Cauchy.
Agora, notemos que, como K C H ¢ fechado segue que v,, — u, n — oo, para algum u € K.
Dai, como d,, = |x —v,| = d, n — oo, segue que d = |s — u].

d>+d? 2
Quando m,n — oo, S3fm 5 280 — 42 1 0go,

Afirmacao 3: |x —u| = inlt;|x—v| S x—uv—uy<0,Vvek.
%S
(=) De fato, sejav € K. Como K é convexo, entiow = (1 —f)u+tv € K, Yt € [0, 1]. Dai, como
|x — u| = inf|x — v|, entdo, V¢ € [0, 1],
vekK
x—ul < x=((A=Du+tv)| =|(x—u) —1(v —u)|
Ix —ul> < |(x —u)|> = 2t(x —u,v —u) +*|(v — u)|?
26(x —u,v —u) < 2|(v —u)|?
t
(x—u,v—uy < §|(v—u)|2.

Set — 0,temos (x —u,v—u) <0, Vv e K.
(&) Observemos que, se (x —u,v—u) <0, Vv € K, entdo

2x—u,v—u)—|v-ul’> <0, VveK.
Agora, notemos que, paratodov € K,

2 2
v —x|7=1(v —u) + (u —x)|

=v—ul®+2u—-x,v—u)+|u—x?

=v—ul> =20 —u,v—u)+|u—x
Dai, paratodo v € K,

—v=xP==pv—ul+2x—u,v—u)—|u-x?
lu—xP>=|v—x>=2-u,v—u)—|v—ul*<0.
Logo, |u —x|> = [v — x|* < 0. Daf
lx —u| < |x—-v|, Vv eK,
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ie., |x —u| = inf|x — v|.
veK )
Para provar a unicidade, basta tomarmos uy, up € K tais que (x—uj,v—u;) <0, (x—up,v—up) <
0,Vv e K. Dai, paratodov € K

(x—up,v—u)+{x—ur,v—ur) <0.

Como € valido paratodo v € K, em particular vale parau; e u;. Fazendov = uy em (x—uj,v—u;)
ev=uiem{(x —uy,v—up), temos

(x—ut,us —ur) +{x —uz,u; —uz) <0
(x—upuy—u)—{x—upu—2-u) <0
(up —up,up —up) <0

lus —ui|* < 0

Como |us — ui|*> > 0, entdio |ur — u1|> = 0. Logo, |us — u;| = 0 e, portanto, u; = u>. ™

O elemento u € a projecdo de x em K e denotamos por
u = Pgx.

Proposicao 2 Sejam H um espaco de Hilbert e @ # K C H um subconjunto fechado e convexo.
Entao, Pk satisfaz
|Pgxz — Pxxi| < [x2 —xif, Yxi,x € H.

Demonstragdo. Sejam x1,xy € H, u; = Pgx1 € K e up = Pgxy € K. Pelo Teorema 1, temos as
seguintes desigualdades:

(x1 —u,vi —uy) <0, Vv €K,
(X2 —up,va—up) <0, Vvy e K.

Tomando v = uj e vy = uy, segue que

(x1 —up,uz —up) <0,
(x2 —up,u; —uz) <0.

Observemos que (x; — up, u; — up) = —{(xo — up, up — uy). Dai,

(x1—uy,up —uy) = (xa —ug,up —up) <0

((x1 —up) = (x2 —uz),up —u) <0

((x1 = x2) = (u1 —uz),up —u) <0

(1 = x2,up —uy) +up —ur,up —up) <0
(up —up,up —uy) < —(xp — X2, up —uy) = (X2 — X1, Uz — uy).

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, (x, — x1,uy — uj) < |xo — x1||uz — u1]. Logo, como
(uz —ur,uz — ur) = |ug — ur %, temos

luy —u1)? < |xo —x1|jua —uy| = |us —uy| < |xa —x1),

como queriamos. W
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Proposicao 3 Sejam H um espaco de Hilbert e f € H. Uma aplicacdo do tipo
Tf H— R
ur— Tr(u) = (f,u)

é um funcional linear continuo em H.

Demonstragcdo. Sejam u,v € H e a, B € R. Temos

Ty(au+pv) = (f,au+pv) = (f,au) + (f,Bv) = a(f,u) + B{f,v) = Ty (u) + BTy (v).

Logo, T € linear.
Para mostrar a continuidade, basta mostrar que 7y € limitado. De fato, pela Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, temos

(ol < |fllul, ue H.

Denotando por C = |f|, temos
Ty ()| = [{f,u})l < Clul, VueH.

Portanto, Ty € H'. m
O Teorema a seguir nos mostra que todo funcional linear continuo num espaco de Hilbert € da
forma
Ty:H—R
ur— Tr(u) = (f,u).
Teorema 4 (Riesz-Fréchet) Sejam H um espaco de Hilbert e ¢ € H'. Entdo, existe um unico

f € H tal que
o) =(f,u), Vuec H.

Além disso, | f| = ||¢]||g-

Demonstracdo. Definimos

T:-H— H
f|—>Tf,

onde

Ty :H—R
uvr— Tr(u) =(f,u).

Afirmacao 1: T € linear.
De fato, sejam u,v € H e a, 8 € R. Dai, paratodow € H,

Tau+ﬁv(W) = (au + pv,w) = alu, w) + g{v,w) = aT,(w) + BT, (w).

Disto, temos
Tau+,8v =al, + IBTv-
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Logo,
T(au+ pv) = Touspy = T, + BT, = aT (u) + BT (v).
Portanto, T € linear.
Agora, observemos que [T (u)| = |[(f,u)| < [fllul, Vu € H. Se |u| < 1, entdo |Tr(u)| < |f] e,
assim, ||T¢||gr < | f].
Notemos que ||T¢||g > |{f,u)|, Yu € H,|u| < 1. Tomando u = £ temos lufj=1<1e

I
AR _ P
<f’“>‘<f’ |f|>‘ A= =V
Logo,
1Tl > Kf i>‘ 11/ = I£1-
=\ 17

Portanto, ||T¢||x = | f].

Para finalizar a demonstracdo, basta mostrarmos a seguinte afirmagao:
Afirmacao 2: T(H) é densoem H'.

De fato, sejah € H” talque h = 0em T(H) c H'. Como H é reflexivo, entdo h € H.

Agora, dado f € H, temos o funcional 7y € T(H). Como h = 0 em T(H) C H’, entdo
T¢(h) =0. Mas 0 =T¢(h) = (f, h). Como f € H € arbitrdrio, concluimos que # = 0 em H. Dai,
pelo Corolério 1.8 [1, p. 8], T(H) é denso em H.

Com isso, concluimos que todo ¢ € H’ tem a forma

¢=Ty:H—>R
ur— Ty(u) = (f,u),

paraalgum f € H. m

Definicao 5 Seja H um espaco de Hilbert.
i) Uma forma bilinear a : H X H — R é continua se existe uma constante C > 0 tal que

la(u,v)| < Clullv], Yu,v € H;
ii) Uma forma bilinear a : H X H — R ¢é coerciva se existe uma constante a > 0 tal que
a(v,v) > alv]>, Vv e H;

Teorema 6 (Teorema do Ponto Fixo de Banach, [3]) Sejam X # @ um espaco métrico completo
e S : X — X uma contragdo estrita, i.e.,

d(Sx1,8x7) < Kd(x1,x2), Vxi,xo0 € X, K < 1.
Entao, S tem um tinico ponto fixo u = Su.

Demonstracdo. Sejam € N*. Denotemos por S a m-ésima iterada de S, i.e., SoSo...0oS.
~—————

m—fatores
Afirmacao: Como S € uma contracdo, segue que

d (8™ (x1),8™ (x2)) < K"d (x1,%2) , Vx1,x2 € X.
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De fato, param = 1, S' = S e segue da hipétese que

d (Sl (x1) , 8! (xz)) < Kld(xl,xz) , Vx1,x0 € X.
Agora, para m = 2, temos

d (87 (x1), 8% (12)) = d (S(S (¥1)), S(8 (12))) < K (S (1), S (x2))
< K?%d (x1,x2), Vx1,xp € X.

Suponhamos que, para m = n, n > 2, vale

d (8" (x1),8" (x2)) < K"d (x1,x2), Vx1,x3 € X,
e mostremos que a desigualdade também € valida para m = n + 1. Temos

d(S™1 (1), 8™ (1)) = d (878 (1), S"(S () < K"d (S (x1)., 8 (x2)
< K™ (x1,x2), Vx1,x2 € X.

Logo, a desigualdade € vdlida para m = n + 1. Portanto, do Principio de Inducdo Finita, segue a
afirmacao.
Da Desigualdade Triangular, segue que

d(x1,x2) <d (x1,8 (x1)) +d (S (x1), S (x2)) +d (S (x2) , x2) .
Dai, (1 — K)d (x1,x3) < d (x1,S (x1)) +d (S (x2),x2) e, como K < 1, segue que

d(x1,x) < (d (x1,8 (x1)) +d (x2,8 (x2))) . (1)

1-K
Para mostrar a unicidade, vamos supor que existam x1,x; € X tais que x| € x, sao pontos fixos
de S. Da desigualdade (1), temos

0<d(x1,x) < (d (x1,x1) +d (x2,x2)) =0.

1-K
Logo, d(x1,x2) = 0 e, portanto, x| = x».

Agora, para mostrar a existéncia, tomemos x € H. Definimos x; = $"(x) e x, = §"(x). Da
desigualdade (1), temos

n m 1 n m m
d (8"(x), " (x)) < 7% (d(§"(x), "(S(x))) +d ($"(x), $"(S(x))))
K"+ K™
< — .
ST % d(x,S(x))

Observemos que, como K < 1, entdo K" — 0,n — oco. Logo, K" + K" — 0, m,n — o e,
assim, d (8" (x), S™(x)) — 0, m,n — oo. Portanto, a sequéncia (S"(x)) é de Cauchy e, como X é
completo, tal sequéncia € convergente e converge para um ponto p € X, i.e., p = lim $"(x). Como

n—oo

S € continua, segue que
S(p) = S(lim §"(x)) = lim S(5"(x)) = lim $""'x = p.

Portanto, p € o tnico ponto fixo. m
Agora que ja temos as ferramentas necessdrias, enunciaremos e faremos a demonstracdo do
Teorema de Stampacchia e do Teorema de Lax-Milgram (Corolério 8).
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Teorema 7 (Stampacchia) Sejam H um espaco de Hilbert, a : H X H — R uma forma bilinear
continua e coerciva, @ # K C H um subconjunto fechado e convexo. Entdo, dado ¢ € H’, existe
um unico elemento u € K tal que

a(u,v—u) > e(v-u), Vvek. 2)

Além disso, se a é simétrica, entdo u é caracterizada pela propriedade

ueke %a(u,u) —p(u) = rvléill(l{%a(v,v) - go(v)}.

Demonstragcdo. Pelo Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet (Teorema 4), existe um tnico
f € H tal que
e(v)=(f,v), VveH.

Dadou € H, sejay : H — R, definida por ¢ (v) = a(u, v).
Afirmacao 1: ¢ € H'.

A linearidade de ¢ segue da linearidade da forma bilinear a em relacdo a segunda entrada.

Parav € H,

lw(v)| < Clul|v], Vu,veH.

onde nés temos usado o fato que a € uma forma bilinear continua. Logo, fazendo C|u| = K, temos
ly(v)| < Kl|v|, Vv eH,

i.e., ¢ é limitada e, consequentemente, continua. Portanto, ¢ € H'.

Novamente pelo Teorema da Representacdo de Riesz-Fréchet (Teorema 4), existe um tnico
elemento Au € H dependente de u tal que ¥ (v) = a(u,v) = (Au,v),Vv € H.

Observemos que o operador A : H — H € linear, pois dados u,u; € H, a, 8 € R, temos, para
todov € H,

(A(au; + Buy),v) = a(auy + Pus,v) = aa(uy,v) + Ba(uz,v) = a{Auy, v) + f{Auy, v),
pois a é uma forma bilinear. Logo,

(A(auy + Buy),v) = {(@dAuy + BAuy, v)
(A(auy + Buy) — aAuy + BAuy,v) =0.

Tomando v = A(au; + Buy) — aAuy + SAu;, obtemos

|A(u; + Bus) — aAuy + BAus|* =0
A(auy + Buy) — aAu; + BAuy = 0.

Portanto, A(au; + Bus) = aAu; + BAu;.
Notemos ainda que, como a € continua e coerciva, entdo para todo u € H, temos
i) |Au|? = (Au, Au) = a(u, Au) < Clu||Aul, ie.,

|Au| < Clul;

i) (Au,u) = a(u,u) > alul?, ie.,
(Au,u) > alul*.
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Para mostrar a equacdo (2), devemos mostrar que existe um tnico u € K tal que

(Au,v —u) > (f,v—u), Vv e K. 3)

Seja p > 0 uma constante a ser determinada depois. Observemos que (3) € equivalente a
(of —pAu+u—u,v—-u)<0,Vvek, 4)

ouseja, u = Px(pf — pAu +u), pelo Teorema 1.
Seja § : K — K dada por Sv = Px(pf — pAv +v).

Afirmacao 2: Se p > 0 é escolhido adequadamente, entdao S é uma contragao.
De fato, dados vy, v, € K, segue da Proposicao 2

|Svi = Sva| = |Px(pf — pAvi +vi) — Px(pf — pAva +v2)]
(pf = pAvi+vi) = (pf — pAva +v))|

|[(vi =v2) = p(Avy — Avo)|.

IA

Logo,

1Sv1 = Sva|? = |(vi = v2) — p(Avy — Avy)|?
= |(vi = v2)[* = 2p(Av| — Ava, vi — v2) + p*|Av; — Avy|?
= |(vi = v2)|* = 20(A (v = v2),vi — v2) + p?|A(vi — v2)|*.

Como —2p(A(vi = v2),v1 — v2) < =2pa|vi — v2|* € p?|A(vi = v2)|? < p?C2|vy — v, |%, segue que
1Sv1 = Sval?® < [vi = val*(1 = 2pa + p*C?) = k?|vy — 2|,

onde, k? = 1 — 2pa + p>C?. Escolhendo p > 0 de modo que k2 seja menor do que 1, teremos que S
¢ uma contragdo, ou seja, para 0 < p < ZC—‘;, 1 — 2pa + p>C? < 1 e, entdo, S é uma contragio.

Agora, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 6), sabemos que S possui um Unico
ponto fixo, i.e., existe um tnico u € K tal que Su = Px(pf — pAu + u) = u. Com isso, mostramos
a desigualdade (4) e, consequentemente, mostramos que dado ¢ € H’, existe um tnico elemento
u € K tal que

a(u,v—u) > ¢(v—-u), Vvek.

Se a € uma forma bilinear simétrica, entdo a define um novo produto escalar em H.
Afirmacao 3: A norma definida por esse novo produto escalar € equivalente a norma original | - |.
De fato, como a € continua e coerciva, entdo satisfaz

la(u,v)| < Clul||v|, Yu,v € Hea(v,v) > a|v|*, Vv € H,

para algum C > 0 e para algum @ > 0. Denotando por || - || a norma definida por esse novo produto
escalar, temos, parau € H,

=

1
= C2|u|,

=

lull = la(uw)? < €2 (luP)

[ VAT
lull = (a(at, )2 > @2 (Jul?) = @2u.
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Portanto, || - || e | - | sAo equivalentes.

Logo, H é também um espaco de Hilbert com esse novo produto escalar. Pelo Teorema da
Reprensentagdo de Riesz-Fréchet, para todo ¢ € H’, existe um tunico g € H tal que ¢(v) =
a(g,v), YveH.

Dai, a primeira parte do Teorema equivale a mostrar que

a(g—u,v—u)<0,Vvek.

Pelo Teorema 1, u = Pkg, i.e., u € a projecdo em K de g para o novo produto escalar a. Pelo
mesmo Teorema, sabemos que u € o tinico elemento do K que alcanca

1
min a(g —v,g —v)2.
vek
Isso equivale a minimizar em K a fungao

vioa(g—v,g—v) =a(v,v) -2a(g,v) +a(g.g) = a(v,v) = 2¢(v) +a(g.g),

ou, equivalentemente, a funcao

Ve %a(v,v) —@(v).

Portanto, se a € simétrica, entdo u € caracterizada pela propriedade

ueke %a(u, u) —o(u) = rvréllr(l {%a(v, V) — go(v)} .
|

Corolario 8 (Lax-Milgram) Sejam H um espago de Hilbert e a : H X H — R uma forma bilinear
continua e coerciva. Entdo, dado ¢ € H', existe um tinico elemento u € H tal que

a(u,v) =¢(v), Vv eH.

Além disso, se a é simétrica, entdo u é caracterizada pela propriedade
€ He Sa(uu) - ¢(u) = min | Za(v.v) - ¢(v)
u e sa(u,u) - p(u) =minjSa(v,v) = ().

Demonstracdo. Aplicando o Teorema de Stampacchia (Teorema 7) para K = H, obtemos que existe
um unico elemento u € H tal que

a(u,v—u) > e(v-u), VveH.

Além disso, se a € simétrica, entdo u € caracterizada pela propriedade

1 .1
ueHe ia(u,u) —o(u) = min {Ea(v, V) — go(v)} .
Como H é um espago vetorial, entdo tv € H, Vv € H, Vt € R. Dai,

a(u,tv—u) > o(tv—u), Yve H, YVt eR.
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Observemos que, Vv € H, Vt € R,

a(u,tv —u) > o(tv — u)
ta(u,v) —a(u,u) > tp(v) — @(u)
t(a(u,v) —@(v)) = a(u,u) — p(u)

Set > 0, entdo a(u,v) —(v) > %a(u, u) — ¢(u). Dai, quando t — +o0, temos
a(u,v) —¢(v) > 0.

Do mesmo modo, se t < 0, entdo a(u,v) — ¢(v) > %a(u, u) — ¢(u). Dai, quando t — —oo, temos
a(u,v) —¢(v) <0.

Logo, a(u,v) —¢(v) =0, Vv € H e, dai,

a(u,v) =¢(v), Vv eH.

3 Aplicacoes

Nesta sec@o, mostraremos que, com as hipéteses corretas, podemos estabelecer uma equivaléncia
entre o problema variacional e o problema de minimizacao, utilizando os teoremas de Stampacchia
e Lax-Milgram. Mais ainda, veremos dois exemplos da aplicagdo do Teorema de Lax-Milgram na
resolucao de problemas de valor de contorno ([1]).

Teorema 9 ([2]) Sejam H um espaco de Hilbert, a : H X H — R uma forma bilinear continua e
coerciva, e ¢ € H'. Se a é simétrica, entdo o problema variacional e o problema de minimizacdo
sdo equivalentes, i.e., os problemas possuem a mesma e unica solucdo u € H.

Demonstragdo. (PV) = (PM) Sejau € H solucdo do problema variacional (PV), i.e.,
a(u,v) =¢(v), Yv e H. 5)

Como H € um espaco vetorial, entdo paratodov € H, u +v € H. Observemos que
Juw+v)==-a(u+v,u+v)—@(u+v)
[a(u,u) +a(v,u) +a(u,v) +a(v,v)] —e(u) — ¢(v)

[a(u,u) +2a(u,v) +a(v,v)] — e(u) — ¢(v)

~~
N
—_— N =N =N =

+3a(v,) = [a(u,) ~ ()

Jatuu) - p(w)

=J(u) + %a(v,v).
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Como a é coerciva, existe @ > 0 tal que a(v,v) > a|v|>* > 0, Vv € H. Logo, %a(v,v) >
0, Vv e He, dai,
Jw+v)>J(u), VveH.
Portanto, J(u) = mi}} J(v), Vv e H,ie.,u € H é solugao do problema de minimizacdo (PM).
ve
(PM) = (PV) Sejau € H solugdo do problema de minimiza¢ao (MP), i.e.,

J(u) < J(v), Vv eH. (6)

Como H é um espaco vetorial, entdo paratodod € Rev € H, u + Av € H. Observemos que

1
J(u+Av) = —a(u +Av,u+Av) — o(u + Av)

[a(u,u) + Aa(v,u) + Aa(u,v) + 2a(v,v)] — o(u) — Ap(v)

1
)
:% [a(u, u) +22a(u,v) + 2a(v,v)] — o(u) — 2p(v)
2

[ a(u,u) — @(u) +%a(v,v)+/l[a(u,v)—go(v)]

J(u) + —a(v v)+Ala(u,v) —o(v)].
Dai,
A2 ©)
Ea(v,v) +Ala(u,v) — ()] =J(u+Av) = J(u) > 0.

Definimos o polindmio P(1) por

P(1) = %Za(v, v)+Ala(u,v) —¢(v)], 1 € R.

Como P(A) > 0,V A € R, entdo o discriminante deste polindmio de segundo grau € menor ou igual
a zero, i.e.,

= [a(u,v) — p(v)]> - 4- %a(v,v) 0= [a(u,v) —e(»)]* <0, VveH.

Mas, como [a(u,v) —¢(v)]?> > 0, Vv € H, entio [a(u,v) — ¢(v)]*> = 0. Logo
a(u,v) —(v)=0= a(u,v) =p(v), Yv € H.
Portanto, u € H € solu¢do do problema variacional (PV). m

Definicao 10 Consideremos o problema

{—u”+u=f eml=(0,1)

u(0) =u(l) = ’ ™

onde f é uma funcdo dada. Definimos uma fungio u € C*(I) que satisfaca (7) no sentido usual
como uma solugdo classica (ou solugao forte) do problema (7). Uma solugdo fraca de (7) é definida
como uma fun¢do u € Hé (I) que satisfaz

/u'v'+/uv :/fv, Vv EH&(I). (8)
I I I
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Exemplo 11 (Condicoes de Dirichlet Homogéneas) Consideremos o problema

; ©)

—u"+u=f eml=(0,1)
u(0)=u(l) =0

onde f € L*(I) é uma fungdo dada.

Primeiramente, observemos que toda solugdo cldssica de (9) é uma solugdo fraca. De fato, se
ue C*I) étal que —u” +u = femI=(0,1) eu(0) =u(l) =0, entdo u € Hé(l) e, para todo
VRS Hé (I) temos, utilizando a integracdo por partes,

—u"v+uv=fv

/I(—u”v+uv) = /va

/u'v’+/uv:/fv,
1 I 1
i.e., u é uma solucdo fraca de (9).

Agora, definimos, em H(l) (1) x Hé(l), a forma bilinear

a(u,v) = /Iu’v/+ /Iuv =(u, v, (u,v) € Hé(]) X H(l)(l).

Notemos que a é simétrica, continua e coerciva, uma vez que coincide com o produto escalar de
H'(D).
Definimos a funcdo

go:Hé(I) — R

v+—>/1fv.

A fungdo ¢ é um funcional linear continuo, ja que, dados u,v € Hé (I) e a, B € R, temos

ol + Bv) = /, flau+pr) = /1 afutBfv=a /1 fu+B /, fv = ap(u) + Bo(v),

o(v)] = ‘/va

Logo, ¢ € H™Y(I). Dai, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma iinica u € Hé(l) tal que
a(u,v) =p(v),Vve Hé(l), ie.,

/u’v’+/uv=/fv, VveHé(I).
I I I

Portanto, u € H(l, (1) é a unica solucdo de (8). Mais ainda, como a é simétrica, entdo

< /IfVI < A2l < LAl vlgee < A2y
1

Sal,u) ~ plu) = min {%a(v, V) - <p(V)} ,
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i.e., u é tinica funcdo que minimiza %a(v, V) —e((v), v e Hé (1).
Afirmacio: u € H*(I) e, se f € C(I), entdo u € C*(I).

Para provarmos que u € H>(I), precisamos mostrar que u’ € WY2(I). De fato, como u satisfaz
a equagdo (8), entdo, em particular,

/u’v'+/uv:/fv, VVECCI(I),
i I I

/u’v’ = /(f —u)v, Vv e Cl. (10)
1 i

Notemos que, como f € L*(I), entdo f —u € L*(I) e, segue da definicio que u’ € WH2(I), i.e.,
u € H*(I). _ _ _
Agora, se f € C(I), podemos considerar u € C(I) e, assim, f —u € C(I). De (10), temos

144

u” = f —u. Disto segue que u” € C(I) e concluimos que u € C*(I).
Por fim, observemos que toda solugdo fraca de classe C* é uma solugdo cldssica. De fato, se
u € C2([a, b)), u(a) = u(b) = 0 e u satifaz (8), podemos integrar (8) por partes e obtemos

/ab(—u”+u—f)<p =0, Vg e C'([a, b)), ¢(a) = ¢(b) = 0.
Logo,
/b (=" +u—f)p=0, Vo € C!((a,b)).
Como u € C*([a, b)), segue ;ue —u”" +u=fa.e.emla,b].

Exemplo 12 (Condicoes de Neumann Homogéneas) Consideremos o problema

{_u"+u:f, em I =(0,1) , (11)
W' (0)=u'(1)=0

onde f € L*(I) é uma fungdo dada.
Consideremos o espaco de fungcées H'(I). Seja u uma solucdo cldssica do problema (11).

Entdo,
/u'v'+/uv :/fv, VveH\(. (12)
I 1 I

Definimos, em H'(I) x H' (I), a forma bilinear

a(u,v) = /u’v’+/uv,
I I

que é simétrica, continua e coerciva. Definimos, também, o funcional linear

¢:H'(I) —R

vn—>/1fv.

Aplicando o Teorema de Lax-Milgram, segue que existe uma tinica fungdo u € H'(I) que satisfaz
a(u,v) =), Yv e H(I), i.e., que satisfaz (12). Mais ainda, u é obtida por

1
min {— /(v'2+v2) —/fv}.
veH' (D) |2 J; i
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Dai, procedendo como no Exemplo 11, segue que u € H*(I) e, se f € C(I), entdo u € C*(I).
Usando integracdo por partes em (12), obtemos

/I—u"v+u'(1)v(1) —u’(0)v(0) +/Iuv = /va, YveH (D)
/(—u" +u—f)v+u’ (Hv(l) —u’(0)v(0) =0, Vv e H (I).
1

Escolhendo v € Hé(l ), segue da igualdade acima que

/(—u” +u—f)v=0,VveHI),
I
ie., —u”" +u=fa.e.eml. Logo,
u (D)v(1) —u’(0)v(0) =0, Vv e H (I).

Dai, como v é qualquer, segue que u’(0) = u’(1) = 0. Portanto, u é a solucdo cldassica de (11).
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