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Uma relacéo entre a algebra e a geometria na
parabola

A relation between algebra and geometry in the parabola

Resumo

Neste trabalho trazemos uma discussao sobre a parabola,
pelo prisma das fungbes polinomiais do 2° grau e pelo viés
da geometria analitica, fazendo uma ponte entre estes dois
assuntos. A pardbola no campo da geometria analitica co-
mumente € dissociada do estudo da funcdo quadréatica nos
livros didaticos da educacdo bésica, sendo estes assuntos
trabalhados de forma desarticulada. Assim, fazemos uma
demonstracdo da relacdo entre a funcdo quadrética e a
equacdo da parabola a partir da forma canonica da funcgéo
quadrética, visando enriquecer a discussdo sobre o tema e
auxiliar o docente de matematica em sua pratica docente,
bem como trazemos possibilidades de construcdo geomé-
trica da parabola utilizando técnicas de desenho geometri-
co e o software GeoGebra.

Palavras-chave: Parabola. Funcdo quadratica. Geometria
Analitica. Equacédo da parabola. GeoGebra.

Abstract

In this work we bring a discussion about the parabola,
through the prism of the polynomial functions of the 2nd
degree and through the bias of analytic geometry, making
a bridge between these two subjects. The parable in the
field of analytic geometry is commonly dissociated from
the study of the quadratic function in basic education text-
books, and these issues are worked on in a disjointed way.
Thus, we demonstrate the relationship between the quad-
ratic function and the equation of the parabola from the
canonical form of the quadratic function, aiming to enrich
the discussion on the subject and help the mathematics
teacher in their teaching practice, as well as we bring pos-
sibilities for the geometric construction of the parabola
using geometric design techniques and GeoGebra soft-
ware.

Keywords: Parable. Quadratic function. Analytical Ge-
ometry. Parabola equation. GeoGebra.
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1 Introducao

Na Geometria analitica h4 uma relacéo entre algebra e geometria, em que podemos anali-
sar questdes algebricas de forma geométrica e vice-versa. No caso das parabolas, estas sdo
comumente estudadas na educacdo basica de forma relacionada ao grafico de uma funcéo
quadratica, contudo seu estudo dentro do campo da geometria analitica ocorre geralmente de
forma dissociada ao estudo das fungdes (CERQUEIRA, 2015; MACEDO, 2015; SIQUEIRA,
2016). Muitos métodos para a construcdo do grafico de uma funcao quadratica, por exemplo,
decorrem de procedimentos algébricos, sendo por vezes insuficientes para a interpretacdo
geométrica da parabola, dificultando a compreenséo pelo prisma da Geometria Analitica.

Em decorréncia deste fato, hd uma grande dificuldade do aluno em compreender de forma
gréfica o que a equacdo da parabola representa e qual a relacao entre suas variaveis para solu-
cionar problemas (HALBERSTADT, 2015). A compreensao da fungéo polinomial do 2° grau
na forma canonica, onde a equacdo pode ser escrita a partir de seus vértices, € um caminho
para compreender a equacdo da pardbola dentro da Geometria Analitica, bem como seus ele-
mentos foco, veértice e diretriz. Contudo, ainda segundo o autor, esta abordagem € pouco ex-
plorada em sala de aula, acarretando dificuldades para o aluno ao ingressar em cursos de nivel
superior na area de ciéncias exatas e se deparar com disciplinas que demandam este conheci-
mento. Louzada (2013, p. 10) complementa que “no caso da parabola, se o professor néo tiver
o0 devido cuidado, o estudante pode ter a concepcdo da definigdo ciclica de que essa curva no
plano é o grafico da funcdo quadratica e que o grafico da funcdo quadratica € uma parabola”,
desconsiderando, assim, outras formas de visualizag&o e interpretacéo desta curva.

Lucena e Gitirana (2016, p. 25) apontam que o estudo da parabola ocorre por meio de “um
ensino que prioriza o tratamento algébrico e deixa a desejar a interpretacdo geométrica do
objeto matematico representado, o que dificulta um aprofundamento maior dos conceitos em
foco”, 0 que nos fez refletir sobre a importancia de buscar diferentes abordagens para o ensino
desta tematica voltadas para a sala de aula da educacéo basica, bem como promover o dialogo
entre a algebra e a geometria da parabola.

Assim, trazemos neste artigo uma discussdo e demonstracdo da relacdo existente entre a
funcdo quadrética e a equacgdo da parabola, a partir da forma candnica da funcéo do 2° grau,
bem como diferentes possibilidades de construgdo geométrica da parabola, utilizando técnicas
de desenho geométrico e o software de geometria dindmica GeoGebra. Deste modo, busca-
mos ampliar a discussdo do tema e facilitar o entendimento do estudante a partir da visualiza-
cao geométrica, tendo em vista que esta relacdo é pouco discutida nos livros didaticos.

2 O conceito de parabola

Desde muito tempo as conicas séo estudadas, em que sua definigdo principal foi deduzida
na obra prima de Apoldnio de Perga (262-190 a.C.) denominada “As Conicas”, que rendeu a
este matematico o titulo de “O Grande Geometra” (BOYER, 2012; EVES, 2011; FRIED,
2011). Contudo, as aplica¢des mais famosas das conicas devem-se a Galileu (1564-1640) que
em 1604 chegou a concluséo de que a trajetdria da bala de um canh&o descreve uma parabola,
bem como Kepler (1571-1630) e Newton (1643-1727) que constataram por meio de suas pes-
quisas que as Orbitas dos planetas séo elipticas.

Uma observagdo interessante apontada por Hodgkin (2005, p. 150) é que “Galileu se es-
forca muito para estabelecer, usando as Conicas de Apoldnio, que um projétil descreve uma
pardbola, fato que se segue muito facilmente ao encontrar sua equagado”, no caso apos usar
métodos mais simplificados e esclarecidos que podem ser encontrados na obra de Apol6énio.
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Venturi (2003) explana que a pardbola é uma cénica gerada pela sec¢do de um plano a so-
bre um cone circular reto. Ou seja, a parabola é oriunda da intersec¢do de uma superficie co-
nica de segundo grau e um plano paralelo a geratriz do cone, como mostra a Figura 1:

Figura 1: A conica parabola (Venturi, 2003, p. 119)

Também podemos definir a parabola a partir do prisma da geometria analitica, como Lima
(2014, p. 115), em que diz “sejam d uma reta e F um ponto fora dela. No plano determinado
por d e F, chama-se parabola de foco F e diretriz d ao conjunto dos pontos equidistantes de d
e F”, o que pode ser representado pelo esquema dado na Figura 2:

Figura 2: Representacdo geométrica da parabola (Lima, 2014, p. 115)

Segundo Lima (2014) o ponto P pertence a parabola de foco F e de diretriz d, pois a dis-
tancia do ponto P a F é a mesma distancia entre o ponto P e Pg, em que Po € um ponto perten-
cente a diretriz d. Ou seja, a d(P,F) = d(P,Po), com o segmento PP perpendicular a diretriz d
e a perpendicular FFo baixada do foco sobre a diretriz configura-se em um eixo de simetria,
sendo a definicdo da parabola enquanto lugar geométrico.

A deducdo da equacgdo de uma parabola de foco F e diretriz d, com p > 0 representando a
distancia de F a d pode ser demonstrada como em Lima (2014) da seguinte forma, como
apontada na Figura 3:
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Figura 3: Deducdo da equacdo da pardbola (Lima, 2014, p. 116)

Na deducdo de Lima (2014) toma-se um sistema de eixos em que o0 Vértice da pardbola € a
origem do sistema e o eixo vertical, também chamado eixo de simetria, é a reta FFo. Observe

que o ponto F tem coordenadas F = (0, g) e a equacao da diretrizd é y = —g. Se 0 ponto
P = (x,y) pertence a parabola, logo temos que y > 0. Sendo o eixo vertical o eixo de sime-
tria e tendo P = (x,y) pertencente a parabola, entdo P’ = (—x, y) também pertence & mesma

parabola.
Deste modo, sendo P = (x, y) um ponto genérico da parabola. Temos que a distancia de P

a diretriz d é igual a y + p/2, enquanto a distancia de P ao foco F é \/x2 + (y —p/2)2. E
como P é um ponto pertencente a parabola, temos que:

y + p/2=yx?+ ( —p/2)2
Elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo a expressao, temos:

o +5?=x*+ (y - p/2)?
2 P’ _ 2 2 p?
yitpy+=x"+y —py+.

Reduzindo os termos semelhantes temos:
x2 = 2pyouy =%
=Zpyouy =7
Esta equacado representa a equacdo candnica da parabola com vértice na origem e eixo
de simetria FFo. Podemos observar ainda, sobre o parametro p, que:
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Se p > 0, o parabola tem con- Se p <0, a parabola tem con-
cavidade voltada para cima cavidade voltada para baixo.
(voltada para a parte positiva

do eixo y).
Figura 4: Influéncia do parametro p na concavidade da parabola (Venturi, 2003, p. 44)

Por analogia, podemos estabelecer a equagdo candnica da parabola com vértice na ori-
gem e eixo de simetria coincidente com o eixo X. Neste caso a equacdo da diretriz seria x =
—p/2 e encontramos a expressdo y? = 2px, como sendo a equagdo candnica ou reduzida de

uma parabola cujo eixo de simetria coincide com o eixo x. Neste caso, com relacdo ao para-
metro p, temos:

d
K YA d
F =
Se p > 0, a parabola tem concavi- Se p <0, a parabola tem con-
dade voltada para a direita (volta- cavidade voltada para a es-

da para a parte positiva do eixo X)., querda.

Figura 5: Influéncia do parametro p na concavidade da parabola (Venturi, 2003, p. 43)

No caso de uma pardbola com Vvértice fora da origem, ou seja, a partir de uma translagdo
dos eixos, de modo que 0 eixo x seja paralelo a x’ e o0 eixo y seja paralelo a y’. Ao conside-

rarmos os eixos x’ e y'e o vértice como ponto V(x,, y,), teremos o esquema, como mostrado
na Figura 6:
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Figura 6: Parabola com vértice fora da origem (Venturi, 2003, p. 51)

A partir disso, temos que a equacdo da parabola é (I) (x')? = 2py’. Ao observar o0 es-
quema da Figura 6, temos que (II) x" = x —x, e (I1I) y' =y — y,. Ao substituirmos (I1) e
(IIT) em (I), encontramos que:

(x —x0)* = 2p(y — yo)

Como uma expressao que representa uma parabola de vértice V(x,, yo) € eixo de simetria
paralelo ao eixo y.

As definicdes apresentadas por Venturi (2003) e Lima (2014) séo vistas em outros livros
de Geometria Analitica, com poucas diferengas, com uma abordagem por um viés mais volta-
do para a algebra.

Ja no contexto das fungdes polinomiais do 2° grau, na educacao béasica especialmente, a
definicdo de parabola é apresentada nos livros didaticos como o gréfico da funcdo quadratica.
Esta definicdo geralmente vem acompanhada de uma explicacdo que aponta que quando as
parabolas representam uma funcdo quadréatica, estas podem ter sua abertura (concavidade)
voltada para cima ou para baixo (LEONARDO, 2016) sem mencionar muitas vezes porque
isto ocorre, ou mesmo a diferenca entre uma pardbola e uma catenaria, por exemplo. Possi-
velmente esta confusdo aparente pode ocorrer geometricamente, uma vez que as expressoes
algébricas dos dois objetos sdo diferentes. Contudo, seria um fato importante a ser apontado.

Portanto, na sec¢do seguinte demonstramos como se obtém a forma canénica da fungédo do
2° grau, como uma maneira de ampliar a discussdo e chegar a compreensdo da parabola pela
perspectiva da Geometria Analitica.

3 A forma candnica da funcédo quadratica

Uma maneira de reescrever a funcao polinomial do 2° grau, associando-a a equacéo da pa-
rdbola em Geometria Analitica, € a sua forma canénica, em que a funcdo pode ser escrita a
partir das coordenadas de seu vértice. Este formato € pouco explorado nas aulas de Matemati-
ca da educacdo bésica, bem como muitos livros didaticos ndo contemplam este topico (CER-
QUEIRA, 2015; MACEDO, 2015).

De acordo Lima et al (2006) temos que as coordenadas do vértice (x,, y,,) de uma parébo-
la que ¢é associada a uma fungédo quadratica podem ser obtidas de diferentes formas. Caso a
funcéo esteja na forma candnica, como em:
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f(x)=a-(x—h)*+k.

o Vvértice é dado pelas coordenadas do ponto (h, k). Utilizando o método de completar
quadrados, podemos reescrever a forma geral da fungdo do 2° grau f(x) = a-x? + bx +c

para a forma canénica: f(x) = a - (x — h)? + k. Sabemos que as coordenadas do vértice da

parabola séo:

b A
V (xwyv) = (_EI_E)'

b A
comh=——ek=—_— ondeA= b? — 4ac.
Demonstrando esta relagdo, dada a funcdo f(x) = ax? + bx + c, colocaremos a em evi-

déncia e buscaremos reescrever a funcdo a partir das coordenadas (x,,,), assim podemos
escrever:

f(x)=a (xz +§x) + c.

~ b ‘
Para transformar a expressdo x2 + —x emum produto notavel, devemos fazer aparecer um
trinbmio quadrado perfeito na expressdo. Para isso, devemos escrever:

2 42 M(b)z (b)z+
X xZa 2a 2a ¢

: « b b\? .
Considerando que a expressao x? + 2 - x - Py (Z) pode ser escrita como um produto

f(x)=a

, b \?2
notavel e desenvolvendo o termo (5) temos:

f(x)=a[<x+%)2—%; +c
b\? b2
f(x):a'(X‘Fz) —a-4—az+c
b\? b2
f(x):a’(x‘Fz) _E-I_C

Reorganizando a funcdo para que figuem explicitas as expressdes que representam as co-
ordenadas do vértice, temos:
) = [ ( b)2]+—b2+4ac
fx)=al|(x—|x >a ) i

B ( b > ,1 - —(b* —4ac)

Fo0 =ale = (- |+ =
@=afo- (- )|+
fl) =a|x 2a ) 4a

f(x) = a(x - xv)z + .

Chegando a forma candnica da funcdo quadrética, escrita em funcdo das coordenadas
V (x,,y,). Devemos compreender as coordenadas do vértice como sendo o ponto da parabola
mais proximo da diretriz, sendo este o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o
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foco F da parabola e a interse¢do do eixo de simetria com a reta diretriz d. A forma candnica é
viavel na resolucgéo de situacGes em que as coordenadas do vertice sdo conhecidas.

Na secdo seguinte veremos a relacdo entre a forma candnica da funcdo quadratica e a
equacao da parabola.

4 Da forma candnica ao foco e diretriz de uma parabola

A partir da forma candnica mostrada na secdo anterior, temos que a equacao da parabola
em sua forma explicita é dada por (I) y = ax? + bx + c e que também pode ser relacionada a
expressdo (1) (x — h)? = 2p(y — k). Ao considerarmos que o eixo de simetria da parabola é
paralelo ao eixo y, as coordenadas do vértice da parabola V(x,, y,,) correspondem a um ponto
V(h, k) fora da origem do sistema de coordenadas e 2p corresponde a distancia do foco F da
parabola até a reta diretriz d.

Uma maneira de mostrar a relagdo entre as expressdes (1) e (1) é a partir da igualdade:

(x—h)?=2p(y — k).
Desenvolvendo o quadrado e considerando p ndo nulo, temos:
x%2 — 2xh + h? = 2py — 2pk
2py = x? — 2xh + h? + 2pk.
Isolando o y, temos:

x% — 2xh + h? + 2pk
y:

2p
1 2h h? + 2pk
— 42 _ - -
y pr pr + 20
1 h h? + 2pk
2
y=c—X"—=X+—F—
2p P 2p
2
Fazendo a = ﬁ, b = —% ec="= +2pk, chegamos a forma padrdo y = ax? + bx + ¢, com

a # 0,poisp # 0.

A reciproca também é vélida, pois dada uma equacao na forma explicita podemos condu-
zi-la a sua forma padrdo. Consequentemente, temos que o grafico de y = ax? + bx + ¢, com
a # 0 é sempre uma parabola de eixo de simetria paralelo ao eixo y. E ainda, analogamente,
temos que (v — k)? = 2p(x — h) gera a equacédo na forma explicita x = ay? + by + c, caso
a parabola tenha eixo de simetria paralelo ao eixo x.

Podemos estabelecer a relacéo entre a forma candnica da funcdo quadratica e a equacao da
parabola, dado o fato de que o grafico da funcdo quadratica f(x) = a - (x — h)? + k é obtido
do gréfico de g(x) = a - (x — h)? por meio da translagdo vertical (x,y) = (x,y + k), que
leva 0 eixo OXnaretay =k earetay = —1/4a naretay =k —1/4a (LIMA et al,
2006).

Assim, podemos inferir que o grafico de qualquer funcdo quadratica f(x) = a-x? +
bx + c é uma parabola, cuja diretriz é a reta horizontal, dada pela expresséo:
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_4ac—b2—1
Y= 4q

cujo foco é o ponto:

b 4ac—-b?*-1
F=(-——
2a 4a

e que o parametro a determina se a concavidade da pardbola est4 voltada para cima (a >
0) ou para baixo (a < 0).

Esta demonstracdo breve nos mostra a relagéo existente entre esses dois assuntos (funcao
quadratica e equacéo da paradbola), o que reforca a importancia da articulacéo entre eles.

5 A parabola por uma perspectiva geométrica

Nesta secdo, buscamos trazer diferentes formas de se construir uma parabola, com
sugestdes didaticas a partir de técnicas de desenho geométrico de forma manual até as
possibilidades com o software de geometria dindmica GeoGebra, de modo a facilitar o
trabalho docente e a visualizagcdo geométrica do estudante.

5.1 Parabolas com dobraduras de papel

Os passos para a compreensdo desta construgdo séo, respectivamente:

1.

~ow

Ao tomarmos uma folha de papel quadrada (de preferéncia), devemos tracar uma reta
d e marcar um ponto F no interior da folha, ndo pertencente a reta d;

A partir disso, escolha um ponto qualquer, pertencente a reta d e dobre a folha, de
modo que tal ponto escolhido coincida com o ponto F;

Ao desdobrar a folha, devemos obter vincos produzidos pela dobradura feita;

Ao repetir este processo varias vezes, considerando o0 maximo de pontos possiveis,
veremos que todos os vincos demarcados no papel formardo a figura aproximada de
uma parédbola de foco F e de diretriz d, correspondente a reta tracada no papel
inicialmente;

Podemos ver esta construcdo exemplificada na Figura 7:
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Figura 7: Pardbola com dobraduras de papel, constru¢do manual (Elaboragéo dos autores)

Uma outra possibilidade seria transpor esta construcdo realizada com lapis e papel de
forma fisica para o ambiente de geometria dindmica GeoGebra, como na Figura 8:

{7 paribolas com dobraduras de papel.ggh - X
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Auda Entrar,

i ® = [ e

) ! 4 i ! —— ] o] 1
» Janela de Algebra X | » Janela de 1
® A=(3,-2) S
® B=(16,-2) d
® dy=2 S
® F-(51) S
® D=(287,-2) .
® g=434 S
® E=(443,05) \‘ \ /
® h:343x.3y--12.39 . \ /
® ix=287 o
@ F,=(287,114) RN
® ig1-L rico(F_{1}, T N
<
~
‘\
.

.
\\
d A b N B
.
u
.

< >
Entrada: ] ®

Figura 8: Estrutura da parabola com dobraduras no ambiente GeoGebra (Elaboracdo dos
autores)

A reta h em azul, mostradas na Figura 8, representa uma reta tangente a parabola de foco
F e diretriz d. Ao habilitar a fungdo “exibir rastro”, temos as varias retas tangentes possiveis
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de sere

m tracadas e que correspondem ao lugar geométrico pardbola, como ilustrado na

7 parabolas com dobraduras de papel.ggb - X
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gura 9: Retas tangentes a parabola de foco F e diretriz d (Elaboracéo dos autores)

As retas tangentes em azul correspondem as dobraduras de papel e podem ser construidas

em um

a sequéncia de passos simples no GeoGebra, tanto na versdo software, quanto na

versdo aplicativo para smartphones:

10.

Construa uma reta d que sera a diretriz da parabola e um ponto F fora da reta d, que
correspondera ao foco da parébola;

Construa um ponto D deslizante sobre a reta diretriz d, utilizando a ferramenta “ponto
em objeto”;

Trace um segmento de reta ligando o ponto D ao ponto F;

Com a ferramenta “ponto médio”, construa o ponto médio do segmento DF;

Trace uma reta perpendicular ao segmento DF, passando pelo ponto médio construido;
Trace outra reta perpendicular a reta diretriz d, passando pelo ponto deslizante D
sobre ela;

Com a ferramenta “interseccdo entre dois objetos”, construa o ponto de interseccao
entre as duas perpendiculares construidas;

Com a ferramenta “lugar geométrico”, clique sobre o ponto deslizante D na reta
diretriz e sobre o ponto de interseccao das duas perpendiculares;

Aparecera um lugar geométrico correspondente a parabola de foco F e diretriz d; pois
a distancia do ponto F1 & F é a mesma distancia entre o ponto F e D, em que D é um
ponto pertencente a diretriz d

A reta perpendicular que passa pelo ponto médio de DF é tangente a parabola. Ao
clicar sobre esta reta com o botdo direito do mouse e “habilitar rastro”, movimente o
ponto D deslizante sobrea diretriz e as retas tangentes a parabola, correspondente as
dobraduras de papel seréo tracadas.

Esta construcdo esta disponivel na comunidade geogebra.org e pode ser acessada através

do link:

https://www.geogebra.org/m/ujp8gymj.

Com os comandos do GeoGebra, o estudante tem a possibilidade de compreender de

forma

mais clara cada um dos elementos da pardbola e manipulé-los, estimulando sua

percepcao geométrica a partir da visualizacéo.
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5.2 Parébolas construidas com régua e compasso

Outra possibilidade de construcdo da parabola enquanto lugar geométrico é por meio do
uso de técnicas de desenho geométrico com 0s instrumentos régua e compasso.

Ao considerarmos um plano £, uma reta diretriz d contida em g e um ponto F no plano,
mas ndo pertencente a d, temos que a pardbola é o lugar geométrico dos pontos do plano
equidistantes de F e d, como representado no GeoGebra e ilustrado na Figura 10:

Figura 10: Definicdo da pardbola enquanto lugar geométrico (Elaboracdo dos autores)

Observe que para que a curva descrita seja uma pardbola, a distancia entre PF e PP’
devem ter a mesma medida (0 que aparece na construgcdo com a medida 4,17, mas a 0
movimentarmos o ponto P’ esse valor se altera, mantendo a condi¢cdo PF = PP’). Uma outra
observacdo é que a medida que F se aproxima de A, a parabola tende a uma reta paralela a
diretriz (o que ocorre, de fato, quando F = A).

Assim, podemos iniciar 0 esbogo dessa construcao a partir da sequéncia de passos descrita
em Kilhian (2011):

1. Trace uma reta diretriz d e um ponto F qualquer fora de d, que serd o foco da

parébola;

2. Trace uma reta perpendicular a d passando por F. O ponto de interseccdo da reta
perpendicular e da diretriz d é nosso ponto A (tal como na Figura 10);

Obtenha o ponto médio do segmento FA como o ponto V, vértice da parabola;
Trace uma outra reta r paralela a d, a uma distancia h4;
5. Trace quantas retas paralelas a d vocé desejar, considerando as distancias como sendo

h,, hs, ..., h,. Meca essas distancias com a propria abertura do compasso;

6. Coloque a ponta seca do compasso em F e abertura formando um raio igual a h;. A

partir disso, descreva um arco interceptando r; nos pontos P, € P’

7. A seguir, a abertura do compasso com raio igual ah,, trace outro arco

interceptando r, em P, e P,’, e assim sucessivamente, até os pontos P, € B,’;

8. A parabola serd a curva que passa por V e os pares de pontos P, e P;', P, e P,’,

P;e P;'até B, e B,

Um esboco deste modelo pode ser apresentado nas Figuras 11, 12 e 13:

»>w
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Figura 11: Passos 1 a 3 (Elaborado pelos autores)

Figura 12: Passos 4 a 7 (Elaborado pelos autores)

Figura 13: Passo 8 (Elaborado pelos autores)
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Note que a curva que passa pelos pontos V, B, e B,’ forma a parébola indicada. Podemos
também realizar esta construcdo no GeoGebra, como ilustrado na figura 14:

7 pardbola com régua e compasso.ggh - X
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Figura 14: Pardbola com régua e compasso ilustrada no GeoGebra (Elaboracao dos autores)

E possivel notar a simetria da parabola ao tracarmos uma reta que passa pelo segmento
FA. Esta construcéo esta disponivel no link https://www.geogebra.org/m/kc7axkh6.

5.3 Parabolas a partir de circunferéncias

Uma definicdo menos comum, mas ndo menos importante, para a parabola € trazida por
Souza Jr. e Cardoso (2003) na Revista do Professor de Matematica (RPM edicdo 68), em que
mostra como podemos considerar a parabola a partir de uma perspectiva diferente do que se

traz comumente nos livros didaticos, com uso de circunferéncias. Nas palavras dos autores,
temos que:

A definicdo usual de parébola é: A parabola de foco F e reta diretriz d é o lugar
geométrico dos pontos equidistantes do foco e da diretriz. Se P for um ponto da
parébola, a perpendicular a d por P corta d em T, tal que PT = PF. Portanto,
C(P,PF2) é tangente a d em T. Essa constru¢do pode ser revertida, de forma que
chegamos a uma outra definicdo de parabola, equivalente a usual: A pardbola é o
lugar geométrico dos centros das circunferéncias que conttm o ponto F e
tangenciam aretad (com F d). (SOUZA JR.; CARDQOSO, 2003, p. 2).

A partir desta definicdo, podemos inferir que: dado um foco F e uma reta diretriz d,
consideremos todas as circunferéncias que passam por F e sdo tangentes a d. O conjunto dos
centros C de todas estas circunferéncias corresponde a uma parabola de foco F e diretriz d.
Tal definicdo pode ser observada na Figura 10:
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Figura 10: Parabola a partir de circunferéncias - RPM 68 (SOUZA JR.; CARDOSO, 2003).

O GeoGebra, como sugerido por Souza Jr. e Cardoso (2003), traz uma forma de
compreender a definicdo apontada na Figura 10 de maneira mais dindmica, como
exemplificado nas Figuras 11 e 12:

7 pardbola com circunferéncia.ggb
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Figura 11: Parabola a partir de circunferéncias (Elaboracdo dos autores)
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Figura 12: Parabola a partir de circunferéncias, replicacao das circunferéncias (Elaboracao
dos autores)

9/,

Vale ressaltar que esta abordagem é pouco usual, de fato. Mas que também se utiliza da
distancia entre dois pontos em Geometria Analitica para comprovar que a medida do raio da
circunferéncia corresponde & medida da distdncia do centro desta circunferéncia a reta
diretriz, atendendo a definicdo matematica de parabola. Parte do protocolo desta construgdo €
similar & construcdo apresentada na subsecdo anterior, com o diferencial da visdo das
circunferéncias e de seus raios. Esta construcdo também esta disponivel na comunidade
geogebra.org por meio do link https://www.geogebra.org/m/sdkgzavy e pronta para uso em
sala de aula.

5.3 Parabola com vertice fora da origem e forma canonica

Outra possibilidade de se trabalhar a parabola explorando o contexto das funcbes é
apresentar a equacdo da pardbola com vértice V(h,k) fora da origem e buscar um
comparativo com a funcdo quadratica de mesmo Vvértice V(h, k). Para isso, construimos no
GeoGebra a equacédo (eq1) o e a funcdo quadratica (f) por meio dos controles deslizantes h e
k (coordenadas do vértice da pardbola), a e p (parametros que definem a abertura da

. , .~ . - 1
concavidade da pardbola e sua posicdo — para cima ou para baixo), onde a = - (como
mostrado na secdo 4). Observemos esta construcdo na Figura 13:
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7 parabola com vértice fora da origem.ggb -
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Figura 12: Comparativo entre a equacdo da barébola e a forma candnica da funcao quadratica
(Elaborado pelos autores)

Observe que o graficos eq1 representa uma parabola de vértice V(h, k) fora da origem e
foco F e que existe uma relagdo entre as expressoes f(x) e eql com base nos pardmetros h, k
e p. Ao movimentar os controles deslizantes h e k, definimos onde se situard o vértice da
parabola. Ja no controle deslizante p temos um movimento que reflete na mudanca da
concavidade da parabola (abertura ou fechamento, mudanca de posicdo para cima ou para
baixo), além de influenciar diretamente na distancia entre o foco e a reta diretriz (quanto
maior o valor de p, maior a distancia entre o foco e a reta diretriz da parabola).

Note que desta forma o estudante pode observar de forma mais clara a relagéo entre as ex-
pressdes f(x) = a(x — x,)% + y,, com V(x,,y,) = (h, k), que corresponde a forma candnica
da funcédo quadratica e (x — h)? = 2p(y — k), como expressdo que representa a equacédo da
parabola com vértice fora da origem (vale ressaltar que o ponto (h, k) pode assumir as coor-
denadas (0,0) na construcao).

E importante lembrar que esta construcio pode ser modificada para obtermos uma parabo-
la com eixo de simetria paralelo ao eixo x, a partir de uma expressdo do tipo (y — k)? =
2p(x — h) em eq1.

Esta construcdo estd disponivel na comunidade geogebra.org por meio do link
https://www.geogebra.org/m/dtpazcyg para uso em sala de aula.

6 Consideracoes finais

O primeiro contato entre o estudante e a parabola ocorre, geralmente, no final do Ensino
Fundamental e inicio do Ensino Médio, com o estudo das fungdes quadraticas, perpassando
ao final desta etapa de ensino pelas noc¢des de conicas em Geometria, quando tal estudo ocor-
re. Entretanto, por vezes ndo ha uma abordagem por parte do docente que faca a relacdo entre
estas distintas formas de compreender a parabola. Verifica-se, no geral, um estudo de forma
fragmentada, o que gera uma lacuna na compreensdo desse ente geométrico no percurso entre
a Educacdo Baésica e 0 Ensino Superior, ocasionando dificuldades em sua compreenséo e apli-
cagbes em disciplinas como Geometria Analitica, Calculo Diferencial e Integral, Algebra Li-
near, entre outras areas do conhecimento, o que justifica a importancia da discussdo apresen-
tada neste artigo.
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As parabolas além de representar de forma geométrica as funcbes quadréticas (ou do 2°
grau), também sdo resultantes do estudos das cénicas em Geometria Analitica. Cerqueira
(2015), Macedo (2015) e Siqueira (2016) apontam em seus trabalhos que este assunto é abor-
dado de modo lac6nico, em uma visao analitica/algébrica, ndo explorando as caracteristicas e
possibilidades geométricas da parébola, nem relacionando os elementos foco, diretriz, vértice
e eixo de simetria ao estudo das fungdes quadraticas, como forma de fazer um paralelo entre
esses dois assuntos. Com o auxilio das obras de Lima et al (2006), Lima (2014) e Venturi
(2003) foi possivel reescrever esta relacdo buscando deixa-la de forma mais explicita ao leitor
(estudante ou docente).

Partindo dessa premissa, procuramos explorar neste trabalho a parabola e suas caracteristi-
cas, visando uma compreensao que relacione o contexto das fun¢Bes quadraticas & Geometria
Analitica. Além disso, também trouxemos o uso da tecnologia na exploracao de seus elemen-
tos com uso do software de geometria dindmica GeoGebra, a partir de algumas possibilidades
de construcdo geométrica da parabola, visando subsidiar o trabalho do professor de Matema-
tica e oferecer uma leitura que auxilie o estudante no entendimento deste assunto, por meio da
visualizacdo geométrica.
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