{_ _. -

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
v.22,n. 1, jul. 2022
Iniciacdo Cientifica

Reginaldo Leoncio Silva
Universidade Estadual do Sudo-
este da Bahia - UESB
reggekant@yahoo.com.br

Roger Luiz da Silva Almeida
Universidade Estadual do Sudo-
este da Bahia - UESB
rogerluizzz@edu.uesh.br

Artigo recebido em nov. 2021 e aceito em mar. 2022

O poderoso principio da inducéo
matematica

The powerful principle of mathematical induction

Resumo

O principio da inducdo matematica é uma ferramenta pode-
rosa para demonstrar muitos resultados relativos aos intei-
ros positivos. Ele basicamente funciona da seguinte forma:
dada uma proposicdo referente aos numeros naturais,
prova-se primeiramente que a mesma vale para n = 0 ou
n = 1. Em seguida, assume-se a veracidade da mesma para
um certo natural k > 1 e depois mostra que a proposicédo
vale também para o sucessor, ou seja, para k + 1. Neste tra-
balho realizamos um estudo sobre este principio, desta-
cando aplicacdes em diversos problemas matematicos. A
metodologia adotada foi a revisdo bibliogréafica, onde pro-
curamos responder ao seguinte questionamento: quais séo
as aplicagcbes do principio de indugdo matematica? Do es-
tudo feito, constatamos inimeras aplicacfes em diversas si-
tuacdes. Pretendemos com este trabalho contribuir para
uma melhor divulgacdo e conhecimento deste conteudo e
despertar o interesse por seu estudo, bem como estimular o
uso do mesmo em demonstracdes no ensino.
Palavras-chave: Inducdo matematica, NUmeros naturais,
Aplicacdes.

Abstract

The principle of mathematical induction is a powerful tool
for demonstrating many results concerning positive inte-
gers. It basically works as follows: given a proposition con-
cerning natural numbers, it is first proved that is holds for
n = 0orn = 1. Next, it is assumed to be true for a certain
natural k > 1and then shows that the proposition also
holds for the successor, that is, for k + 1. In this work carry
out a study on this principle, highlighting applications in
several mathematical problems. The methodology adopted
was the literature review, where we tried to answer the fol-
lowing question: what are the applications of the principle
of mathematical induction? From the study carried out, we
found numerous applications in different situations. Whit
this work, we intend to contribute to a better dissemination
and knowledge of this content and to arouse interest in its
study, as well as to stimulate its use in demonstrations in
teaching.

Keywords: Mathematical induction, Natural numbers, Ap-
plications.
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1 Introducao

Muitas descobertas em Matematica séo feitas por meio de testes que fornecem evidén-
cias empiricas. O método da inducdo finita € uma ferramenta muito Gtil para desvendar a vera-
cidade de resultados, estabelecendo provas rigorosas em Matematica. Ele se trata de uma grande
arma do matematico moderno que tem muita utilidade em diferentes problemas. Neste trabalho
faremos um estudo sobre este principio, elucidando as aplicagdes em varios ramos da Matema-
tica.

Uma dessa aplicac¢@es diz respeito a uma famosa sequéncia numerica infinita, conhecida
como sequéncia de Fibonacci. Aqui vamos descrever tal sequéncia, elucidando suas principais
propriedades e o uso do principio de indugdo matematica nas provas das mesmas.

2 O principio da inducdo matematica

Nesta secdo falaremos sobre o principio da inducdo matematica, destacando o Axioma
1 e o Teorema 1, que sdo o alicerce da teoria deste principio.

2.1 Formulacdo matematica do principio da inducéo

O matematico Giuseppe Peano (1858-1932) estabeleceu a axiomatica necessaria para
descrevermos com precisdo o conjunto dos nimeros naturais. O seu ultimo axioma, conhecido
como axioma de inducdo e que serve como base para 0 método da demonstracdo por inducéo,
é o seguinte:

Axioma 1. Seja A um subconjunto de N. Se 1 € A e se, além disso, A contém todos 0s
sucessores dos seus elementos, entdo A = N.

Teorema 1 (Principio da inducdo finita). Seja n, um inteiro positivo. Suponhamos
que, para cada n = n,, seja dada uma proposi¢do P(n). Suponha que se pode verificar as se-
guintes propriedades:

i) P(ny) é verdadeira;
if) Se P(n) é verdadeira entdo P(n + 1) também é verdadeira, para todo n > n,.

Entdo P(n) é verdadeira para qualquer n > n,.
3 Aplicacdes do principio da inducéo

Como dito anteriormente, o principio da indugdo matematica é uma ferramenta podero-
sissima na demonstracao de proposic¢des sobre o conjunto dos nimeros naturais, tendo aplica-
¢cdes em uma gama de problemas, tais como identidades, desigualdades, divisibilidade, recor-
réncias, etc. A seguir iremos evidenciar alguns problemas onde se faz o uso deste forte princi-

pio.

3.1 Demonstracéo de identidades
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Existem muitas identidades matematicas envolvendo nimeros naturais que podem ser
verificadas com o uso do principio de inducdo matematica. Abaixo, veremos alguns exemplos:

Exemplo 1 Demonstre que para qualquer n € N é vélida a igualdade: 2 + --- 4+ 2n =
n(n +1).

Solucéo:

Definimos a proposi¢cdo P(n): 2 + ---+ 2n = n(n + 1).. Notemos que a mesma vale
para n = 1, pois: P(1): 2 = 1(1 + 1). Suponhamos agora, que P (k) seja verdadeira pra um
certok > 1,k € N.

Dai:
24+ +2k+2k+1)=k(k+1)+2(k+1)=(k+1)(k+2), o que prova que P(k +
1) é verdade. Assim, P(n) é verdade para qualquer n € N, pelo principio da inducéo.

Observacao 1 Uma consequéncia imediata do exemplo acimaéque 1 +2 4+ 3 + -+
nn+1) . .
n= , 0 que pode facilmente ser provada pelo leitor.

Exemplo 2 Demonstre que para qualquer n € N é validaaigualdade: 1 +3 4+ 54 -+
2n—1=n?,

Solucéo:

Definimos a proposi¢do P(n): 1+ 3 + 5+ ---+ 2n — 1 = n%. Notemos que a mesma
vale paran = 1, pois: P(1):12 =1 =2.1—1.

Suponhamos agora, que P (k) seja verdadeira praum certo k > 1,k € N.

Dai:
1+3+5+-+2k—1+2k+1=k?>+2k+1=(k+1)2 o0 que prova que P(k+1) é
verdade. Assim, P(n) é verdade para qualquer n € N, pelo principio da inducéo.

Exemplo 3 Os nimeros de Fermat sdo niimeros definidos pela expressao F, = 22" + 1
para todo natural n. Fermat conjecturou na época que esta formula era geradora de nimeros
primos. De fato, 0s quatro primeiros numeros de Fermat sdo primos. No entanto, Leonard Eul-
ler, provou mais tarde que paran = 5 a mesma resulta em um namero composto. Uma propri-
edade interessante dos niumeros de Fermat é a sequinte: FyF, ... F,,_, = E, — 2 paratodo natural
n. Use o principio de indugdo matematica para provar a veracidade da mesma.

Solucéo:

Vamos definir a proposicdo P(n): F, = 22" + 1. Notemos que a mesma vale para n =
1, pois: P(1) = Fy = 22" + 1 =3 = 22" + 1 — 2 = F, — 2 Suponhamos agora, que P (k) seja
verdadeira praum certo k > 1,k € N. Dai:

FoFy o Fyo1Fo = (Fe—2)F, = (22 +1-2)2% +1) = (22" = 1)(2%" +1) = 222" —
1=22""—1=22"41-2=F,,, -2, 0 que prova que P(k + 1) é verdade. Assim,
P(n) é verdade para qualquer n € N, pelo principio da inducéo.
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3.2 Demonstracao de desigualdades

Assim como as identidades, também ha inimeras desigualdades que podem ser demons-
tradas através da inducdo matematica. Nos exemplos a seguir ilustraremos algumas dessas de-
sigualdades, destacando uma desigualdade famosa, conhecida como desigualdade de Bernoulli.

Exemplo 4 Demonstre que para qualquer n € N é vélida a desigualdade:
3n-1 < 2n’,

Solucéo:

Definimos a proposicdo P(n): 3" 1 < 2"* . Notemos que a mesma vale para n =1,
pois: P(1):31"1=1< 2 = 2. Suponhamos agora, que P (k) seja verdadeira pra um certo
k > 1,k € N. Usando o fato de que 3 < 22*¥*1 k € N, temos que:
3k = 3.3k-1 < 2k 22k+1 — 2(k+1)* o que prova que P(k + 1) é verdade. Assim, P(n) é
verdade para qualquer n € N, pelo principio da inducéo.

Exemplo 5 Prove que para qualquer n > 3,n € N ¢é vélida a desigualdade: 2™ < nl.
Solucéo:

Definimos a proposicdo P(n): 2™ < n!. Notemos que a mesma vale para n = 4, pois:
P(4):24 =16 < 4! = 24. Suponhamos agora, que P(Kk) seja verdadeira pra um certo k >
4,k € N.Usandoo fatode que 2 < (k + 1),k € N,k > 4, temos que:
2kt1 = 2k 2 < kI(k + 1) = (k + 1)!,0que provaque P(k + 1) é verdade. Assim, P(n)
é verdade para qualquer n € N,n > 3, pelo principio da inducao.

Exemplo 6 Demonstre, que para todo n € N, \/2 +\/2 +V2+ - +2 <2, com

n radicais.
Solucéo:
A desigualdade é claramente verdade para n = 1, pois v2 < 2. Suponhamos que para

um certo n natural, vale a desigualdade com n radicais. Adicionando 2 em ambos 0s lados
dessa desigualdade e extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, temos que:

JZ + \/2 +2+ - +V2 <2 +2 =2, comn + 1 radicais, 0 que prova a veracidade da
proposicao.

Exemplo 7 Uma desigualdade interessante da Matematica € a chamada Desigualdade
de Bernoulli. Esta desigualdade afirma o seguinte: Sejamn € N e x > 1. Entdo (1 + x)" >
1 + nx. Use o principio de inducdo matematica para demonstrar a veracidade dessa desigual-
dade.
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Solucéo:

A desigualdade é claramente verdade paran = 1, pois (1 + x)* > 1 + x. Suponhamos
que para um certo n natural, vale a desigualdade (1 + x)™ > 1 + nx. Iremos provar que
A+x)™>1+ M+ Dx.

Temos que:

AI+x0)"" =1 +x)"A+x)>A+nmx)1+x)=1+nx+x+nx?2=1+n+ Dx+
nx? =1+ (n + 1)x, 0 que prova a veracidade da proposicéo.

3.3 Problemas de divisibilidade

O principio da inducéo finita também é muito utilizado em problemas que envolvem a
divisibilidade, como mostramos nos exemplos a seguir:

Exemplo 8 Mostre que para qualquer n € N, n3 + 2n é sempre divisivel por 3.
Solucéo:

Paran = 1, temos que a proposicao € valida, pois: 13 + 2.1 = 3, que claramente € di-
visivel por 3. Suponhamos agora, que paraum certo k > 1,k € N, k3 + 2k é divisivel por 3.
Mostraremos que (k + 1)3 + 2(k + 1) é divisivel por 3. Assim, temos que:
(k+1)3+2(k+1)=k®+3k?+3k+1+2k+2=k3+2k+3(k?*+k+1). Como
por hipdtese k3 + 2k é divisivel por 3 e como 3(k? + k + 1) também é claramente divisivel
por 3, segue-se que (k + 1)3 + 2(k + 1) é também divisivel por 3, o que mostra a veracidade
de P(k + 1). Dessa forma, P(n) é verdade para qualquer n € N.

Exemplo 9 Prove que a soma dos cubos de trés numeros naturais consecutivos é divisi-
vel por 9.

Solucéo:

Seja P(n) a propriedade: P(n):n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 é divisivel por 9. Admitindo
que P(n) seja valida para um certo n natural, mostraremos que P(n + 1) é verdade, ou seja,
que P(n+ 1): (n+ 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 é divisivel por 9.

Temos entdo que:
mM+13+m+22+@m+3)3=n+1)3+n+223+®03+9n2+27n+27) =n3+
m+1D3+(m+2)2+9n?+3n+3), que é claramente divisivel por 9, pois n3 +
(n+ 1)3 + (n + 2)3 é divisivel por 9 por hipétese e 9(n? + 3n + 3) também é divisivel por
9. Assim, P(n + 1) é verdade para todo n, 0 que prova a veracidade de P(n).

3.4 Problemas de geometria

Outra aplicacéo interessante do principio de indugdo matematica é no tocante a muitos
problemas de Geometria, pois existem muitas férmulas geométricas que envolvem numeros
naturais. Abaixo apresentaremos alguns exemplos dessa aplicacao:
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Exemplo 10 Mostre que a soma dos angulos internos de um poligono convexo de n-
lados é S,, = (n — 2)m radianos.

Solucéo:

Para n = 3 temos que S; = (3 — 2)m = m, que é verdade, pois a soma dos angulos in-
ternos de um triangulo é mr radianos. Vamos agora assumir que P(n) seja verdade e mostrare-
mos que para um poligono de n + 1 lados, S, = (n — 1). Vamos denotar os vértices do
poligono de n + 1 lados por A4, A,, ..., An, Apsq. Podemos decompor este poligono como a
unido do poligono de n lados A4, 4,, ..., A, € do tridngulo A,, A,,, A,+1. Dessa forma, a soma
dos angulos internos do poligono n + 1 é: a soma dos angulos internos do poligono de vértices
Ay, A, ..., A, mais a soma dos angulos internos do triangulo A, A, A,41, ISt é:

Sp+1 = (n—2)m + 7 = (n— 1)m, como queriamos provar.

Exemplo 11 Mostre que o numero de diagonais de um poligono convexo de n-lados é

(n-3)

d, = ==
2

Solucéo:

Paran = 3 temos que d; = 3(32_3) = 0, que é verdade, pois um triangulo ndo tem dia-

gonais. Vamos agora assumir que P(n) seja verdade e mostraremos que para um poligono de

n+ 1lados, d, 1 = W . Vamos denotar os vértices do poligono de n + 1 lados por

Ay, Ay, ..., Ay, Ay g Podemos decompor este poligono como a unido do poligono de n lados
Ay, A,, ..., A, edotriangulo A4, A, A,,,,. Dessa forma, o nimero de diagonais do poligono de
n + 1 é: o nimero de diagonais do poligono de vértices A4, 4,, ..., A, mais n — 2 diagonais que
partem A,,,, mais a diagonal A, 4,, isto é:

- 2 _n-— -
dn-’_lzn(n2 3)+(n_2)+1:n n 2:(n+1)(n 2)

, COMO queriamos provar.

4 O principio da inducdo matematica e recorréncias lineares

Estudaremos agora o principio da indu¢do matematica aplicado a recorréncias lineares.
Inicialmente, iremos definir o que é recorréncia linear e propriedades, elucidando alguns exem-
plos do uso do principio de inducdo matematica na prova da veracidade das mesmas. Também
estudaremos uma recorréncia famosa, conhecida como sequéncia de Fibonacci.

Defini¢do 1 Uma recorréncia linear de grau k € uma expressédo da forma:
xn+1 == rk_lxn + rk_zxn_l + :" + roxn_k+1, xl == al, xz = az, ey xk = ak, Onde
7o, T1, -+, Tk—1 SA0 NUMEros reais com ry # 0.

A . 2 ~ .
Exemplo 12 As recorréncias 3x,, + 4x,,_; = 0 e —5x, + S Xn41 = 3Xxp42 580 linea-

" . 1 ~ ~
res, ao passo que as recorréncias (x,)3 — 2x,_; = 2,, e —4x, + FXne1 = 2Xn4+2 + 5 N0 S0
lineares.

Exemplo 13 Seja a relacéo de recorrénciaay, = 8,a;, = 10 e a,, = 4a,,_; — 3a,_, .
Provequea, =7+3"Vvne N.
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Solucéo:

Temos que P(0) é verdade, pois: P(0) = 7 + 3° = 7 + 1 = 8. Suponhamos
agora que P(n) seja verdade para algum n > 2. Mostraremos que P(n + 1) também é ver-
dade. Com efeito:

Ay = 40, —3ap_1 = 4(7+3") —=3(74+3" ) =7+43"-33"1 =7 +3"1(43 -
3) =7+9.3"1=7+323"1=7+43"1 Assim, P(n + 1) é verdade, 0 que prova a ve-
racidade de P(n).

4.1 A sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci, em homenagem ao matematico italiano Leonardo de Pisa
(1170 - 1250), é um exemplo muito interessante de recorréncia linear. Esta sequéncia foi estu-
dada por muitos matematicos, que descobriram inimeras propriedades interessantes da mesma.
Esta fantastica sequéncia esta interligada com um enigmatico nimero, conhecido como nimero
de ouro. Em virtude disso, ela aparece em inumeras situacdes da natureza: nas plantas, na
galéxia, em animais, no corpo humano, em obras de artistas famosos, etc. Nesta secdo iremos
definir essa sequéncia e descrever algumas de suas principais propriedades, provando-as com
0 uso do principio da inducdo matematica.

4.1.1 Definicdo da sequéncia

Defini¢do: A sequéncia de inteiros positivos (F,): (1,1,2,3,5,8,13,21, ...), onde F; =
F,=1eF,=F,_;+F,_,,paratodon > 2, n € N, recebe o nome de sequéncia de Fibo-
nacci. Os seus termos chamam-se nimeros de Fibonacci.

4.1.2 Propriedades elementares

A sequéncia de Fibonacci é repleta de propriedades muito interessantes. Abaixo segue
algumas de suas propriedades elementares e as demonstracdes das mesmas.

Propriedade 1: A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci é igual a F,,, — 1.
Prova:

De fato, temos que:
Fi=F—F,=F—1
F, =F, — F;
F;=Fs— F,

Fooa=For — F
Fo = Foyz2 — Fria

Somando membro a membro as igualdades e simplificando, temos que: Y F; =
Foypz — 1.

Propriedade 2: A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices impares é
igual a F,,, .
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Prova: E analoga a propriedade 1.

Propriedade 3: A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices pares é
igual a Fpyq — 1.

Prova: E analoga a propriedade 1.
Propriedade 4: Quaisquer dois nimeros de Fibonacci consecutivos séo primos entre si.
Prova:

Vamos provar usando o principio de indu¢cdo matematica sobre n. Seja P(n) a seguinte
proposicao: mdc(F,, F,,41) = 1,n = 1. Paran = 1 a afirmacéo é trivialmente verificada, pois
mdc(1,2) = 1. Suponhamos que mdc(F,F,+1) =1 , mn>=1, mostraremos que
mdc(Fpyq, Fpy2) = 1.

Usando o lema de Euclides: mdc (a,b) = mdc (a,b — na) e a hip6tese de inducéo,
temos que:

mdc(Fnyq, Fryz) = mde(Fpyq, By + Frpq) = mde(Fppq, By + Fryq — Fryq) =
mdc(Fy,,4, E,) = mdc(F,, F,,+,;) = 1, cOmo queriamos provar.

Propriedade 5: Fpyp = Fn_1Fy + Frg1 B, Yn,m > 1.

Faremos a prova usando indugcdo matematica sobre n. Para n = 1, temos que: F,, ., =
Fp_1+ E, = F,_1F, + F,E,. Logo o caso base é verdade. Supondo agora que para algum
n=>1, Fpon = Fpo1Ey + Fyq By, mostraremos que Frine1 = Fc1Fas1 + Fpa2EBn.

Temos que:

Fin+1 = Fman + Fin-1 = Fne1 By + Fppa By + Frpone1 = Fpoa By + i By +
Fm—1Fn—1 + BiFpy = Fnoy (B + Fct) + Bn(Frgqy + B = Fo1Fyq + FyoFy, como
queriamos provar.

4.1.3 Formula de Binet

Como vimos, a sequéncia de Fibonacci € recorrente, ou seja, para se encontrar um certo
termo, € preciso que se saiba quem sdo os dois termos anteriores a este. No entanto, existe uma
formula fechada para se calcular os nimeros de Fibonacci. Esta formula é conhecida como
férmula de Binet, que segundo Gundlach (1992, p. 63), foi descoberta por este matematico no
ano de 1843 e tornou explicita a conexao entre os niumeros de Fibonacci e 0 nimero de ouro.

n n
Teorema 2 Para todo n > 1, tem-se que F,, = \%{(Hf) - (1_2\/3) } ,onde (F,) éa

sequéncia de Fibonacci.

, 14+V5 . . , . . L
Onimero ¢ =—— € conhecido como de ouro. Ele € um nimero irracional enigma-

tico, que aparece em inUmeras situacdes da natureza. Para maiores detalhes o leitor pode pro-
curar Zahn (2010).

Prova:
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Vamos provar usando indugdo matematica sobre n. Paran = 1, temos que F; =
1 ((1+V5)" 1-v5\ ' _ 1 (1+V5-1+V5) _ 1 (2V5) _ .
ﬁ{( . ) — (—) } = ﬁ{—} = ﬁ{_} = 1. Logo, 0 caso base é verdade.

2 2 2
Supondo agora que F, ﬁ{(H\F)

2 (1 _2\/§

n
) } para algum n > 1, iremos provar a

n+1 n+1
veracidade para o sucessor, isto &, que F,,; = %{(“f) _ (_1‘2‘/5) }

Temos que:

S
) (5 5} |

1 {< ) <1 _2£> <1 —iﬁ)}

EH) oAl (1_2£> e

B R e

E

éll

Ul '—‘ﬁ|"‘ éll

2

1++/5 5 1-+/5

.Mas:

3+\/§_<3+\/§><1—\/§>_3—3\/§+\/§—5_—2—2\/§_1+\/§
1+v5 \1+v5/\1-+5/ —4 -4 2
e

3—\/§_<3—\/_><1+\/'> 343V56-V5-5 —2+2V5 _1-+5
1-v5 \1-v5/\1++5 —4 -4 2

Dessa forma temos que:

P =_<1+\/§>”[3+\/§l_i<1—\/§>”[3—£

n+1 n n-1 NG ) 1+v5| V5 > 1_+%
1 (1+v5\' [1+V5] 1 (1-+5\"[1-+5
=) s

2
~ 1 1_i_\/§n+1 1_\/§n+1
=) ()
(1+\/— 1-_@)”}

Portanto, pelo principio de indugéo, temos que F, ﬁ{ > >
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5 Conclusao

Como vimos, o principio de indu¢do matemética é uma ferramenta muito importante
para 0 matematico por possibilitar demonstracfes de muitas proposi¢des referentes aos nimeros
naturais. Também vimos que este principio tem inimeras aplicagdes em diversas situagoes,
desde topicos relacionados com a Aritmética até topicos referentes a Geometria. Além disso,
neste trabalho procuramos elucidar um pouco sobre a fantastica sequéncia de Fibonacci, desta-
cando e provando algumas de suas propriedades. Esperamos que este trabalho seja uma impor-
tante fonte de pesquisa para quem queira procurar ter mais conhecimentos sobre este assunto e
gue 0 mesmo possa impulsionar outras pesquisas futuras. Também, esperamos uma motivagédo
por parte dos professores para 0 uso deste contetldo em suas aulas em algumas demonstragoes.
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