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Um estudo passo a passo dos algoritmos de
Grover e Shor

A step-by-step study of Grover and Shor algorithms

Resumo

Os algoritmos de Grover e de Shor sdo duas das principais des-
cobertas da computagdo quantica no inicio das pesquisas nessa
area. O primeiro é um algoritmo de busca com um ganho de
velocidade significativo em relacdo aos algoritmos classicos e
com grande aplicacdo na resolucao de diversos outros proble-
mas. O segundo € capaz de resolver o problema da fatoragcao de
um nimero C em tempo polinomial, o que foi responsavel por
um grande impulso na pesquisa em computacdo e criptografia
quantica. Neste trabalho de Iniciacdo Cientifica apresentamos
os algoritmos quanticos de Grover e Shor, amplamente utiliza-
dos na computagdo quantica, com uma proposta original focada
nos estados quanticos obtidos apds cada passo na evolucao do
circuito. Dessa forma, exercita-se a aplicagdo das portas quan-
ticas e a percep¢ao das propriedades quanticas, bem como o
funcionamento desses dois algoritmos. No circuito de Gro-
ver destacamos a fundamental propriedade de emaranhamento
quantico que permite executar tarefas de processamento de in-
formacao.

Palavras-chave: Algoritmos Quanticos. Algoritmo de Grover.
Algoritmo de Shor. Emaranhamento.

Abstract

The Grover’s and Shor’s algorithms are two of the main disco-
veries in quantum computing. The first is a search algorithm
with a significant speed gain over the classic algorithms and
with great application in solving several other problems. The
second is able to solve the problem of factoring an C number
in polynomial time, which was responsible for a major boost
in research in quantum computing and quantum cryptography.
In this Scientific Initiation work we present the quantum algo-
rithms of Grover and Shor, largely used in quantum computing,
with an original proposal focused on the quantum states ob-
tained after each step in the evolution of the circuit. In this
way, the application of quantum gates and the perception of
quantum properties are exercised, as well as the operation of
these two algorithms. In the Grover circuit we highlight the
fundamental property of quantum entanglement that allows to
perform information processing tasks.

Keywords: Quantum Algorithms. Grover’s Algorithm. Shor’s
Algorithm. Entanglement.
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1 Introducao

Devido as propriedades da Mecanica Quantica, espera-se que um computador quantico possa ser
mais eficiente que um computador convencional, ou seja, que o nimero de passos computacionais
bdsicos para se resolver um determinado problema seja menor em um computador quantico. Além
disso, a necessidade de simulagdes de sistemas quanticos, protocolos de criptografia mais seguros e a
limitagdo fisica para a miniaturizacdo dos transistores usados nos computadores classicos justificam
a busca pelo computador quantico.

Duas propriedades se destacam em Mecénica Quantica por serem responsdveis pelo ganho de ve-
locidade na computagdo quantica diante da computagao cldssica, a Superposicdao e o Emaranhamento
de estados. Diferentemente da fisica cldssica, as particulas quanticas apresentam comportamentos
de particulas e ondas. Assim, na Mecanica Quantica as particulas podem ser vistas como estados
e amplitudes. Uma particula estd em uma superposicao de estados quando se consideram todas as
amplitudes, como se a particula estivesse em todas as posi¢oes possiveis simultaneamente. Por outro
lado, o emaranhamento € uma propriedade de forte correlacio entre dois ou mais sistemas quanticos,
independente da distancia entre os sistemas. Em termos de estados quanticos, as propriedades ficam
definidas no estado emaranhado de forma global e ndo nas particulas individualmente, ou seja,
uma interagdo nesse estado afeta simultaneamente tudo que estd emaranhado. O emaranhamento €
um recurso fisico fundamental na computacao e informagdao quantica. Para maior aprofundamento
nesse assunto, sugerimos as referéncias (BARNETT, 2009; KAYE; LAFLAMME; MOSCA, 2007;
NIELSEN; CHUANG, 2005; VEDRAL, 2006).

Em contrapartida as vantagens proporcionadas pelas propriedades quanticas, um dos grandes
desafios a ser superado para a realiza¢do de uma computacdo quantica € o decaimento dos estados em
superposi¢do, conhecido como decoeréncia. Um sistema em superposicdo de estados colapsa para
uma Unica possibilidade, assim como um sistema cldssico, se houver qualquer interagao (observacgao
ou medida) com o meio em volta. No sentido de transpor esse obstdculo, muitas pesquisas sao
desenvolvidas em cédigos quanticos corretores de erros e computacao tolerante a falhas?, além das
pesquisas em modelos diversos de computador quantico. Sugerimos as referéncias (NIELSEN;
CHUANG, 2005; PALER; DEVITT, 2015; PORTUGAL; GONCALVES, 2012; PRESKILL, 1997;
VEDRAL, 2006) para os leitores dvidos por mais informagdes nesse contexto.

Neste trabalho, apresentamos dois importantes algoritmos quanticos que muito contribuiram para
o impulso nas pesquisas sobre computacao quantica, a saber, o Algoritmo de Grover e o Algoritmo
de Shor.

Lov Grover demonstrou, em 1996, que o problema de se realizar uma busca em um banco de
dados desordenado poderia ser resolvido mais rapidamente em um computador quantico do que em
um computador cldssico (GROVER, 1996). O algoritmo de Grover foi o primeiro de uma série
de algoritmos quanticos de busca (PORTUGAL, 2010). Enquanto um computador cldssico precisa
de cerca de N operagOes para encontrar um determinado elemento em uma lista com N elementos,
em um computador quintico o algoritmo de Grover consegue resolver o mesmo problema com VN
operacdes. Esse ganho quadrético de velocidade € obtido devido a propriedade conhecida como
paralelismo qudntico, que permite que uma fungdo f(x) seja avaliada simultaneamente em varios
valores de x (PORTUGAL et al, 2012; VEDRAL, 2006).

Em 1994, Peter Shor descreveu um algoritmo baseado em propriedades da Mecanica Quantica
que resolvia o problema de fatoragdo de um numero C em tempo polinomial (SHOR, 1994). O
trabalho estimulou enormemente a pesquisa em computacdo e criptografia quantica (NIELSEN;

ISistema de computacdo que funciona satisfatoriamente na presenca de falhas, sejam elas em hardware, software,
operador ou ruido.
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CHUANG, 2005), uma vez que uma das técnicas criptogrificas mais utilizadas hoje em dia é a
RSA, um método de chave ptblica no qual o cdlculo da chave privada € equivalente ao problema
de fatorar um nuimero inteiro muito grande. O sucesso do método até o momento se deve ao fato
de que tal problema ndo pode ser resolvido em tempo polinomial por um computador cldssico. No
algoritmo de Shor, o problema de fatorar um niimero composto C € reduzido ao calculo da ordem de
um nimero menor do que C, escolhido aleatoriamente (PORTUGAL et al, 2012; VEDRAL, 2006).
O algoritmo baseia-se especialmente nas caracteristicas do paralelismo quantico e na Transformada
de Fourier Quantica Discreta (COPPERSMITH, 1994) para a realiza¢ao do célculo.

Neste artigo serdo estudados os dois algoritmos, Grover e Shor, com o uso de exemplos praticos.
No primeiro caso, do algoritmo de Grover, serd considerada uma lista com N = 4 elementos, e
no algoritmo de Shor usaremos como exemplo a fatoragdo do nimero C = 15. Em cada exemplo
serd exibida uma representacao do circuito quantico utilizado para a implementag¢do do algoritmo
em questdo. Nesses circuitos serdo definidos os estados quanticos intermedidrios para facilitar o
entendimento da aplica¢ao das portas quanticas utilizadas. Para o algoritmo de Grover sera verificado
ainda o emaranhamento nos estados intermedidrios e exposta uma interpretacdo geométrica para o
seu funcionamento. Antes, porém, serdao apresentados os conceitos bédsicos de Mecanica Quantica
necessdarios para a compreensao do texto a seguir.

Partes deste trabalho foram apresentadas nos eventos IX Bienal da Matematica e XXXIX Con-
gresso Nacional de Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC 2019).

2 Preliminares

Na Computagdao Quantica a unidade fundamental da informacdo € o bit qudntico ou qubit.
Diferentemente do bit da computacgao cldssica, que sé possui dois estados distintos, 0 e 1, o qubit
pode assumir os estados intermedidrios entre O e 1, ou seja, as combinagdes lineares dos dois estados.
E conveniente na MecAnica Quantica utilizar a notagdo de Dirac para vetores, nesse caso os estados
(NIELSEN; CHUANG, 2005; VEDRAL, 2006). A notagdo "|-)", conhecida como ket, ird indicar o
vetor correspondente ao estado, por exemplo o estado |0) e o estado |1).

Os qubits s@o objetos fisicos, como, por exemplo, elétrons onde um spin-up representa o estado
|1) e um spin-down representa o estado |0). Porém, estamos interessados em vé-los como objetos
matematicos, dessa forma suas propriedades nao dependerdo de sistemas especificos.

Um estado de um qubit pode ser visto como um vetor unitdrio (vetor de estado) em um espago
vetorial complexo completo bidimensional com produto interno C2, ou espaco de Hilbert 4?2, que
€ o espaco de estados do sistema fisico. O sistema fica completamente descrito pelo seu vetor de
estado. Esse € o primeiro postulado da mecanica quantica.

O segundo postulado afirma que a evolu¢do de um sistema quéntico fechado € descrita por uma
transformacao unitdria. Enquanto as medidas quénticas sdo descritas por operadores de medidas
atuando sobre o espaco de estados do sistema, pelo terceiro postulado. Por fim, o quarto postulado
estabelece que o espaco de estados de um sistema composto € obtido pelo produto tensorial dos
espacos de estados dos sistemas individuais.

Assim, um estado arbitrdrio de um qubit pode ser representado por

) =al0)+B11), ey

em que a, 8 € C sdo, respectivamente, as amplitudes associadas aos estados |0) e |1). E necessario
que a e B satisfacdo a condicao
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>+ 181> = 1.

Outra representacdo equivalente a 1 € dada através da matriz coluna

¥) = [g] .

A base ortonormal (uma base cujos vetores sao unitdrios e ortogonais entre si) para o espago
vetorial C?> composta pelos estados |0) e |1) é chamada de base computacional. Outra base
ortonormal importante para o espaco vetorial C2 é formada pelos estados |+) = (|0) + [1))/V2 e
|-) = (]0Y = |1))/V2 , conhecida como base conjugada.

Para relembrar os conceitos de dlgebra linear como vetores linearmente independentes, vetores
unitdrios, vetores ortogonais, base, dimensao, protudo interno, vetor dual, transformacdes unitd-
rias e operadores, sugerimos, além dos livros basicos de Algebra Linear, as referéncias (KAYE;
LAFLAMME; MOSCA, 2007; NIELSEN; CHUANG, 2005; VEDRAL, 2006), que definem os
conceitos usando a notagdo de Dirac, prépria para Mecanica Quantica.

Para a representacdo de estados com mais de um qubit € necessdrio a introdu¢do do produto
tensorial. Sejam |v) e |w) vetores pertencentes aos espagos vetoriais V e W, respectivamente, cujas
representacdes matriciais sao dadas por

Vi w1
vy =1|: e |w)=
Vn W

O resultado do produto tensorial entre |v) e |w), denotado |v) ® |w), € o estado | x), que possui
n - m linhas, e é definido por

-V1W1 -
Viw2

ViWm
y=1 : |
VaWi
VW2

_VnWm_

sendo v;w; o produto usual entre nimeros complexos (PORTUGAL et al, 2012).

Outras notagdes para o produto tensorial |[v) ® [w) s@o |v) |w) e [vw).

O produto tensorial também se aplica a matrizes (ou operadores). Seja A uma matrizm X n e B
uma matriz p X ¢, o produto tensorial de A por B é a matriz A ® B com dimensdes mp X nq:

AyB ApB -+ AyB
A®B=| | . ) .
AmB ApB --- A,,B
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em que A;; € o elemento de A da linha i e coluna j e A;;B € produto do elemento A;; de A pela
matriz B.

Como mencionado anteriormente, o quarto postulado estabelece como espacgos de estados de
sistemas individuais devem ser combinados através do produto tensorial para formar espacos de
sistemas compostos. Entdio, o espaco de estados de 2 qubits deve ser H*, cuja base computacional
€ {|00),|01),|10),|11)}. Assim, o vetor de estado arbitrario que descreve dois qubits €

) = @00 [00) + @o1 [01) + @10 [10) + @11 [11),

com |ago|* + @01 [* + aiol* + lan|* = 1.
Para sistemas compostos por n qubits, o espaco de estados € o espaco de Hilbert n-dimensional

H", cuja base computacional é {|00...0),]|00...1),...[11...1)}. A sequéncia que aparece nos
kets, |-), € equivalente a representacdo bindria dos nimeros 0, 1,...,2" — 1, 0 que permite escrever
de modo mais simples: |0),[1),...,]|2" — 1). Um estado geral |¢) € H" é dado por
211
wy =D ali),
i=0

sujeito a condig¢ao

2"-1
Dl =1.
i=0

Em circuitos computacionais as portas légicas transformam a informacao, ou seja, atuam nos
estados causando mudancgas neles (NIELSEN; CHUANG, 2005). Na Computacdo Quantica, as
portas qudnticas possuem alguma analogia com as portas 16gicas da Computacio Cléassica. Uma
porta quantica U transforma um estado quantico |¢) em um estado U |¢). Como vimos no segundo
postulado, a evolucdo do sistema quantico € descrita por transformacdes unitdrias, entdo toda porta
quantica € equivalente a uma transformacao unitdria (ou matriz unitdria, uma vez que existe uma
associacdo entre matrizes e transformacdes lineares) U, ou seja, UU T=1 em que U T representa a
matriz adjunta de U (obtida por meio da transposi¢do do complexo conjugado de U).

Dessa forma, portas quanticas que atuam sobre um qubit sdo representadas matematicamente por
matrizes unitdrias 2 X 2. Entre as portas quanticas sobre um qubit, possuem grande aplicabilidade
as Matrizes de Pauli,

| o 10 1
r=lo ] x= [,
10 =i |t 0
y = [i 0], z=[0 _1]-
Uma das razdes para a grande importancia das matrizes de Pauli € que elas formam uma base para
o espaco vetorial das operagdes sobre um qubit. Ou seja, todo operador unitario (ou transformacgado
unitdria) sobre um qubit pode ser expresso como uma combinacdo linear das matrizes de Pauli
(KAYE; LAFLAMME; MOSCA, 2007).

A aplicagdo de /I sobre o estado de um qubit ndo o altera, ou seja: I [) = |). Exibiremos o
resultado das aplicagdes das portas X, Y e Z sobre um estado genérico |¢) = a |0) + B |1):
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X|y)=p10)+a|1)
Y|y)y =-pil0) +ai|l)
Zy)=al0) - A1)
Vejamos alguns exemplos das acdes das portas 16gicas sobre 2 e 3 qubits. Considere um estado

arbitrdrio de dois qubits 1)) = aog [00) + a1 [01) + a1 |10) + a1 |11), com |ago|® + o1 |? + |a10|* +
la11|? = 1. Consideremos entdio o operador X ® X, cuja representacdo matricial é

0
0
X®X= 0
1

[ e

00
0 1
1 0
00
X®X

A acdo de X ® X sobre o estado |¢), ou seja, (X ®

) ¥, €

(X ®X) |¢) = a11|00) + a0 |01) + aor [10) + aoo |11) .

Observe que o resultado € equivalente a aplicacao de um porta X sobre cada qubit.
Da mesma forma, a aplica¢do do operador (X ® Z), cuja representacdo matricial é

00 1 0
00 0 -1
X®Z=11 o 0 ol
0 -1 0 0

sobre o estado arbitrario |y) é equivalente a acdo de uma porta I6gica X sobre o primeiro qubit e
uma porta légica Z sobre o segundo:

(X®2Z)|y) =a10|00) —a;; [01) + ago [10) — apr [11) .

Tomemos agora o exemplo de um operador X ® I ® Z sobre trés qubits,

0 00 0 1 0 0 0]
0000 0-10 0
000000 1 0
000000 0 I
X®I®Z=11 4 0 0 0 0 0 0
0-10000 0 0
001 000 0 0
00 0-100 0 0

A acdo de X ® I ® Z sobre o estado genérico de trés qubits |¢) = aggo |000) + apo; [001) +
@010 |010> + ap11 |011> + Q100 |100> + aq01 |101> +ai10 |110> + a1 |111> é:

(X®1®Z) ) = aio |000) — aior [001) + @110 |010) — a1 [011)
+aoo0 [100) — o1 [101) + ap10 [110) — oy [111) .

Como feito nesses exemplos, pode-se construir operadores sobre vdrios qubits através da combi-
nacdo de operadores menores, fazendo uso do produto tensorial.
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A porta de Hadamard H, dada por (2), € outra porta quantica sobre um qubit com grande
aplicabilidade, cuja acdo promove a mudanga da base computacional {|0) , | 1) } para a base conjugada

{I+). 1=}

I (1 1
H= [1 _1] . @)

As portas Ry, com grande importancia na implementacdo do circuito quantico do algoritmo de
Shor, sdos representadas por

1 0
e (3)
A aplicagdo de Ry sobre um estado |¢) = @ |0) + 8|1) resulta em

Rily) = a|0) + /> g1y

Também merece destaque o grupo de portas que representa operacoes controladas. Nesse tipo
de porta existem dois grupos de qubits entrada: os qubits de controle e os qubits-alvo. Quando os
qubits de controle sdo todos iguais a |1), um operador U qualquer € aplicado sobre os qubits-alvo.
Veremos a seguir duas dessas portas que serdo utilizadas nos circuitos do algoritmos de Grover e
Shor.

A porta CNOT, ou NAO-CONTROLADA, representada matricialmente por

1000
0100
CNOT =15 0 0 1|
0010

possui um qubit de controle e um alvo. Quando o qubit de controle é |1), o qubit-alvo tem seu
estado trocado de |0) para |1) e vice-versa. Por exemplo, para o estado arbitrario de dois qubits,
[¥) = apo |00) + apq |01) + @10 |10) + a1 |11), a aplicagdo da CNOT resulta em:

CNOTll//> = Qo0 |OO> + Qo1 |01> + a1 |10> + a9 |11>

A porta Toffoli é uma porta controlada que possui dois qubits de controle e um qubit-alvo, que
tem seu estado alterado apenas quando os dois primeiros sdo iguais a |1). A forma matricial para a
porta Toffoli é

Tof foli =

===
coococo—o
coocoo~oO
coo—~ocoo
coo—~ocooco
co~ocoocooco
— o000 0oc oo
—_— 0000 0O

0 00O 0

Considere um estado arbitrario de tr€s qubits |) = agpoo |000) + ago; |001) + @pi0 |010) +
ao11 |011) + @100 [100) + @101 |101) + @110 |110) + @111 |111). O uso da porta Toffoli sobre ele resulta
em
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Tof folily) = apoo |000) + oo1 |001) + @10 [010) + ep1y |011)
+@100 |100> + a101 |101> + 111 |110> + Q110 |111> .

Além da forma matricial, os operadores lineares também podem ser representados utilizando a
chamada representagdo de produto externo.

Seja |[v) €e Ve |w) € W,onde V e W sdo espagos vetoriais. O produto externo |v) (w| representa
o produto matricial de [v) por (w|, no qual (w| é o vetor dual de |w), ou seja, (w| = (J]w))T, (em que
T representa o complexo conjugado transposto). O produto externo |v) (w| representa um operador
linear de V para W, cuja acdo é:

[v) (wl (1x)) = ) (whx) = (wix) [v) . “4)

Na equacdo (4), (w|x) denota o produto interno entre os vetores |w) e |x), equivalente ao produto
matricial entre (w| e |x).

3 Circuito do algoritmo de Grover

Suponha que se queira encontrar um determinado item em uma lista de N itens desordenados.
Em média sao necessarios 5 consultas a lista e, na pior das hipoteses, N consultas. Usando o

Algoritmo de Grover o ndmero de passos cai para VN.
Podemos reformular o problema da seguinte maneira: suponha que se deseje encontrar um

determinado item iy em uma lista que contém N = 2" itens, {0,1,2,...,N —1},emquen € N, e
que para o reconhecimento de iy pode-se utilizar uma fun¢do f : {0,1,2,...,N — 1} — {0, 1}, tal
que
) 1, sei =i,
1) =
1) 0, sei # ig.

A fungao f recebe o nome de ordculo, e o custo computacional dessa busca estd relacionado ao
nimero de vezes em que essa fungdo € empregada.

O algoritmo de Grover possui dois registradores quanticos, o primeiro com n qubits, que estd
associado aos itens da lista em que € feita a busca e que inicia o algoritmo no estado [00...0). O
segundo registrador € composto por apenas um qubit, inicializado no estado |1), sendo necessario
para a identificacdo do elemento iy.

O algoritmo se inicia com a aplicagao da porta de Hadamard, H, sobre todos os qubits dos
dois registradores, como pode ser visto na Figura 1. Com essa aplicacdo, o primeiro registrador é
colocado em um estado de superposicao com 2" estados, relacionados aos 2" elementos da lista, ou
seja,

=
W)=—=) 1i). &)
T &
O resultado da aplicacdo da porta H sobre o segundo registrador também leva a um estado de

superposi¢ao, |—) = @UO) —[1)).

A fungdo f serd utilizada no algoritmo através de um operador linear unitério Uy, tal que
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Up(le) 17)) = 1) 17 & £(©)

em que |i) e |j) s@o, respectivamente, o primeiro e o segundo registradores ¢ & € a soma modulo 2.

A adi¢ao moédulo 2, presente no operador U ¢, funciona alterando o estado do segundo registrador
quando o primeiro corresponde ao item procurado, io, ou seja, Ur(|ip) [0)) = |ig) [1) e Us(lio) 1)) =
lip) |0). Nos casos em que o elemento do primeiro registrador nao € iy, o estado do segundo
registrador ndo se altera, isto &, U (i) |j)) = |i) |j), parai # ipe j € {0, 1}.

Estando os dois operadores preparados, ou seja, no estado [¢) |-), aplica-se o operador Uy.
Com o uso da distributividade do produto tensorial em relagdo a adi¢do de vetores, da linearidade
do operador Uy e das defini¢des de |—) e da func@o f(i), chega-se a

=)

N-1
Ur(l) |-)) = (\/L]T[ Z(_l)f(i) i)
i=0

Para mais detalhes sobre o desenvolvimento da expressdo acima pode-se consultar (KAYE;
LAFLAMME; MOSCA, 2007; NIELSEN; CHUANG, 2005; PORTUGAL et al, 2012; VEDRAL,
2006).

Durante a aplicagdo do operador Uy acontece o fendmeno do paralelismo qudntico, o qual
permite que com apenas uma aplicag¢do de Uy todos os elementos da lista sejam avaliados, sendo

. . 1
alterada apenas a amplitude associada ao elemento iy, que passa a ser ———. Portanto, o estado do

primeiro registrador continua sendo uma superposicao de todos os elementos da lista, e o estado do
segundo registrador continua sendo |—).

Na sequéncia, o algoritmo aumenta a amplitude do elemento iy. Para isso € aplicado o operador
2 |y) (| — I sobre o primeiro registrador, em que |) € o estado apresentado na equagdo (5). O
estado do primeiro registrador apés a aplicagdo do operador 2 |) (/| — I passa a ser

e = "5 1)+ i)

No estado | ), aamplitude do elemento procurado, iy, passa a ser

N - 4)+ 2 3N-4
N | VN NVN
Novamente sugerimos as referéncias (KAYE; LAFLAMME; MOSCA, 2007; NIELSEN; CHUANG,
2005; PORTUGAL et al, 2012; VEDRAL, 2006) para mais detalhes sobre o desenvolvimento.
A composicdo dos dois operadores, Uy € 2 |y) (¢| — I recebe o nome de operador de Grover G,

G =(2) ¥ enHUy.

Dependendo do tamanho da lista, mesmo no estado |/ ) a amplitude do elemento iy ainda pode
ser pequena. Com base no valor de N, ou seja, do numero de elementos da lista, é possivel calcular
o nimero de aplicacOes consecutivas de G, denotado aqui pelo valor «, necessdrias para que ao fim
do algoritmo a amplitude do estado |iy) seja a maior possivel.

1
arccos| —
()
)
arccos
N

(6)
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Como o nimero de aplicacdes do operador G deve ser um nimero inteiro, arredonda-se o valor
de « para o inteiro mais préximo.

Facamos agora um exemplo prético da aplicacdo do algoritmo de Grover em uma listacom N = 4
elementos, em que o elemento procurado € iy = 10.

Como foi explicado no inicio desta se¢cdo, o circuito possui dois registradores. O primeiro
registrador deve ter n qubits, neste caso n = 2, uma vez que N = 22 e é inicializado no estado |00).
O segundo registrador, com um qubit, € inicializado no estado |1).

Para esse caso, a equagdo (6) mostra que € necessaria uma unica aplica¢do do operador G, que
consegue aumentar a probabilidade de uma medida do sistema e retornar o elemento iy de 25%
para 100%. No circuito quantico da Figura 1 estdo explicitadas as portas quanticas que compdem o
operador 2 |¢) (¥| — 1.

Ao longo do circuito da Figura 1 foram calculados todos os estados intermedidrios, anteriores
a medida realizada ao final, ou seja, [¥1), [¥2),...,|¥11). Esses estados identificam as aplica¢des
das portas quanticas sobre os qubits do sistema.

A Figura 1 mostra o circuito do algoritmo de Grover para N = 4. Os qubits de entrada estdao no
extremo esquerdo da figura. Apds a aplicacdo de cada porta quantica, as setas verticais apontadas
para cima indicam o estado associado aquela etapa. Os quadrados com as letras H e X significam as
portas de Hadamard e X, respectivamente. Observe que a porta Hadamard, ou a porta X, estd sendo
aplicada no qubit correspondente a linha na qual estd desenhada a porta. As caixas pontilhadas
destacam os operadores Us e (2 ) (¢/| — I) ® I. Ap6s o estado [f11) temos o simbolo da medida.

L T L L L L L

S N T Y Y Y S VY Y Y |
o>—{H}- —{HHHX X {7
10 HX XHX H & H XH{ZI:O
P VIR (S E e 7 oy i I

T T T g e

Figura 1 — Circuito de Grover para N = 4
Fonte: Elaborado pelos autores.

As representagdes das portas CNOT e Toffoli no circuito sdo destacadas na Figura 2. Perceba
que os pontos pretos correspondem aos qubits de controle, enquanto o circulo corresponde ao qubit
alvo.
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(a) CNOT (b) Toffoli

Figura 2 — Circuito das portas 16gicas CNOT e Toffoli
Fonte: Elaborado pelos autores.

A seguir serdo calculados os estados |y 1), [¥2), ..., |[¥11).

Y1) = (H® H ® H) |001)

= L[|ooo> —001) +|010) — [011) +[100) — [101) + [110) — [111)].
2V2

2y =T ®X®I) 1)

= L[|01o> —|011) +|000) — [001) +[110) — [111) + [100) — [101)].
2V2

O estado |¢3) é resultado da aplicag@o da porta Toffoli sobre |y ):

3) = L[|01o> —|011) +|000) — [001) + |[111) — [110) + [100) — [101)].
2V2

Ya) =T @ X®I)|¢3)

= L[|000> —001) +|010) = [011) +[101) — [100) + [110) — [111)].
2V2

sy =(H®H®I) |ys)

= L[|000> —001) = [010) + [011) + [100) — [101) + [110) — [111)].
2V2

o) = (X®X &) [s)

= ——[|110) — [111) — [100) + [101) + [010) — |011) + |000) — [001)].
2V2

1
7)) = (I @ H& 1)) = 71000) —001) — [110) + [111)].
O estado |yg) € resultado da aplicagao da porta CNOT sobre os dois primeiros qubits e a porta I

sobre o terceiro qubit de |i7):

lyg) = %[lOOO) —1001) —{100) + |101)].

[Yo) = (I @ H®I)[sg)

= L[|000> —001) +|010) = [011) — [100) + [101) — [110) + [111)].
22
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l¥10) = (X ® X ® 1) [i)9)

= ——[|110) — [111) + [100) — [101) — |010) + |011) — |000) + |001)].
2V2

lY11) = (H® H®I) |¢10) = —[101).

Na Secdo 3.1 os estados |¥1), |[¥2),...,|¥11) serdo verificados quanto ao emaranhamento,
mostrando em quais pontos essa propriedade quantica estd presente no algoritmo de Grover.

O funcionamento do algoritmo de Grover permite ainda uma interpretacdo sob um ponto de
vista geométrico. Para isso, considere a Figura 3, referente ao mesmo exemplo, ou seja, N = 4 ¢
ip = 10. Na figura sdo registradas as amplitudes referentes ao primeiro registrador: o eixo vertical
representa a amplitude do estado |ip) e o eixo horizontal € a amplitude do vetor unitdrio |u), que
¢ ortogonal a |ip), sendo gerado por todos os elementos da base computacional diferentes de i,
uy = ——= 25, 10)-

m i=0,i#ig

lyo)!

\w)

u)

\/Uily)

Figura 3 - Interpretacdo Geométrica do Operador G para N = 4
Fonte: Elaborado pelos autores.

Como dito, o estado do primeiro registrador apds a aplicacdo da porta H sobre todos os qubits
€ |y), apresentado na equacdo (5). Nessa superposi¢do de estados, todos os elementos da lista
possuem a mesma probabilidade de serem retornados apods a realizagdo de uma medida.

A aplicagdo do operador Uy causa uma reflexdo do vetor [¢) em relagdo ao vetor [u). O resultado
¢ apresentado na Figura 3 como Uy |y). J4 o operador 2 |y) (/| — I reflete o vetor Uy [if) em relagdo
a |y ), aproximando o resultado | ) do eixo vertical, ou seja, aumentando a amplitude do elemento
lio)-

Para ajudar na visualizacio da interpretacdo geométrica, apresentamos mais um caso, N = 8§,
cujo operador G deve ser aplicado duas vezes, de acordo com a equacgdo (6). Veja a Figura 4.
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] Udy)

Figura 4 — Interpretacdo Geométrica do Operador G para N = §
Fonte: Adaptado de Portugal et al (2012).

Percebe-se na Figura 4 que, ao final das aplica¢des do operador G, o estado final, |;2), ainda
€ uma superposicdo de estados, ja que ele ndo esta sobre o eixo associado ao vetor |ip). Assim,
ndo € possivel garantir que uma medida realizada sobre |;2) retornard o elemento iy, porém a
probabilidade que a resposta dessa medida seja o elemento procurado € muito maior do que se a
mesma medida fosse realizada sobre o estado inicial |). Na verdade, para o caso N = 8, ao final

2
11
do algoritmo o elemento procurado € obtido com probabilidade (m) ~ 94,53% (PORTUGAL
et al, 2012).

3.1 Emaranhamento no algoritmo de Grover

Como mencionado anteriormente, o emaranhamento é¢ uma das propriedades fundamentais
da Mecanica Quantica, sendo responsdvel pela aceleragdao da computagdo quantica em relacdo a
computacao classica (VEDRAL, 2006).

Estados emaranhados possuem as suas propriedades armazenadas nas caracteristicas globais do
estado e ndo nas particulas individuais que as compdem. Dessa forma, uma medida realizada sobre
uma dessas particulas € capaz de afetar todas as demais que formam o estado.

Vejamos um importante estado emaranhado de dois qubits, conhecido como Estado de Bell ou
Par EPR (iniciais de Einstein, Podolsky e Rose)?,

00) + [11)
—5

Se medirmos o primeiro qubit teremos O com probabilidade 1/2 e o estado apés a medida ficard
em [Y’) = |00), ou 1 com probabilidade 1/2 e o estado apds a medida ficard em [¢') = [11). O
mesmo ocorre se medirmos o segundo qubit. Ou seja, os resultados sdo correlacionados e isso
independe da medida utilizada (NIELSEN; CHUANG, 2005).

Estados emaranhados se caracterizam pela impossibilidade de escrevé-los como produtos ten-
soriais de estados individuais do sistema. Por exemplo, se tentarmos escrever o estado de Bell (7)

|$00) = (N

2Existem outros estados de Bell (ou pares EPR) |¢o;) = (]01) + [10))/V2;|¢10) = (]00) — [11))/V2;|¢11) =
(|01) — |10))/¥2. Esses estados sdo fundamentais em aplicacdes de criptografia quantica, teleporte e codificagio
super-densa (NIELSEN; CHUANG, 2005; VEDRAL, 2006).
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Quando for possivel representar um estado puro? arbitrédrio ) = @1]/00...0) + @2]00...1) +
-+ ay|11...1), sujeito a condigdo 3" | |a; | = 1, como produto tensorial de estados de um qubit,
diz-se que o estado € separdvel.

Para avaliar os estados intermedidrios |¢), ..., [¢11) do algoritimo de Grover, quanto a serem
emaranhados ou ndo, faremos uso de um critério de separabilidade apresentado em Gazzoni (2008).

Considere um estado arbitrario |) composto por 3 qubits, definido por

chegaremos em uma contradi¢do onde S = 0 ou y = 0, porém

W) =ap |000) + @ [001) + a2 [010) + a3 [011)
+a4 [100) + a5 |101) + ag |[110) + a7 [111)°

em que ag,...,a7 € Ce ZZ:O la;]? = 1. Segundo Gazzoni (2008), o estado ) € separavel se, e
somente se, as equacdes em 8 forem simultaneamente satisfeitas.

a3 = a1z, @iy = azas,

aps = @14, Qo7 = aL0s,

@7 = a3as, Qo7 = a1, ()
47 = a5, Qo7 = @3a4.

ape = @24,

A partir desse resultado verificaremos quais dos estados intermedidrios do algoritmo de Grover
para N = 4 estdo emaranhados.

Para os estados |¥1), [¥2), [¥s), [We), |¥10) € |¥11) temos que todas as igualdades de 8 sao
satisfeitas. LLogo, esses estados ndo estao emaranhados.

Para o estado |3) temos os coeficientes: ag = 1,a; = —1l,a2 = l,a3 = —1l,a4 = l,a5 =
—1,a¢ = —1, a7 = 1. Verifica-se que agag = —1 # 1 = @4, portanto |y3) estd emaranhado.

Para os estados |4) € |g) 0s coeficientes sdo iguais: @g = l,a; = -1, ap = 1l,a3 = -1, a4 =
—1l,as = 1,a¢ = 1,7 = —1. Analisando as igualdades em (8), observa-se que apa7 = -1 # 1 =
aras. Assim, |4) e |¥e) estdo emaranhados.

No estado |¢s5) temos: g = 1,1 = -l,a, = -1, a3 = l,a4 = l,a5 = —1l,a6 = 1,7 = —1.
Portando, agag = 1 # —1 = a4, logo |¥5) € um estado emaranhado.

Por fim, para o estado |y7) temos: ag = 1,1 = -1, = 0,3 = 0,4 = 0,5 = 0,6 =

—1,a7 = 1. Segue disso que apag = —1 # 0 = aray, portanto |¥7) estd emaranhado.
Observa-se que o emaranhamento dos estados acontece apds a passagem pela porta Toffoli e que
o desemaranhamento acontece apds a porta CNOT.

4 Circuito do algoritmo de Shor

A primeira técnica de chave publica € a RSA, inventada em 1977, e ainda € um dos métodos
mais utilizados atualmente (FALEIROS, 2011). Nesta técnica, o cdlculo do valor da chave privada
a partir da chave publica € equivalente ao problema de fatorar um nimero inteiro muito grande. Tal

3Dize-se que um sistema quintico cujo vetor de estado [) é conhecido exatamente estd em um estado puro
(NIELSEN; CHUANG, 2005).
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problema ndo pode ser resolvido em tempo polinomial por um computador cldssico, e isso € o que
motiva a utilizacdo desse sistema criptografico.

Contudo, em 1994 Peter Shor descreveu um algoritmo baseado em propriedades da Mecanica
Quantica que resolve o problema da fatoragao de um nimero C em tempo polinomial (SHOR, 1994),
o que pde em cheque a seguranca do sistema RSA. Esse trabalho apresenta um ganho de velocidade
exponencial na solu¢do do problema e reforca a crenca de que os computadores quanticos sejam de
fato muito mais eficientes do que os cldssicos, aumentando a pesquisa na area.

Como mencionado na Introducdo, no algoritmo de Shor o problema de fatorar um nimero C
composto € reduzido ao cédlculo da ordem de um nimero menor do que C, escolhido aleatoriamente.
Seja x um nimero coprimo com C, tal que 1 < x < C (pois se x e C ndo forem relativamente primos
jé teremos que x € um fator de C). Deve-se calcular a ordem de x, ou seja, o menor inteiro r tal que

x"=1modC. )

Nosso interesse € encontrar um fator de C. De (9), segue que x” — 1 = pC, e, assim, (x” /2 _

1)(x"? + 1) = pC, para p € Z. Se r for impar ou se x"/> — 1 ou x"/? + 1 forem multiplos de C,
deve-se supor outro valor para x. Do contrdrio, podemos continuar e teremos que x’/> — 1 e /% + 1
possuem um divisor comum nao trivial com C e ele podera ser encontrado a partir do algoritmo de
Euclides.

Aparentemente nao hd dificuldade para um computador cldssico efetuar essas etapas, exceto
determinar a ordem de x. Nesse ponto, as caracteristicas quanticas, em especial a Transformada
Quantica de Fourier, fazem a diferenca.

Para mais informacgdo sobre o algoritmo de Shor sugerimos as referéncias (BARNETT, 2009;
JAEGER, 2007; NIELSEN; CHUANG, 2005; PORTUGAL et al, 2012; VEDRAL, 2006).

Para descrever o funcionamento do algoritmo de Shor e o passo a passo de como o circuito
quantico acha a ordem do inteiro x médulo C sera utilizado o exemplo C = 15, que é o menor
nimero composto nado trivial. Apesar de 15 ser um valor muito baixo, para o qual € evidente
sua fatoracdo, € um valor em que podemos fazer os cédlculos manualmente e demonstrar como o
algoritmo trabalha.

Tomando C = 15, iremos escolher x sob as condi¢des apresentadas acima. Sem perda, podemos
supor x = 2 (consequentemente, sabemos que r = 4, mas obteremos essa ordem a partir do circuito).

Agora devemos determinar as entradas no circuito. O numero de qubits do segundo registrador,
n, deve ser igual a [logz C ] (JAEGER, 2007). Ja o ndmero de qubits do primeiro registrador, ¢, deve
ser escolhido de forma que 2" > C? (BARNETT, 2009). Porém, se a ordem do elemento x for uma
poténcia de 2 € suficiente tomar ¢t = n (PORTUGAL et al, 2012). O conjunto dos nimeros que sao
coprimos com 15 e sdo menores que 15é{1,2,4,7,8, 11,13, 14}. Os elementos 4, 11 e 14 possuem
ordem 2 e os elementos 2, 7, 8 e 13 possuem ordem 4. Assim, para o caso C = 15 sempre € possivel
fazer um circuito com ¢ = n, independente do valor de x escolhido. No exemplo n = [logz 15] =4,
tomamos ¢ = n = 4. Entdo, teremos 4 qubits no primeiro registrador inicializando com [0000) e 4
qubits no segundo registrador inicializando com |0000).

O computador quantico € inicializado no estado |¢¢) = |0000) |0000), conforme Figura 5. Em
seguida, sdo aplicadas as portas de Hadamard nos primeiros 4 qubits, deixando o primeiro registrador

em uma superposi¢ao de estados da base computacional com amplitude =
2
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Figura 5 — Circuito do Algoritmo de Shor para N = 15
Fonte: Adaptado de Portugal er al (2012).

Depois é aplicado V,, que é um operador linear unitdrio dado por V,(|j) |k)) = |J) |k +x/ ),
em que |j) e |k) sdo os estados do primeiro e do segundo registrador, respectivamente. V, age
simultaneamente em todos os termos e gera todas as poténcias de x. E feita uma medida no segundo
registrador, gerando um dos nimeros {1,2,4, 8} com igual probabilidade. Com a realizagdo da
medida do segundo registrador, o primeiro serd levado a uma superposi¢ao dos estados |j) para os
quais 2/ mod 15 € igual a poténcia medida. Sem perda, consideremos que o resultado da medida
sobre o segundo registrador gere 2.

O préximo passo é a aplicacdo da Transformada de Fourier Inversa DFT~! = DFT" no primeiro
registrador, conforme Figura 6.

| 132

A

[V 1) 19 100 1 1P [ 1§00 (¥
H A RZ | 4 | R3 | 4 | R4 A A A A A A

HH{ R, R,

Figura 6 — Circuito da DFT™!
Fonte: Elaborado pelos autores.

Neste momento existem vérias etapas que sdo calculadas uma a uma. O resultado apés a DFT é
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[10000) — |0001) +i]0010) —7|0011)] |2), assim, os estados sdo equiprovadveis com probabilidade

A= =

—. E feita, entdo, uma medida no primeiro registrador. Se o resultado da medida nao for coprimo

com 2/, entdo é preciso rodar o algoritmo novamente. Do contrério, resolve-se por fragdes continuas

para encontrar o valor de r.
Nas Figuras 5 e 6 as setas verticais apontadas para cima indicam os estados obtidos apds cada

porta ou operador e os quadrados com H correspondem as portas de Hadamard aplicadas no qubit
em que a porta estd desenhada. A caixa com DFT" indica a Transformada Quantica de Fourier
inversa e seu circuito € apresentado na Figura 6. Na Figura 6 as portas R,, R3 ¢ R4 s@o dadas pela
matriz da Equacdo 3, para k igual a 2, 3 e 4, respectivamente. Ao final do circuito da Figura 5 temos

a representacdo da medida.
Os estados apresentados nas Figuras 5 e 6 sdo calculados a seguir:
l¥o) = 0000) |0000) .

W1)=(HIHQHQHRIRIQIRI) |o)
= 1/4[]0000) [0000) + [0001) |0000) + |0010) [0000) + [0011) [0000) +
|0100) |0000) + |0101) [0000) + [0110) |0000) + |0111) |0000) +
11000) [0000) + |1001) [0000) + |1010) [0000) + [1011) |0000) +
|1100) [0000) + |1101) [0000) + |1110) [0000) + [1111) |0000)].

l2) = Vi Y1)
— 1/4[]0000) [0001) + [0001) [0010) + [0010) [0100) + [0011) |1000) +

|0100) |0001) + |0101) [0010) + [0110) [0100) + |0111) | 1000) +
11000) [0001) +[1001) [0010) + |1010) [0100) + [1011) | 1000) +
|1100) [0001) + [1101) [0010) + [1110) |0100) + |1111) [1000)].

l3) = 1/2[]0001) + [0101) + [1001) + [1101)] [0010) .
Ya) =(HRI®IQI) |y3)
= 1/V2[]0001) + [0101)] [0010)
ls) = (Ro®I®I®1) |ha) = [ha)
lYe) = (R3@1I®IR®I) |Ys) = |y¥s)
lY7) = (Ra®I®I®I) o) = o)

lg) =(I®HI®I) |Y7)
=10001) |0010)

o) =(I® Ry ®I®I) |yhg) = |g)
[W10) = (U ®R3®1®I) o) = |¢ho)

Y1) = ®1®H®®I) |¥io)
— 1/v2[|0001) + [0011)] [0010)
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[W12) =(I®TI® Ry ®I) |¢h11)
i

= 1/¥2[|0001) + e 2 [0011)] [0010)

l13) = (I ®1®I®H) |Y12)
= 1/2[]0000) — [0001) + i [0010) —  [0011)] |0010)

Saindo a medida do primeiro registrador igual a 3, a partir de 3/2' obtemos r (PORTUGAL et
al, 2012). Entdo, temos r = 4. Por fim, calculamos (x"/? — 1) e (x"/> + 1) para obtermos os fatores
de C. Temos para esse exemplo, que (242 —1) =3 e (2*/2+1) = 5. Obtemos, assim, que 15 = 3 - 5.

5 Conclusoes

Grandes empresas na drea de computacgdo, tais como IBM, Microsoft e Google, estdo inves-
tindo fortemente em modelos de computadores quanticos. Nos ultimos anos muitos avangos t€ém
confirmado a potencialidade dessas mdquinas. Os computadores quanticos apresentados por essas
marcas permitem a realizacdo de cdlculos e simula¢des que seriam impossiveis de serem efetuadas
em um tempos razodvel por computadores cldssicos. O uso desses computadores tem sido destinado
especialmente a experimentos cientificos e pesquisas académicas e governamentais, mas também
existem parcerias com empresas de tecnologia, empresas aéreas e outras interessadas em usar os
recursos. Atualmente, o computador quantico ocupa muito espacgo e precisa ser resfriado em bai-
xas temperaturas. Contudo, suas aplicagdes podem colaborar para grandes melhorias em setores
bancdrios e financeiros, simula¢des quimicas, eficiéncia energética, companhias aéreas, entre outros
(GIBNEY, 2019; IBM COMUNICA, 2020; LANGSTON, 2019).

Nesse sentido, a pesquisa acerca de computacdo e informacdo quantica se faz extremamente
necessdria. Uma das dreas importantes nesse tema € a de algoritmos quanticos. Os algoritmos de
Grover e Shor sdo dois dos mais conhecidos algoritmos quanticos devido a grande importancia dos
problemas que conseguem resolver: a busca em um banco de dados desordenado e a fatoragcdo de
um nimero, respectivamente. Além disso, possuem grandes aplicacdes e sao mais eficientes do que
os algoritmos para computadores cldssicos conhecidos.

Este trabalho proporcionou um aprofundamento no estudo desses algoritmos através do cal-
culo explicito de cada estado quantico na evolucdo dos seus circuitos. Dessa forma, € possivel
compreender melhor a atuacdo das portas quanticas e também as propriedades de superposicao e
emaranhamento quantico no momento em que elas aparecem nos circuitos.

Para alguns algoritmos € possivel ainda fazer uso de uma interpretacdo geométrica para o
entendimento de seu funcionamento, como no caso do algoritmo de Grover. Para esse algoritmo a
interpretacdo ajuda a entender como a amplitude do elemento procurado vai sendo aumentada ao
longo do algoritmo.

Para a execucdo deste trabalho foi necessario um estudo introdutério de Mecanica Quantica,
Portas Quanticas e Algoritmos Quanticos. Além disso, exercitou-se a constru¢dao do circuito de
Grover por meio do programa IBM Q Cloud para simular circuitos quanticos.
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