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Um estudo do modelo de sobrevivência de
células sanguíneas vermelhas utilizando a teoria
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A study of a survival red blood cell model using the

coincidence degree theory

Resumo
Neste trabalho, provaremos a existência de solução periódica
positiva para a equação diferencial funcional com retardo usada
no modelo de sobrevivência de células sanguíneas vermelhas
proposto por Ważewska-Czyżewska e Lasota. Como principal
ferramenta, utilizaremos um corolário do Teorema de Continu-
ação de Mawhin da teoria do grau coincidente.
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1 Introdução
Ważewska-Czyżewska e Lasota [1] propuseram a seguinte equação diferencial funcional com

retardamento não-autônoma [2, 3, 4] para descrever a sobrevivência das hemácias em animais:

𝑁′(𝑡) = −𝛿𝑁 (𝑡) + 𝜌 exp{−𝛾𝑁 (𝑡 − 𝜏)}, 𝑡 ⩾ 0, 𝛿 > 0, 𝜌 > 0, 𝛾 > 0, 𝜏 > 0, (1)

em que

(a) 𝑁 (𝑡) representa a quantidade de hemácias em um instante 𝑡;

(b) 𝛿 representa a taxa de destruição das hemácias no organismo;

(c) 𝜌 e 𝛾 descrevem a produção de hemácias por unidade de tempo;

(d) 𝜏 é o tempo necessário para a produção de hemácias.

Devido à influência de parâmetros biológicos no modelo descrito pela equação (1), considera-se
a seguinte condição inicial

𝑁 (𝑡) = 𝜙(𝑡), −𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 0, 𝜙(0) > 0, 𝜙 ∈ 𝐶 ( [−𝜏, 0],R+), (2)

onde

(e) R+ = {𝑥 ∈ R : 𝑥 ⩾ 0};

(f) 𝐶 ( [−𝜏, 0],R+) é o espaço vetorial das funções contínuas de [−𝜏, 0] em R+.

Pelo método de passos, é possível mostrar que a equação (1) sujeita à condição inicial (2), possui
uma solução positiva 𝑥(𝑡) para todo 𝑡 ⩾ 0.

Neste trabalho, por meio da teoria do grau coincidente de Mawhin [5, 6], provamos a existência
de soluções periódicas positivas para a equação (1). Para atingir esse objetivo, algumas preliminares
se fazem necessárias, são elas: conceitos básicos de Análise Funcional, a teoria do grau coincidente
de Leray-Schauder e a teoria do grau coincidente de Mawhin. Portanto, para facilitar a leitura,
abordamos sucintamente conceitos e resultados que foram utilizados ao longo do texto. O artigo
está estruturado como segue.

A primeira seção apresenta conceitos e resultados básicos de Análise Funcional e da teoria do
grau de Leray-Schauder. Na segunda seção, parte da teoria do grau coincidente de Mawhin que
será necessária para o resultado principal é exibida. Por fim, a terceira seção é dedicada ao modelo
de sobrevivência de células sanguíneas vermelhas proposto por Ważewska-Czyżewska e Lasota [1],
descrito pela equação (1), e estudado posteriormente por Yongli Song [7]. Ancorados por um
corolário do Teorema de Continuação de Mawhin, que é descrito na Seção 2, provamos a existência
de uma solução periódica positiva para tal modelo.

Este artigo foi escrito com o intuito de propagar a possibilidade de aplicação da teoria do
grau coincidente ao estudo de existência de soluções periódicas para equações diferenciais com
retardamento, exemplificada pela análise aqui realizada sobre o modelo de sobrevivência de células
sanguíneas vermelhas proposto por Wazewska-Czyzewska e Lasota (1). Sendo assim, este trabalho
não fornece resultados inéditos; a teoria aqui desenvolvida pode ser encontrada em [7] de forma
condensada. No entanto, cabe destacar que as demonstrações dos resultados que apresentamos foram
reproduzidas de modo mais didático e detalhado, tornando a leitura acessível também a estudantes
de graduação em Matemática.
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2 Preliminares
Esta seção é dedicada a apresentação de resultados e conceitos fundamentais das teorias de

Análise Funcional e do grau de Leray - Schauder, que serão importantes para o entendimento do
estudo apresentado neste artigo. O leitor interessado em se aprofundar nesses pré-requisitos pode
consultar as referências [8, 9, 10, 11, 12].

Análise Funcional e Teoria do Grau de Leray-Schauder
No que segue, 𝐸 denotará um espaço vetorial normado,𝐶 (Ω, 𝐸) o espaço vetorial das aplicações

contínuas de Ω em 𝐸 e 𝜕Ω a fronteira do conjunto Ω.

Definição 1 Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de 𝐸 . Diremos que uma aplicação do tipo
𝜙 = 𝐼𝑑 − 𝑇 : Ω → 𝐸 é uma perturbação de dimensão finita da identidade, onde 𝐼𝑑 : 𝐸 → 𝐸 é a
aplicação identidade e 𝑇 ∈ 𝐶 (Ω, 𝐸), quando 𝑇 (Ω) estiver contido em um subespaço de dimensão
finita de 𝐸 .

Definição 2 Diremos que um operador 𝑇 : Ω → 𝐸 é compacto se 𝑇 for contínuo e Im𝑇 for um
conjunto pré-compacto, isto é, se 𝑇 for contínuo e Im𝑇 for um conjunto compacto.

Definição 3 Seja 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 um operador linear. Diremos que o operador 𝑇 é compacto se
𝑇 (𝑀) ⊂ 𝑌 for compacto, para todo 𝑀 ⊂ 𝑋 limitado.

Teorema 4 (Teorema de Arzelà-Ascoli) Sejam (𝐾, 𝑑) um espaço métrico compacto e 𝐴 um sub-
conjunto de 𝐶 (𝐾,R), o espaço vetorial das funções contínuas 𝑓 : 𝐾 → R. Então, 𝐴 é compacto em
𝐶 (𝐾,R) se, e somente se, as seguintes condições estão satisfeitas:

(i) 𝐴 é equicontínuo, isto é, dado 𝜀 > 0, para todo 𝑡0 ∈ 𝐾 e 𝜀 > 0, existe 𝛿 > 0 tal que

| 𝑓 (𝑡) − 𝑓 (𝑡0) | < 𝜀 para todos 𝑡 ∈ 𝐾 com 𝑑 (𝑡, 𝑡0) < 𝛿 e 𝑓 ∈ 𝐴.

(ii) O conjunto { 𝑓 (𝑡) : 𝑓 ∈ 𝐴} é limitado em 𝐾 para todo 𝑡 ∈ 𝐾 .

Definição 5 Seja 𝜙 = 𝐼𝑑 −𝑇 uma perturbação de dimensão finita da identidade. Se 𝑏 ∉ 𝜙(𝜕Ω) e 𝐹
é um subespaço de dimensão finita contendo 𝑏 e 𝑇 (Ω), então definimos o grau de Leray-Schauder
de 𝜙 em Ω com relação a 𝑏 por

𝑑 (𝜙,Ω, 𝑏) B 𝑑
(
𝜙 |

Ω∩𝐹 ,Ω ∩ 𝐹, 𝑏
)
, (3)

onde 𝑑
(
𝜙|

Ω∩𝐹 ,Ω ∩ 𝐹, 𝑏
)

é o grau de Brouwer de 𝜙 |
Ω∩𝐹 em Ω ∩ 𝐹 com relação a 𝑏.

Observação 6 Se 𝑇 : Ω → 𝐸 for um operador compacto, então 𝜙 = 𝐼𝑑 − 𝑇 será uma perturbação
compacta da identidade.

Corolário 7 Se Ω é um subconjunto aberto e limitado de 𝐸 e 𝐼𝑑 : Ω → 𝐸 é a injeção canônica,
então

𝑑 (𝐼𝑑,Ω, 𝑏) =

{
1, se 𝑏 ∈ Ω,

0, se 𝑏 ∉ Ω.

MIZUGUTI, L. O.; AFONSO, S. M. S. Um estudo do modelo de sobrevivência de células sanguíneas vermelhas utilizando a teoria do grau coincidente.
C.Q.D. – Revista Eletrônica Paulista de Matemática, Bauru, v. 22, n. 1, p. 110–125, jul. 2022. Edição Iniciação Científica.
DOI: 10.21167/cqdv22n1ic2022110125 Disponível em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

112



3 Teoria do grau coincidente de Mawhin
Gaines e Mawhin [5, 6] introduziram a teoria do grau de coincidência para perturbações de

operadores de Fredholm na década de 1970. Esta teoria tem se revelado uma técnica bastante
poderosa para estudar existência de soluções de problemas envolvendo equações não lineares, como
se pode constatar em [5, 6], por exemplo. As importantes contribuições do matemático francês Jean
Mawhin para tal teoria tornaram-na conhecida como teoria do grau de coincidência de Mawhin.

Neste artigo, visamos mostrar a aplicabilidade da teoria do grau de coincidência de Mawhin
à investigação de condições que garantam a existência de solução periódica para uma equação
diferencial funcional com retardamento que pode ser reduzida a uma equação de operadores do tipo

𝐿𝑥 = N𝑥 (4)

em um certo subconjunto Ω de um espaço de Banach 𝑋 , em que 𝐿 é um operador linear de Fredholm
de índice zero e N é uma aplicação 𝐿-compacta.

Nesta seção discorreremos sobre a teoria do grau de coincidência de Mawhin, apresentando os
principais resultados e definições. Inicialmente, introduzimos o conceito de operador de Fredholm.

Definição 8 Sejam 𝑋 e 𝑍 espaços vetoriais normados. Diremos que uma aplicação linear
𝐿 : dom(𝐿) ⊂ 𝑋 → 𝑍 é um operador de Fredholm se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) ker(𝐿) possui dimensão finita (dim ker 𝐿 < ∞);

(ii) Im(𝐿) é um conjunto fechado e possui codimensão finita (Im 𝐿 = Im 𝐿 e codim Im 𝐿 < ∞).
Diremos que 𝐿 é um operador de Fredholm de índice zero quando

(iii) dim ker 𝐿 = dim Coker 𝐿.

O próximo resultado atesta que, dado um operador de Fredholm de índice zero, existem projeções
contínuas 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 e 𝑄 : 𝑍 → 𝑍 tais que

ker 𝐿 = Im 𝑃 e Im 𝐿 = ker𝑄.

Proposição 9 Se as condições da Definição 8 forem satisfeitas, então existirão projeções contínuas
𝑃 : 𝑋 → 𝑋 e 𝑄 : 𝑍 → 𝑍 tais que

ker 𝐿 = Im 𝑃 e Im 𝐿 = ker𝑄.

Na sequência, veremos que a restrição 𝐿 |dom 𝐿∩ker 𝑃 é invertível com inversa 𝐾𝑃 : Im 𝐿 →
dom 𝐿 ∩ ker 𝑃. A prova deste resultado por ser encontrada em [12]. Ademais, podemos dizer que o
resultado seguinte é uma consequência da Proposição 9.

Proposição 10 Se as condições da Definição 8 forem satisfeitas, então o operador 𝐿𝑃 : dom 𝐿 ∩
ker 𝑃 → Im 𝐿 é invertível.

Agora, consideramos Coker 𝐿 com a topologia quociente e definimos a aplicação contínua e
sobrejetora Π : 𝑍 → Coker 𝐿 por Π𝑧 = [𝑧], onde [𝑧] representa a classe de equivalência de 𝑧. A
norma com relação a Π é dada por

∥Π∥ = sup
𝑧≠0

∥Π𝑧∥𝑞
∥𝑧∥𝑍

, (5)

onde ∥𝑧∥𝑞 = inf
𝑦∈Im𝑇

∥𝑧 + 𝑦∥𝑍 e ∥ · ∥𝑍 é uma norma em 𝑍 .

No que segue, 𝐾𝑃,𝑄 : 𝑍 → dom 𝐿 ∩ ker 𝑃 denotará a inversa generalizada de 𝐿, definida por
𝐾𝑃,𝑄 = 𝐾𝑃 (𝐼𝑑 −𝑄).
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Definição 11 Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado de 𝑋 e N : Ω → 𝑍 um operador. Diremos
que N é um operador 𝐿-compacto em Ω, se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) o operador ΠN : Ω → Coker 𝐿 é contínuo e ΠN(Ω) é limitado;

(ii) 𝐾𝑃,𝑄N é um operador compacto.

Observamos que ΠN é contínuo e ΠN(Ω) é limitado se, e somente se,𝑄N é contínuo e𝑄N(Ω)
é limitado.

Vamos, agora, introduzir o conceito de grau de coincidência de 𝐿 e N em Ω, onde 𝐿 é um
operador de Fredholm e N é um operador 𝐿-compacto em Ω.

No que segue, 𝑀 : Ω → 𝑋 denotará o operador dado por

𝑀 = 𝑃 + (ΛΠ + 𝐾𝑃,𝑄)N ,

onde Λ é um isomorfismo de Coker 𝐿 sobre ker 𝐿.

Teorema 12 Suponha que as condições das Definições 8 e 11 sejam satisfeitas, e que 0 ∉ (𝐿 −
N)(dom 𝐿 ∩ 𝜕Ω). Então, |𝑑 (𝐼𝑑 − 𝑀,Ω, 0) | depende apenas de 𝐿, N e Ω.

Fixadas as orientações de ker 𝐿 e Coker 𝐿, vejamos a definição do grau coincidente de 𝐿 e N no
conjunto Ω.

Definição 13 Se os operadores 𝐿, N e o subconjunto Ω satisfazem as condições das Definições 8
e 11, com 0 ∉ (𝐿 − N)(dom 𝐿 ∩ 𝜕Ω), então o grau de Leray-Schauder, 𝑑 (𝐼𝑑 − 𝑀,Ω, 0), está bem
definido (pelo Teorema 12) e, assim, definimos o grau coincidente 𝑑 ((𝐿,N),Ω) de 𝐿 e N em Ω

como sendo o número inteiro

𝑑 ((𝐿,N),Ω, 0) = 𝑑 (𝐼𝑑 − 𝑀,Ω, 0),

em que𝑀 : Ω → 𝑋 é uma aplicação definida por𝑀 = 𝑃+(ΛΠ+𝐾𝑃,𝑄)N , ondeΛ : Coker 𝐿 → ker 𝐿
é um isomorfismo que preserva orientação.

Como o grau de coincidência de Mawhin é definido em termos do grau de Leray-Schauder, então
uma pergunta aqui nos cabe: existem propriedades similares as do grau de Leray-Schauder para o
grau o grau de coincidência de Mawhin? A resposta é sim.

Enunciaremos a seguir as principais propriedades do grau de coincidência de Mawhin. En-
tretanto, as demonstrações foram omitidas. Para estabelecê-las, basta utilizar as propriedades
correspondentes do grau de Leray-Schauder. O leitor interessado pode encontrá-las em [5].

No que segue, suponha que (𝐿,N ,Ω) satisfaça as condições das Definições 8 e 11, com 0 ∉

(𝐿 − N)(dom 𝐿 ∩ 𝜕Ω).

Propriedade 14 (Existência) Se 𝑑 ((𝐿,N),Ω) ≠ 0, então 0 ∈ (𝐿 − N)(dom 𝐿 ∩Ω).

Propriedade 15 (Exclusão) Se Ω0 ⊂ Ω é um conjunto aberto tal que (𝐿 − N)−1(0) ∈ Ω0, então

𝑑 ((𝐿,N),Ω) = 𝑑 ((𝐿,N),Ω0).

Propriedade 16 (Aditividade) Se Ω = Ω1 ∪ Ω2, em que Ω1,Ω2 ⊂ Ω são conjuntos abertos e
disjuntos, e 0 ∉ (𝐿 − N)(dom 𝐿 ∩ 𝜕Ω𝑖), 𝑖 = 1, 2, então

𝑑 ((𝐿,N),Ω) = 𝑑 ((𝐿,N),Ω1) + 𝑑 ((𝐿,N),Ω2).
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A próxima definição permitir-nos-á enunciar o resultado de invariância do grau coincidente por
homotopia.

Definição 17 Sejam 𝐿 : 𝑋 → 𝑍 um operador de Fredholm de índice zero, Ω um subconjunto aberto
e limitado de 𝑋 e 𝑁 um operador definido em Ω × [0, 1] com valores em 𝑍 . Diremos que 𝑁 é um
operador 𝐿-compacto em Ω × [0, 1] se o operador 𝑁𝜆 = 𝑁 (·, 𝜆) for 𝐿-compacto em Ω, para cada
𝜆 ∈ [0, 1].

Teorema 18 (Invariância do grau por homotopia) Se 𝐿 é um operador de Fredholm de índice
zero, 𝑁 : Ω × [0, 1] → 𝑍 é um operador 𝐿-compacto em Ω × [0, 1] e, para 𝜆 ∈ [0, 1], tem-se

0 ∉ (𝐿 − 𝑁 (·, 𝜆)) (dom 𝐿 ∩ 𝜕Ω),

então 𝑑 ((𝐿, 𝑁 (·, 𝜆)),Ω) independe de 𝜆 ∈ [0, 1].

Para a demonstração do resultado de existência de solução periódica positiva para a equação (1),
utilizaremos o seguinte corolário do Teorema de Continuação de Mawhin, cuja demonstração pode
ser encontrada em [12, 5].

Corolário 19 Sejam 𝑋, 𝑍 espaços de Banach e Ω um subconjunto aberto e limitado de 𝑋 . Consi-
deremos a equação

𝐿𝑥 = 𝜆N ′𝑥,

em que 𝐿 : dom 𝐿 ⊂ 𝑋 → 𝑍 é um operador de Fredholm de índice zero, 𝜆 ∈ [0, 1] e N ′ : Ω → 𝑍 é
um operador 𝐿-compacto em Ω.

Sejam 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 e 𝑄 : 𝑍 → 𝑍 projeções contínuas tais que Im 𝑃 = ker 𝐿 e ker𝑄 = Im 𝐿.
Além disso, suponhamos que as seguintes condições sejam satisfeitas:

(I) para 𝜆 ∈ (0, 1) e 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ dom 𝐿, tem-se 𝐿𝑥 ≠ 𝜆N ′𝑥;

(II) para 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ ker 𝐿, tem-se 𝑄N ′𝑥 ≠ 0;

(III) 𝑑 (𝑄N ′|Ω∩ker 𝐿 ,Ω ∩ ker 𝐿, 0) ≠ 0.

Sob as condições acima, a equação 𝐿𝑥 = N ′𝑥 possui pelo menos uma solução em Ω ∩ dom 𝐿.

4 Existência de soluções periódicas positivas para o modelo de
Wazewska-Czyzenska e Lasota

Nosso objetivo nesta seção é utilizar um corolário do Teorema de Continuação de Mawhin, a
saber, o Corolário 19, para provar a existência de soluções periódicas positivas para o sistema{

𝑁′(𝑡) = −𝛿𝑁 (𝑡) + 𝜌 exp{−𝛾 𝑁 (𝑡 − 𝜏)}, 𝑡 ⩾ 0, 𝛿 > 0, 𝜌 > 0, 𝛾 > 0, 𝜏 > 0,
𝑁 (𝑡) = 𝜙(𝑡), −𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 0.

(6)

Recordamos que:

▶ 𝑁 (𝑡) representa a quantidade de hemácias em um instante 𝑡;
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▶ 𝛿 denota a taxa de destruição das hemácias no organismo;

▶ 𝜌 e 𝛾 descrevem a produção de hemácias por unidade de tempo;

▶ 𝜏 é o tempo necessário para a produção de hemácias;

▶ 𝜙 ∈ 𝐶 ( [−𝜏, 0],R+).

Para atingir nosso objetivo, encontraremos uma equação de operadores 𝐿𝑥 = N𝑥, onde 𝐿 é um
operador de Fredholm de índice zero e N é um operador 𝐿-compacto.

Visando facilitar a notação, com relação a uma função periódica 𝑓 (𝑡) com período 𝜔, denotare-
mos

𝑓 (𝜉) = min
𝑡∈[0,𝜔]

𝑓 (𝑡) e 𝑓 (𝜂) = max
𝑡∈[0,𝜔]

𝑓 (𝑡).

Lema 20 Sejam 𝜏 e 𝜙 definidos anteriormente. Se 𝑁 (𝑡) é solução do sistema{
𝑁′(𝑡) = −𝛿𝑁 (𝑡) + 𝜌 exp{−𝛾 𝑁 (𝑡 − 𝜏)}, 𝑡 ⩾ 0,
𝑁 (𝑡) = 𝜙(𝑡), −𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 0,

então 𝑁 (𝑡) > 0, para todo 𝑡 > 0.

Demonstração. De início, observamos que utilizaremos o método de passos para concluir a de-
monstração. Dito isso, suponhamos que exista algum 𝑡0 ∈ [0, 𝜏] tal que 𝑥(𝑡0) = 0. Como 𝜌 > 0,
segue que

𝑁′(𝑡) = −𝛿𝑁 (𝑡) + 𝜌 exp{−𝛾 𝑁 (𝑡 − 𝜏)} > −𝛿𝑁 (𝑡).
Como a função exp é uma bĳeção crescente de R em R+, multiplicando ambos os membros da

desigualdade acima por exp{𝛿𝑡}, obtemos

(𝑁 (𝑡) exp{𝛿𝑡})′ > 0, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑡0],

permitindo-nos inferir que 𝑁 (𝑡) exp{𝛿𝑡} é uma função crescente para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].
Em particular, temos que

0 < 𝑡0 ⇒ 𝑁 (0) exp{𝛿0} < 𝑁 (𝑡0) exp{𝛿𝑡0},

donde segue que 0 < 𝑁 (𝑡0) exp{𝛿𝑡0} e, portanto,

0 < 𝑁 (𝑡0),

o que é um absurdo, haja vista que 𝑁 (𝑡0) = 0.
Com isso, segue que 𝑁 (𝑡) ≠ 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜏]. Afirmamos que 𝑁 (𝑡) > 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜏].

Suponha que exista 𝑡′ ∈ [0, 𝜏] tal que 𝑁 (𝑡′) < 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermediário,
existe 𝑡′′ ∈ (0, 𝜏) tal que 𝑁 (𝑡′′) = 0, o que é um absurdo, uma vez que 𝑁 (𝑡) ≠ 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜏].
Sendo assim, temos a validade da afirmação e, pelo método de passos, concluímos que 𝑁 (𝑡) > 0
para todo 𝑡 > 0. □
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Portanto, pelo Lema 20, podemos considerar 𝑁 (𝑡) = exp{𝑥(𝑡)} e reescrever a equação (6) da
seguinte forma

𝑥′(𝑡) = −𝛿 + 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}.
Consideremos 𝑋 = 𝑍 = {𝑥(𝑡) ∈ 𝐶 (R,R) : 𝑥(𝑡 +𝜔) = 𝑥(𝑡)} e ∥𝑥∥ = max

𝑡∈[0,𝜔]
|𝑥(𝑡) |. Note que 𝑋 e 𝑍

tonam-se espaços de Banach quando consideramos a norma da convergência uniforme (ou norma do
sup). Ainda, sejam 𝐿 : dom 𝐿 ⊂ 𝑋 → 𝑍 , com 𝐿𝑥 = 𝑥′(𝑡), onde dom 𝐿 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∈ 𝐶1(R,R)} e
N : 𝑋 → 𝑍 o operador dado por

N𝑥(𝑡) = −𝛿 + 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}.

Definamos as projeções 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 e 𝑄 : 𝑍 → 𝑍 por

𝑃𝑥 = 𝑄𝑥 =
1
𝜔

∫ 𝜔

0
𝑥(𝑡)𝑑𝑡.

Proposição 21 L é um operador de Fredholm de índice zero.

Demonstração. É fácil ver que 𝑃 e 𝑄 são aplicações contínuas. Mostremos, portanto, que 𝐿 é um
operador de Fredholm de índice zero. Note que

ker 𝐿 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝐿𝑥 = 0} = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥′(𝑡) = 0, para todo 𝑡},

ou seja, se 𝑥 ∈ ker 𝐿 então 𝑥′(𝑡) = 0 para todo 𝑡 ∈ R. Assim, 𝑥(𝑡) = 𝑟 ∈ R para todo 𝑡 ∈ R,
mostrando que 𝑥 é uma função constante. Logo,

dim ker 𝐿 = dimR = 1 < ∞.

Vejamos ainda que Im 𝐿 =

{
𝑦 ∈ 𝑍 :

∫ 𝜔

0
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 0

}
. De fato, se 𝑦̃ ∈ Im 𝐿 então existe

𝑥 ∈ dom 𝐿 tal que 𝐿𝑥 = 𝑦̃. Com isso, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos∫ 𝜔

0
𝑦̃(𝑡)𝑑𝑡 =

∫ 𝜔

0
𝐿𝑥 𝑑𝑡 =

∫ 𝜔

0
𝑥′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥(𝜔) − 𝑥(0) (∗)

= 0,

onde em (∗) usa-se o fato de 𝑥 ser 𝜔-periódica. Assim, 𝑦̃ ∈
{
𝑦 ∈ 𝑍 :

∫ 𝜔

0
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 0

}
.

Por outro lado, seja 𝑦̃ ∈
{
𝑦 ∈ 𝑍 :

∫ 𝜔

0
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 0

}
. Ou seja, 𝑦̃ ∈ 𝑌 e

∫ 𝜔

0
𝑦̃(𝑡)𝑑𝑡 = 0. Conside-

remos 𝑥(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑦̃(𝑠)𝑑𝑠. Observe que 𝑥 é diferenciável e

𝑥(𝑡 + 𝜔) =

∫ 𝑡+𝜔

0
𝑦̃(𝑠)𝑑𝑠 =

∫ 𝜔

0
𝑦̃(𝑠)𝑑𝑠 +

∫ 𝑡+𝜔

𝜔

𝑦̃(𝑠)𝑑𝑠

= 0 +
∫ 𝑡

0
𝑦̃(𝑠 − 𝜔)𝑑𝑠 =

∫ 𝑡

0
𝑦̃(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑥(𝑡),

visto que 𝑦̃ é 𝜔-periódica. Portanto, temos que 𝑦̃ ∈ Im 𝐿 e, consequentemente,

Im 𝐿 =

{
𝑦 ∈ 𝑍 :

∫ 𝜔

0
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 0

}
,
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permitindo-nos inferir que Im 𝐿 = ker𝑄.
Agora, provemos que Im 𝐿 é um conjunto fechado. Tomemos, pois, 𝑦 ∈ Im 𝐿. Então, existe uma

sequência (𝑦𝑛)𝑛∈N ⊂ Im 𝐿 tal que

𝑦𝑛 −−−−→
𝑛→∞

𝑦 e
∫ 𝜔

0
𝑦𝑛 (𝑡)𝑑𝑡 = 0, para todo 𝑛 ∈ N.

Como a convergência de 𝑦𝑛 para 𝑦, quando 𝑛 → ∞, é uniforme (uma vez que estamos conside-
rando a norma da convergência uniforme), temos∫ 𝜔

0
𝑦𝑛 (𝑡)𝑑𝑡 −−−−→

𝑛→∞

∫ 𝜔

0
𝑦(𝑡)𝑑𝑡,

donde segue que
∫ 𝜔

0
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 0 e, portanto, 𝑦 ∈ Im 𝐿. Logo, Im 𝐿 = Im 𝐿, mostrando que Im 𝐿 é

um conjunto fechado. Isso conclui a prova de que 𝐿 é um operador de Fredholm.
Para concluir que 𝐿 é um operador de Fredholm de índice zero, falta verificar que dim ker 𝐿 =

codim Im 𝐿. Pois bem, como Im𝑄 é um subespaço não trivial de R e dimR = 1, temos que

dim Im𝑄 = dimR = 1.

Sabemos, também, que
𝑍 = Im𝑄 ⊕ ker𝑄.

Pelo fato de que ker𝑄 = Im 𝐿, segue que codim ker𝑄 = codim Im 𝐿. Assim, o Teorema do
Núcleo e da Imagem nos garante que

codim Im 𝐿 = codim ker𝑄 = dim 𝑍 − dim ker𝑄 = dim Im𝑄 = 1,

ou seja, dim ker 𝐿 = codim Im 𝐿, o que completa a prova. □

Agora, fixe 𝜆 ∈ (0, 1) e considere a equação

𝐿𝑥(𝑡) = 𝜆N𝑥(𝑡), (7)

que corresponde a
𝑥′(𝑡) = −𝜆𝛿 + 𝜆𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}. (8)

Proposição 22 Existe uma constante positiva 𝐵, que não depende de 𝜆, tal que se 𝑥 ∈ dom 𝐿 satisfaz
a equação (8), então ∥𝑥∥ < 𝐵.

Demonstração. Suponhamos que 𝑥 ∈ dom 𝐿 é uma solução para a equação (8). Como 𝜆 > 0, temos

1
𝜆
𝑥′(𝑡) + 𝛿 = 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}.

Integrando ambos os membros da expressão acima em relação a 𝑡 de 0 a 𝜔, obtemos

1
𝜆

∫ 𝜔

0
𝑥′(𝑡)𝑑𝑡 + 𝛿

∫ 𝜔

0
𝑑𝑡 =

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡,
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donde, pelo Teorema Fundamental do Cálculo e pelo fato de 𝑥 ser 𝜔-periódica, segue que

𝛿𝜔 =

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡. (9)

Pelas expressões (7) e (9), atreladas ao fato de 𝜆 ∈ (0, 1) e 𝜌 > 0, temos∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑡) |𝑑𝑡 = 𝜆

∫ 𝜔

0
| − 𝛿 + 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}|𝑑𝑡

<

∫ 𝜔

0
| − 𝛿 + 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}|𝑑𝑡

⩽

∫ 𝜔

0
|𝛿 |𝑑𝑡 +

∫ 𝜔

0
|𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}|𝑑𝑡

= 𝛿

∫ 𝜔

0
𝑑𝑡 +

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡 = 2𝜔𝛿,

ou seja, ∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑡) |𝑑𝑡 < 2𝜔𝛿. (10)

Como 𝑥 é contínua e 𝜔-periódica, podemos inferir que existem 𝜉, 𝜂 ∈ [0, 𝜔] tais que

𝑥(𝜉) = min
𝑡∈[0,𝜔]

𝑥(𝑡) e 𝑥(𝜂) = max
𝑡∈[0,𝜔]

𝑥(𝑡). (11)

Por (9) e (11), temos

𝛿𝜔 =

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡 ⩽

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡)}𝑑𝑡

⩽

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝜉)}𝑑𝑡 = 𝜌 exp{−𝑥(𝜉)}𝜔,

e assim, exp{𝑥(𝜉)} ⩽ 𝜌

𝛿
. Daí,

𝑥(𝜉) ⩽ ln
( 𝜌
𝛿

)
. (12)

Sendo 𝑥(𝜉) = min
𝑡∈[0,𝜔]

𝑥(𝑡), segue pelo Teorema Fundamental do Cálculo que

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜉) =

∫ 𝑡

𝜉

𝑥′(𝑠) 𝑑𝑠 ⩽
∫ 𝑡

𝜉

|𝑥′(𝑠) | 𝑑𝑠.

Ainda, pelo fato de 𝜉, 𝑡 ∈ [0, 𝜔], temos
∫ 𝑡

𝜉

|𝑥′(𝑠) |𝑑𝑠 ⩽
∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑠) |𝑑𝑠 e, portanto,

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜉) ⩽
∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑠) | 𝑑𝑠,

donde, pelas expressões (10) e (12), obtemos

𝑥(𝑡) ⩽ 𝑥(𝜉) +
∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑡) |𝑑𝑡 < ln

( 𝜌
𝛿

)
+ 2𝜔𝛿 := 𝐵1, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜔] . (13)
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Novamente por (9) e (11), temos

𝛿𝜔 =

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡 ⩾

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{− exp{𝑥(𝑡)} − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡

⩾

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{− exp{𝑥(𝜂)} − 𝛾 exp{𝑥(𝜂)}}𝑑𝑡 ⩾ 𝜌 exp{−(1 + 𝛾) exp{𝑥(𝜂)}}𝜔,

ou seja,
𝛿

𝜌
⩾ exp{−(1 + 𝛾) exp{𝑥(𝜂)}}, donde segue que

exp{(1 + 𝛾) exp{𝑥(𝜂)}} ⩾ 𝜌

𝛿
.

Logo,

exp{𝑥(𝜂)} ⩾
ln

( 𝜌
𝛿

)
1 + 𝛾 ,

o que nos permite escrever

𝑥(𝜂) ⩾ ln
©­­«
ln

( 𝜌
𝛿

)
1 + 𝛾

ª®®¬ . (14)

Por argumentos similares aos utilizados anteriormente, como 𝑥(𝜂) = max
𝑡∈[0,𝜔]

𝑥(𝑡), temos pelo

Teorema Fundamental do Cálculo que

𝑥(𝜂) − 𝑥(𝑡) =

∫ 𝜂

𝑡

𝑥′(𝑠) 𝑑𝑠 ⩽
∫ 𝜂

𝑡

|𝑥′(𝑠) | 𝑑𝑠,

donde segue que

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜂) ⩾ −
∫ 𝜂

𝑡

|𝑥′(𝑠) | 𝑑𝑠.

Como 𝑡, 𝜂 ∈ [0, 𝜔], temos −
∫ 𝑡

𝜂

|𝑥′(𝑠) |𝑑𝑠 ⩾ −
∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑠) |𝑑𝑠. Assim,

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝜂) ⩾ −
∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑠) | 𝑑𝑠,

donde, pelas expressões (10) e (14), obtemos

𝑥(𝑡) ⩾ 𝑥(𝜂) −
∫ 𝜔

0
|𝑥′(𝑠) | 𝑑𝑠 > ln

©­­«
ln

( 𝜌
𝛿

)
1 + 𝛾

ª®®¬ − 2𝜔𝛿 := 𝐵2, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜔] . (15)

Tomando 𝐵 > max{|𝐵1 |, |𝐵2 |}, temos, pelas expressões (13) e (15), que se 𝑥 ∈ dom 𝐿 satisfaz
(8) então ∥𝑥∥ < 𝐵. □

Para o próximo resultado, consideremos Ω ⊂ 𝑋 o seguinte conjunto aberto e limitado:

Ω = {𝑥 ∈ 𝑋 : ∥𝑥∥ < 𝐵}.
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Proposição 23 O operador N é 𝐿-compacto em Ω.

Demonstração. De início, mostramos que 𝑄N(Ω) é limitado. De fato, considere 𝑥 ∈ Ω arbitrário
e note que

|𝑄N(𝑥) | =

���� 1𝜔 ∫ 𝜔

0
N(𝑥)𝑑𝑡

���� =
1
𝜔

����∫ 𝜔

0
−𝛿𝑑𝑡 +

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}𝑑𝑡

����
⩽

1
𝜔

∫ 𝜔

0
|𝛿 |𝑑𝑡 + 1

𝜔

∫ 𝜔

0
|𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}|𝑑𝑡

= 𝛿 + 𝜌 exp{𝐵 + 𝛾 exp{𝐵}},

ou seja,
|𝑄N(𝑥) | ⩽ 𝛿 + 𝜌 exp{𝐵 + 𝛾 exp{𝐵}},

de onde segue que o conjunto 𝑄N(Ω) é limitado.
Afirmação: a inversa do operador 𝐿 restrito a dom 𝐿 ∩ ker 𝑃, 𝐾𝑃 : Im 𝐿 → dom 𝐿 ∩ ker 𝑃, é

dada por

𝐾𝑃 (𝑧(𝑡)) = − 1
𝜔

∫ 𝜔

0

∫ 𝑡

0
𝑧(𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡 +

∫ 𝑡

0
𝑧(𝑠) 𝑑𝑠, para 𝑧 ∈ Im 𝐿. (16)

De fato, observe que como 𝐿 é um operador de Fredholm de índice zero (veja Proposição 21),
então Im 𝐿 = ker𝑄. Mostremos, agora, que Im 𝐿 = Im(𝐼𝑑 −𝑄). Com efeito, tome 𝑦 ∈ Im(𝐼𝑑 −𝑄)
arbitrário. Assim, existe 𝑥 ∈ 𝑋 tal que (𝐼𝑑−𝑄)𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡), com 𝑡 ∈ [0, 𝜔]. Ou seja, 𝑥(𝑡)−𝑄(𝑥(𝑡)) =
𝑦(𝑡). Mas, como ker𝑄 = Im 𝐿 e 𝑄 é uma projeção, segue que

𝑄(𝑦(𝑡)) = 𝑄(𝑥(𝑡) −𝑄(𝑥(𝑡))) = 𝑄(𝑥(𝑡)) − 𝑄2(𝑥(𝑡)) = 0,

donde 𝑄(𝑦(𝑡)) = 0 e, portanto, 𝑦(𝑡) ∈ ker𝑄 = Im 𝐿.
Por outro lado, se 𝑦 ∈ Im 𝐿, então existe 𝑥 ∈ 𝑋 tal que 𝐿 (𝑥(𝑡)) = 𝑦(𝑡), ou seja, 𝑥′(𝑡) = 𝑦(𝑡).

Novamente pelo fato de ker𝑄 = Im 𝐿, temos𝑄(𝑥′(𝑡)) = 0. Logo,𝑄(𝑦(𝑡)) = 0. Como𝑄 é projeção,
temos que

𝑄(𝑦(𝑡)) = 0 = 𝑄(𝑥(𝑡)) −𝑄2(𝑥(𝑡)),
ou seja, 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑄(𝑥(𝑡)) = (𝐼𝑑 − 𝑄)𝑥(𝑡). Portanto, 𝑦(𝑡) ∈ Im(𝐼𝑑 − 𝑄), e assim Im 𝐿 =

Im(𝐼𝑑 −𝑄).
Com isso, podemos dizer que 𝐾𝑃 está definido em Im 𝐿 = Im(𝐼𝑑 − 𝑄). Assim, se 𝑦 ∈ Im 𝐿,

então temos que
𝑦(𝑡) = 𝐿 (𝑥(𝑡)) = 𝑥′(𝑡) e 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑄(𝑥(𝑡)).

Como 𝑥′ é contínua, uma vez que 𝑥 ∈ 𝐶1(R,R), então 𝑥′ = 𝑦 é integrável. Sendo assim,
integrando de 0 a 𝑡 a expressão 𝑦(𝑠) = 𝑥(𝑠) −𝑄(𝑥(𝑠)), obtemos∫ 𝑡

0
𝑦(𝑠) 𝑑𝑠 =

∫ 𝑡

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 −

∫ 𝑡

0
𝑄(𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 =

∫ 𝑡

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 −

∫ 𝑡

0

[
1
𝜔

∫ 𝜔

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑡

]
𝑑𝑠

=

∫ 𝑡

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠 − 1

𝜔

∫ 𝜔

0

∫ 𝑡

0
𝑥(𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡.

Assim, para 𝑧 ∈ Im 𝐿 arbitrário, tem-se que

𝐾𝑃 (𝑧(𝑡)) =

∫ 𝑡

0
𝑧(𝑠) 𝑑𝑠 − 1

𝜔

∫ 𝜔

0

∫ 𝑡

0
𝑧(𝑠) 𝑑𝑠𝑑𝑡.
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Ainda, temos que 𝐾𝑝 (𝐿 (𝑧(𝑡))) = 𝑧(𝑡), o que conclui a prova da afirmação.
Agora, mostremos que 𝐾𝑃,𝑄N é um operador compacto. Com efeito, sabemos que 𝐾𝑃,𝑄N =

𝐾𝑃 (𝐼𝑑 −𝑄)N . Assim, para 𝑥 ∈ Ω e pela expressão (16), segue que

𝐾𝑃,𝑄N𝑥 = 𝐾𝑃N𝑥 − 𝐾𝑃𝑄N𝑥 = − 1
𝜔

∫ 𝜔

0

∫ 𝑡

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑠) − 𝛾 exp{𝑥(𝑠 − 𝜏)}} 𝑑𝑠𝑑𝑡

+
∫ 𝑡

0
𝜌 exp{−𝑥(𝑠) − 𝛾 exp{𝑥(𝑠 − 𝜏)}} 𝑑𝑠

= 𝐾𝑃 (𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}),

ou seja,
𝐾𝑃,𝑄N𝑥 = 𝐾𝑃 (𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}}). (17)

Como 𝑥 ∈ dom 𝐿 e exp é uma aplicação contínua, segue pelas expressões (16) e (17) que 𝐾𝑃,𝑄N
é um operador contínuo.

Seja Λ um subconjunto de Ω e seja {𝑥𝑛}𝑛∈N uma sequência de funções em Λ. A fim de mostrar
que 𝐾𝑃,𝑄N é um operador compacto, provaremos que existe uma subsequência {𝑥𝑛𝑘 }𝑘∈N ⊂ {𝑥𝑛}𝑛∈N
tal que {𝐾𝑃,𝑄N𝑥𝑛𝑘 }𝑘∈N é convergente. Pelo Teorema de Arzelà-Ascoli , é suficiente mostrar que a
sequência de funções {𝐾𝑃,𝑄N𝑥𝑛}𝑛∈N é equicontínua e uniformemente limitada. Façamos isso.

Afirmação 1: A sequência de funções {𝐾𝑃,𝑄N𝑥𝑛}𝑛∈N é equicontínua.
Com efeito, pela continuidade da aplicação exp, do fato de 𝑥𝑛 ∈ Λ ⊂ dom 𝐿 e 𝑥𝑛 ser 𝜔-periódica,

temos, para 𝑡0 ∈ [0, 𝜔] arbitrário que, para
𝜀

3𝜌𝜔
> 0, existe 𝛿 > 0 tal que se 𝑡 ∈ [0, 𝜔], |𝑡 − 𝑡0 | < 𝛿

então

|exp{−𝑥𝑛 (𝑡) − 𝛾 exp{𝑥𝑛 (𝑡 − 𝜏)}} − exp{−𝑥𝑛 (𝑡0) − 𝛾 exp{𝑥𝑛 (𝑡0 − 𝜏)}}| <
𝜀

3𝜌𝜔
.

Com isso, para 𝑥𝑛 ∈ Λ e supondo que |𝑡 − 𝑡0 | < 𝛿, com 𝑡, 𝑡0 ∈ [0, 𝜔], temos

|𝐾𝑃,𝑄N(𝑥𝑛 (𝑡)) − 𝐾𝑃,𝑄N(𝑥𝑛 (𝑡0)) | ⩽
𝜌

𝜔

∫ 𝜔

0

∫ 𝑡

0
| exp{−𝑥𝑛 (𝑡0) − 𝛾 exp{𝑥𝑛 (𝑡0 − 𝜏)}}

− exp{−𝑥𝑛 (𝑠) − 𝛾 exp{𝑥𝑛 (𝑠 − 𝜏)}}| 𝑑𝑠𝑑𝑡 +
∫ 𝑡

0
| exp{−𝑥𝑛 (𝑠) − 𝛾 exp{𝑥𝑛 (𝑠 − 𝜏)}}

− exp{−𝑥𝑛 (𝑡0) − 𝛾 exp{𝑥𝑛 (𝑡0 − 𝜏)}}|𝑑𝑠 ⩽
𝜀

6
+ 𝜀

3𝜔
· 𝜔 =

𝜀

2
< 𝜀,

ou seja,

|𝐾𝑃,𝑄N(𝑥𝑛 (𝑡)) − 𝐾𝑃,𝑄N(𝑥𝑛 (𝑡0)) | < 𝜀, sempre que 𝑥𝑛 ∈ Λ e |𝑡 − 𝑡0 | < 𝛿,

provando a Afirmação 1.
Afirmação 2: A sequência de funções {𝐾𝑃,𝑄N𝑥𝑛}𝑛∈N é uniformemente limitada.
De fato, seja 𝑡0 ∈ [0, 𝜔] arbitrário. Como {𝑥𝑛}𝑛∈N ⊂ Λ ⊂ Ω, temos

|𝐾𝑃,𝑄N(𝑥𝑛 (𝑡0)) | ⩽
3𝜌𝜔

2
· exp{𝐵 + 𝛾 exp{𝐵}},

provando a Afirmação 2.
Portanto, como 𝐾𝑃,𝑄N é um operador compacto, podemos inferir que N é um operador 𝐿-

compacto em Ω. □
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Proposição 24 Pelo que foi exposto com relação ao operador N , as seguintes hipóteses são satis-
feitas:

(I) Para 𝜆 ∈ (0, 1) e 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ dom 𝐿, tem-se 𝐿𝑥 ≠ 𝜆N𝑥;

(II) Para 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ ker 𝐿, tem-se 𝑄N𝑥 ≠ 0;

(III) 𝑑 (𝑄N|Ω∩ker 𝐿 ,Ω ∩ ker 𝐿, 0) ≠ 0.

Demonstração. (𝐼): Tome 𝜆 ∈ (0, 1) e 𝑥 ∈ 𝜕Ω ∩ dom 𝐿 arbitrários, e suponha que 𝐿𝑥 = 𝜆N𝑥.
Assim, pelo modo como definimos 𝐿 e N , e pela Proposição 22, temos ∥𝑥∥ < 𝐵. Portanto,
Ω = int Ω, donde 𝑥 ∉ 𝜕Ω∩ dom 𝐿. Mas isso é um absurdo, uma vez que tomamos 𝑥 ∈ 𝜕Ω∩ dom 𝐿.
Com isso, tem-se 𝐿𝑥 ≠ 𝜆N𝑥.

(𝐼 𝐼): Considere 𝑥 ∈ 𝜕Ω∩ker 𝐿. Logo, 𝑥 ∈ ker 𝐿 e, portanto, 𝑥′(𝑡) = 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜔]. Com
isso, temos que 𝑥(𝑡) = 𝑐 ∈ R, ou seja, 𝑥(𝑡) é uma função constante. Suponhamos que𝑄(N𝑥(𝑡)) = 0.
Assim,

−𝛿 + 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}} = 0,

donde segue que 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}} = 𝛿.
Ademais, note que pelo fato da aplicação exp ser crescente, temos

𝜌 exp{−(1 + 𝛾) exp{𝑥(𝑡)}} = 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}} ⩽ 𝜌 exp{−𝑥(𝑡)}. (18)

Pela igualdade presente em (18), obtemos

𝜌 exp{−(1 + 𝛾) exp{𝑥(𝑡)}} = 𝛿 ⇒ 𝜌

𝛿
= exp{(1 + 𝛾) exp{𝑥(𝑡)}},

ou seja,

ln

(
ln

( 𝜌
𝛿

)
(1 + 𝛾)

)
= 𝑥(𝑡).

Já pela desigualdade presente em (18), temos que

𝛿 ⩽ 𝜌 exp{−𝑥(𝑡)} ⇒ 𝑥(𝑡) ⩽ ln
( 𝜌
𝛿

)
.

Com isso,

ln

(
ln

( 𝜌
𝛿

)
(1 + 𝛾)

)
= 𝑥(𝑡) ⩽ ln

( 𝜌
𝛿

)
. (19)

Sendo assim, pelo modo como definimos a constante 𝐵 (veja Proposição 22) e pela expressão
(19), obtemos

−𝐵 < 𝐵2 < ln

(
ln

( 𝜌
𝛿

)
(1 + 𝛾)

)
= 𝑥(𝑡) ⩽ ln

( 𝜌
𝛿

)
< 𝐵1 < 𝐵,

o que nos permite escrever que 𝑥(𝑡) ∈ Ω. Mas isso é um absurdo, uma vez que 𝑥 ∈ 𝜕Ω por hipótese.
Com isso, segue que 𝑄(N𝑥(𝑡)) ≠ 0.

(𝐼 𝐼 𝐼): Para verificar a validade deste item, utilizaremos a invariância do grau por homotopia
(veja Teorema 18). Assim, consideremos a seguinte homotopia entre −𝐼𝑑 e 𝑄N ,

𝐻 (𝑥(𝑡), 𝜇) = 𝜇(−𝑥(𝑡)) + 1 − 𝜇
𝜔

∫ 𝜔

0
𝑄(N (𝑥(𝑡))) 𝑑𝑡, para todo 𝜇 ∈ [0, 1] .
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Vamos mostrar que 0 ∉ 𝐻 ((𝜕Ω ∩ ker 𝐿) × [0, 1]). De fato, tomando 𝑥(𝑡) ∈ 𝜕Ω ∩ ker 𝐿,
temos que 𝑥(𝑡) é constante e ∥𝑥(𝑡)∥ = 𝐵, donde segue que 𝑥(𝑡) = ±𝐵. Assim, pelo item (𝐼 𝐼),
temos 𝑄(N (𝑥(𝑡))) ≠ 0. Afirmamos que 𝑄(N (𝐵)) < 0 e 𝑄(N (−𝐵)) > 0. Com efeito, supondo
𝑄(N (𝐵)) > 0, temos

0 < 𝑄(N (𝐵)) =
1
𝜔

∫ 𝜔

0
−𝛿𝑑𝑡 + 1

𝜔

∫ 𝜔

0
𝜌 exp{−𝐵 − 𝛾 exp{𝐵}}𝑑𝑡 ⩽ −𝛿 + 𝜌 exp{−𝐵},

donde segue que
𝛿 < 𝜌 exp{−𝐵}

e, portanto,
𝐵 < ln

( 𝜌
𝛿

)
< ln

( 𝜌
𝛿

)
+ 2𝜔𝛿 = 𝐵1,

ou seja, 𝐵 < 𝐵1. Mas isso é um absurdo, uma vez que 𝐵 > max{|𝐵1 |, |𝐵2 |}. Com isso, temos que
𝑄N(𝐵) < 0.

Por argumentos similares, tem-se 𝑄N(−𝐵) > 0. Sendo assim, tomando 𝑥(𝑡) ∈ 𝜕Ω ∩ ker 𝐿 e
𝜇 ∈ [0, 1], e atentando para o fato de que 𝑄(N (𝐵)) < 0 e 𝑄(N (−𝐵)) > 0, obtemos

𝑥(𝑡)𝐻 (𝑥(𝑡), 𝜇) = 𝜇(−𝑥2(𝑡)) + 1 − 𝜇
𝜔

∫ 𝜔

0
𝑥(𝑡)𝑄(N (𝑥(𝑡))) 𝑑𝑡 < 0,

o que nos permite concluir que 0 ∉ 𝐻 ((𝜕Ω ∩ ker 𝐿) × [0, 1]).
Portanto, o Corolário 7 e o Teorema 18 nos garantem que

𝑑 (𝑄N|Ω∩ker 𝐿 ,Ω ∩ ker 𝐿, 0) = 𝑑 (−𝐼𝑑 |Ω∩ker 𝐿 ,Ω ∩ ker 𝐿, 0) ≠ 0,

mostrando a validade do resultado. □

Por fim, mostraremos que a equação

𝑥′(𝑡) = −𝛿 + 𝜌 exp{−𝑥(𝑡) − 𝛾 exp{𝑥(𝑡 − 𝜏)}} (20)

possui pelo menos uma solução 𝜔-periódica positiva em Ω, atingindo assim o objetivo central deste
trabalho. Para tal, utilizaremos os resultados que foram demonstrados ao longo do artigo.

Teorema 25 A equação (20) com a condição inicial (2) possui pelo menos uma solução positiva e
𝜔-periódica em Ω.

Demonstração. Pelas Proposições 21, 22, 23 e 24, temos que as condições do Corolário 19 estão
satisfeitas. Logo, a equação (20) possui pelo menos uma solução 𝜔-periódica em (dom 𝐿∩Ω) ⊂ Ω,
a qual denotaremos por 𝑦(𝑡).

Sendo assim, 𝑥(𝑡) = exp{𝑦(𝑡)} é uma solução 𝜔-periódica da equação (20) em Ω. □
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