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1 Introducao

Wazewska-CzyZewska e Lasota [1] propuseram a seguinte equacdo diferencial funcional com
retardamento nao-autoénoma [2, 3, 4] para descrever a sobrevivéncia das hemdacias em animais:

N'(t) = =6N(t) + pexp{-yN(t-71)},t>0,6>0, p>0,y>0,7>0, (1)
em que
(a) N(r) representa a quantidade de hemdacias em um instante ¢;
(b) o representa a taxa de destrui¢cao das hemdcias no organismo;
(c) p ey descrevem a producdo de hemdcias por unidade de tempo;
(d) 7 é o tempo necessdrio para a producdo de hemécias.

Devido a influéncia de parametros biol6gicos no modelo descrito pela equagdo (1), considera-se
a seguinte condicao inicial

N(t) = ¢(t), -1<t<0, ¢0)>0, ¢eC([-7,0],R"), ()
onde
(e) Rft={xeR:x >0}
(f) C([-7,0],R*) € o espago vetorial das fun¢des continuas de [—7,0] em R*.

Pelo método de passos, € possivel mostrar que a equacao (1) sujeita a condicao inicial (2), possui
uma solugao positiva x(¢) para todo ¢ > 0.

Neste trabalho, por meio da teoria do grau coincidente de Mawhin [5, 6], provamos a existéncia
de solucdes periddicas positivas para a equagdo (1). Para atingir esse objetivo, algumas preliminares
se fazem necessdrias, sdo elas: conceitos basicos de Andlise Funcional, a teoria do grau coincidente
de Leray-Schauder e a teoria do grau coincidente de Mawhin. Portanto, para facilitar a leitura,
abordamos sucintamente conceitos e resultados que foram utilizados ao longo do texto. O artigo
estd estruturado como segue.

A primeira sec¢do apresenta conceitos e resultados basicos de Anédlise Funcional e da teoria do
grau de Leray-Schauder. Na segunda se¢do, parte da teoria do grau coincidente de Mawhin que
serd necessdria para o resultado principal € exibida. Por fim, a terceira secdo € dedicada ao modelo
de sobrevivéncia de células sanguineas vermelhas proposto por Wazewska-Czyzewska e Lasota [1],
descrito pela equagdo (1), e estudado posteriormente por Yongli Song [7]. Ancorados por um
corolério do Teorema de Continuacdo de Mawhin, que é descrito na Se¢do 2, provamos a existéncia
de uma solugao periddica positiva para tal modelo.

Este artigo foi escrito com o intuito de propagar a possibilidade de aplicacdo da teoria do
grau coincidente ao estudo de existéncia de solugdes periddicas para equacdes diferenciais com
retardamento, exemplificada pela andlise aqui realizada sobre o modelo de sobrevivéncia de células
sanguineas vermelhas proposto por Wazewska-Czyzewska e Lasota (1). Sendo assim, este trabalho
nao fornece resultados inéditos; a teoria aqui desenvolvida pode ser encontrada em [7] de forma
condensada. No entanto, cabe destacar que as demonstracdes dos resultados que apresentamos foram
reproduzidas de modo mais didatico e detalhado, tornando a leitura acessivel também a estudantes
de graduagdao em Matemdtica.

MIZUGUTIL L. O.; AFONSO, S. M. S. Um estudo do modelo de sobrevivéncia de células sanguineas vermelhas utilizando a teoria do grau coincidente.
C.Q.D. - Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 22, n. 1, p. 110-125, jul. 2022. Edicao Iniciacdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdv22n1ic2022110125 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

111



" of
=
=)

2 Preliminares

Esta secdo € dedicada a apresentacdo de resultados e conceitos fundamentais das teorias de
Andlise Funcional e do grau de Leray - Schauder, que serdo importantes para o entendimento do
estudo apresentado neste artigo. O leitor interessado em se aprofundar nesses pré-requisitos pode
consultar as referéncias [8, 9, 10, 11, 12].

Analise Funcional e Teoria do Grau de Leray-Schauder

No que segue, E denotard um espago vetorial normado, C (£, E) o espago vetorial das aplicagoes
continuas de Q em E e 9Q a fronteira do conjunto Q.

Definicao 1 Seja Q um subconjunto aberto e limitado de E. Diremos que uma aplicagdo do tipo
¢ =1d-T:Q — E é uma perturbagdo de dimensdo finita da identidade, onde ld: E — E é a
aplicagdo identidade e T € C(Q, E), quando T () estiver contido em um subespaco de dimensdo
finita de E.

Definicao 2 Diremos que um operador T : Q — E é compacto se T for continuo e ImT for um
conjunto pré-compacto, isto é, se T for continuo e ImT for um conjunto compacto.

Definicao 3 Seja T: X — Y um operador linear. Diremos que o operador T é compacto se
T(M) CY for compacto, para todo M C X limitado.

Teorema 4 (Teorema de Arzela-Ascoli) Sejam (K, d) um espaco métrico compacto e A um sub-
conjunto de C(K,R), o espaco vetorial das funcées continuas f: K — R. Entdo, A é compacto em
C(K,R) se, e somente se, as seguintes condicoes estdo satisfeitas:

(i) A é equicontinuo, isto é, dado € > 0, para todo ty € K e € > 0, existe 6 > 0 tal que

|f(t) = f(to)| < € para todost € K com d(t,tg) < S e f € A.

(ii) O conjunto {f(t): f € A} é limitado em K paratodot € K.

Defini¢do 5 Seja ¢ = Id — T uma perturbagdo de dimensao finita da identidade. Se b ¢ ¢(0Q) e F
¢é um subespaco de dimensao finita contendo b e T(Q), entdo definimos o grau de Leray-Schauder
de ¢ em Q com relacdo a b por

d(¢,Q,b) = d(plg. QN F,b), 3)

onde d(¢|§mF, QN F,b) é o grau de Brouwer de Plgnp em QN F com relagdo a b.

Observacao 6 Se T: Q — E for um operador compacto, entéo ¢ = Id — T serd uma perturbacdo
compacta da identidade.

Corolario 7 Se Q é um subconjunto aberto e limitado de E e 1d: Q — E é a injecdo candnica,

entdo
1, se b € Q,

d(1d,Q,b) = 0, seb¢Q
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3 Teoria do grau coincidente de Mawhin

Gaines e Mawhin [5, 6] introduziram a teoria do grau de coincidéncia para perturbagdes de
operadores de Fredholm na década de 1970. Esta teoria tem se revelado uma técnica bastante
poderosa para estudar existéncia de solu¢des de problemas envolvendo equacdes nao lineares, como
se pode constatar em [5, 6], por exemplo. As importantes contribui¢des do matematico francés Jean
Mawhin para tal teoria tornaram-na conhecida como teoria do grau de coincidéncia de Mawhin.

Neste artigo, visamos mostrar a aplicabilidade da teoria do grau de coincidéncia de Mawhin
a investigacdo de condicdes que garantam a existéncia de solucdo periddica para uma equagdo
diferencial funcional com retardamento que pode ser reduzida a uma equacao de operadores do tipo

Lx = Nx “)

em um certo subconjunto Q de um espaco de Banach X, em que L é um operador linear de Fredholm
de indice zero e N € uma aplicagdo L-compacta.

Nesta secdo discorreremos sobre a teoria do grau de coincidéncia de Mawhin, apresentando os
principais resultados e defini¢cdes. Inicialmente, introduzimos o conceito de operador de Fredholm.

Definicao 8 Sejam X e Z espacos vetoriais normados. Diremos que uma aplica¢do linear
L: dom(L) Cc X — Z é um operador de Fredholm se as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

(i) ker(L) possui dimensdo finita (dimker L < o0);
(ii) Im(L) é um conjunto fechado e possui codimensao finita (Im L = Im L e codimIm L < o).
Diremos que L é um operador de Fredholm de indice zero quando
(iii) dimker L = dim Coker L.

O proximo resultado atesta que, dado um operador de Fredholm de indice zero, existem projecoes
continuas P: X — X e Q: Z — Z tais que

kerL = ImP e ImL = kerQ.

Proposicao 9 Se as condicoes da Definicdo 8 forem satisfeitas, entdo existirdo projegcoes continuas
P:X—>XeQ:Z — Ztais que

kerL = ImP e ImL = kerQ.

Na sequéncia, veremos que a restri¢do L|qom Lrkerp € invertivel com inversa Kp: ImL —
dom L Nker P. A prova deste resultado por ser encontrada em [12]. Ademais, podemos dizer que o
resultado seguinte € uma consequéncia da Proposicao 9.

Proposicao 10 Se as condicoes da Definicdo 8 forem satisfeitas, entdo o operador Lp: dom L N
ker P — Im L ¢é invertivel.

Agora, consideramos Coker L com a topologia quociente e definimos a aplicacdo continua e
sobrejetora I1: Z — Coker L por [1z = [z], onde [z] representa a classe de equivaléncia de z. A
norma com relagdo a Il € dada por

ITIz[4
]| = : 5)
=0 lzllz
onde ||z|]l; = inf |lz+y|lze|l ||z é umanormaem Z.
yelmT

No que segue, Kpp: Z — dom L N ker P denotard a inversa generalizada de L, definida por
Kpo =Kp(ld - Q).
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Defini¢ao 11 Sejam Q um subconjunto aberto e limitado de X e N : Q — Z um operador. Diremos
que N é um operador L-compacto em , se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

(i) o operador TIN : Q — Coker L é continuo e TIN (Q) é limitado;

(ii) KpoN é um operador compacto.

Observamos que ITN é continuo e IIN () é limitado se, e somente se, QN é continuo e QN (Q)
¢ limitado.

Vamos, agora, introduzir o conceito de grau de coincidéncia de L e N em Q, onde L € um
operador de Fredholm e A é um operador L-compacto em Q.

No que segue, M : Q — X denotard o operador dado por

M =P + (AH + KP’Q)N,
onde A € um isomorfismo de Coker L sobre ker L.

Teorema 12 Suponha que as condicoes das Definicoes 8 e 11 sejam satisfeitas, e que 0 ¢ (L —
N)(dom L N 9Q). Entdo, |d(Id — M, Q,0)| depende apenas de L, N e Q.

Fixadas as orientagdes de ker L e Coker L, vejamos a definicdo do grau coincidente de L e N no
conjunto L.

Definicao 13 Se os operadores L, N e o subconjunto Q satisfazem as condi¢oes das Definigoes 8
ell,com0¢ (L—-N)(domL N aQ), entdo o grau de Leray-Schauder, d(1d — M, Q,0), estd bem
definido (pelo Teorema 12) e, assim, definimos o grau coincidente d((L,N),Q) de L e N em Q
como sendo o niimero inteiro

d((L,N),Q,0) = d(Id —M,Q,0),

emqueM: Q — X éuma aplicagdo definidapor M = P+(AIl+Kp o) N, onde A: Coker L — ker L
é um isomorfismo que preserva orientacdo.

Como o grau de coincidéncia de Mawhin € definido em termos do grau de Leray-Schauder, entao
uma pergunta aqui nos cabe: existem propriedades similares as do grau de Leray-Schauder para o
grau o grau de coincidéncia de Mawhin? A resposta € sim.

Enunciaremos a seguir as principais propriedades do grau de coincidéncia de Mawhin. En-
tretanto, as demonstragdes foram omitidas. Para estabelecé-las, basta utilizar as propriedades
correspondentes do grau de Leray-Schauder. O leitor interessado pode encontré-las em [5].

No que segue, suponha que (L, N, Q) satisfaca as condi¢des das Defini¢oes 8 e 11, com 0 ¢
(L - N)(dom L N 9Q).

Propriedade 14 (Existéncia) Se d((L,N),Q) # 0, entdo 0 € (L — N)(dom L N Q).
Propriedade 15 (Exclusio) Se Qo C Q é um conjunto aberto tal que (L — N)~1(0) € Qo, entdo
d((L,N),Q) = d((L,N),L).

Propriedade 16 (Aditividade) Se Q = Q U Q), em que Q1,9 C Q sdo conjuntos abertos e
disjuntos, e 0 ¢ (L — N)(dom L N 0€;), i = 1,2, entdo

d((L,N),Q) = d((L,N),Q1) + d((L,N),£,).
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A préxima definicdo permitir-nos-4 enunciar o resultado de invariincia do grau coincidente por
homotopia.

Definicao 17 Sejam L: X — Z um operador de Fredholm de indice zero, Q um subconjunto aberto
e limitado de X ¢ N um operador definido em Q x [0, 1] com valores em Z. Diremos que N é um
operador L-compacto em Q x [0, 1] se o operador Ny = N(-, 1) for L-compacto em Q, para cada
A€ [0,1].

Teorema 18 (Invariancia do grau por homotopia) Se L é um operador de Fredholm de indice
zero, N: Q x [0, 1] — Z é um operador L-compacto em Q X [0, 1] e, para A € [0, 1], tem-se

0¢ (L-N(,2)(domL N o),
entdo d((L, N (-, 2)), Q) independe de A € [0, 1].

Para a demonstracao do resultado de existéncia de solu¢d@o periddica positiva para a equacao (1),
utilizaremos o seguinte coroldrio do Teorema de Continuacao de Mawhin, cuja demonstracdo pode
ser encontrada em [12, 5].

Corolario 19 Sejam X, Z espacos de Banach e € um subconjunto aberto e limitado de X. Consi-
deremos a equagdo
= AN'x,

emque L: dom L C X — Z é um operador de Fredholm de indice zero, A € [0,1] e N’ Q—>2Zé
um operador L-compacto em Q.
Sejam P: X — X e Q: Z — Z projecoes continuas tais que Im P = ker L e ker Q = Im L.
Além disso, suponhamos que as seguintes condicoes sejam satisfeitas:

(I) para A € (0,1) ex € 0Q Ndom L, tem-se Lx # AN'x;
(Il) para x € dQ NKker L, tem-se QN'x # 0;

Sob as condicées acima, a equagdo Lx = N'x possui pelo menos uma solucdo em Q N dom L.

4 Existéncia de solucoes periodicas positivas para o modelo de
Wazewska-Czyzenska e Lasota

Nosso objetivo nesta se¢do € utilizar um corolédrio do Teorema de Continua¢do de Mawhin, a
saber, o Coroldrio 19, para provar a existéncia de solu¢des periddicas positivas para o sistema

{N’(t) = —6N(1) + pexp{-y N(t-1)}, t30,6>0,p>0,9>0, 7>0, ©

N(t) = ¢(t), -T<t<0.
Recordamos que:

» N(¢) representa a quantidade de hemdcias em um instante ¢;
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» 0 denota a taxa de destrui¢do das hemdcias no organismo;
» p ey descrevem a producao de hemdcias por unidade de tempo;
» 7 ¢ o tempo necessdrio para a producdo de hemacias;

» ¢ € C([-1,0],R").

Para atingir nosso objetivo, encontraremos uma equacdo de operadores Lx = Nx, onde L é um
operador de Fredholm de indice zero e N € um operador L-compacto.

Visando facilitar a notagdo, com relagdo a uma fungao periddica f(¢) com periodo w, denotare-
mos

f(&) = min f(r) e f(n) = max f().
re[0,w] t€[0,w]
Lema 20 Sejam 7 e ¢ definidos anteriormente. Se N(t) é solucdo do sistema

N'(t) = =6N(t) + pexp{-y N(t—-71)}, >0,
N(t) = ¢(t), -T<t<0,

entdo N(t) > 0, para todo t > 0.

Demonstragdo. De inicio, observamos que utilizaremos o método de passos para concluir a de-
monstra¢do. Dito isso, suponhamos que exista algum #y € [0, 7] tal que x(z9) = 0. Como p > 0,
segue que

N'(t) = =6N(t) + pexp{-y N(t — 1)} > —6N(1).

Como a fungdo exp é uma bijecdo crescente de R em R*, multiplicando ambos os membros da
desigualdade acima por exp{d7}, obtemos

(N(t)exp{6t})’ > 0, paratodot € [0, 1],

permitindo-nos inferir que N(#) exp{d¢} € uma funcdo crescente para todo ¢ € [0, #o].
Em particular, temos que

0 < tp = N(0)exp{60} < N(ty) exp{dto},
donde segue que 0 < N(1p) exp{dty} e, portanto,
0 < N(2),

o que € um absurdo, haja vista que N(zy) = 0.

Com isso, segue que N(¢) # Oparatodot € [0, 7]. Afirmamos que N(z) > Oparatodot € [0, 7].
Suponha que exista ¢’ € [0, 7] tal que N(t’) < 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio,
existe t” € (0, 7) tal que N(¢””) = 0, o que é um absurdo, uma vez que N(¢) # O paratodot € [0, 7].
Sendo assim, temos a validade da afirmac@o e, pelo método de passos, concluimos que N(z) > 0
para todo t > 0. O
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Portanto, pelo Lema 20, podemos considerar N(¢) = exp{x(?)} e reescrever a equacdo (6) da
seguinte forma

xX'(t) = =6 + pexp{—x(t) — yexp{x(t — 7)}}.
Consideremos X = Z = {x(t) € C(R,R) : x(t +w) =x(t)} e ||x|| = II[lng] |x(¢)|. Note que X e Z
re[0,w
tonam-se espacos de Banach quando consideramos a norma da convergéncia uniforme (ou norma do
sup). Ainda, sejam L: domL ¢ X — Z, com Lx = x’(¢), ondedomL = {x e X : x € C'(R,R)} e
N: X — Z o operador dado por
Nx(t) = =0 + pexp{—x(t) — yexp{x(t —7)}}.
Definamos as projecoes P: X — X e Q: Z — Z por

Px = Ox = l/wx(l‘)a’t.
w Jo

Proposicao 21 L é um operador de Fredholm de indice zero.

Demonstracdo. E facil ver que P e Q sdo aplicagdes continuas. Mostremos, portanto, que L é um
operador de Fredholm de indice zero. Note que

kerL = {xe X:Lx=0} = {x € X :x'(¢) =0, paratodo t},

ou seja, se x € ker L entdo x’(r) = 0 para todo t € R. Assim, x(f) = r € R paratodo t € R,
mostrando que x € uma funcao constante. Logo,

dimkerL = dimR = 1 < oo.

w
Vejamos ainda que ImL = {y €Z: / y(t)dt = O}. De fato, se y € ImL entdo existe
0

x € dom L tal que Lx =y. Com isso, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

/Ow?(f)d’ = /OwLx dt = /wa'(t)dt = x(w) - x(0) £ o,

w
onde em () usa-se o fato de x ser w-periddica. Assim, y € {y €Z: / y(t)dt = O}.
0
w w
Por outro lado, sejay € {y €’Z: / y(t)dt = O}. Ouseja,yeYe / y(t)dt = 0. Conside-
0 0

t
remos x(t) = / y(s)ds. Observe que x € diferenciavel e
0

x(t+ w) :/0 v(s)ds :/0 ')T(S)ds+/ v(s)ds

0+ /0 y(s —w)ds = ‘/0 y(s)ds = x(1),

visto que y é w-periddica. Portanto, temos que y € Im L e, consequentemente,

ImL = {yeZ:/wy(t)dt:O},
0
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permitindo-nos inferir que Im L = ker Q.
Agora, provemos que Im L € um conjunto fechado. Tomemos, pois, y € Im L. Entdo, existe uma
sequéncia (y,)uen C Im L tal que

w
Yn——Yy € / yn(t)dt = 0, paratodon € N.
0

n—oo

Como a convergéncia de y, para y, quando n — oo, é uniforme (uma vez que estamos conside-
rando a norma da convergéncia uniforme), temos

/ yn(D)dt —— / Y,
0 n—oo 0

donde segue que / y(t)dt = 0 e, portanto, y € Im L. Logo, Im L = Im L, mostrando que Im L é

0
um conjunto fechado. Isso conclui a prova de que L é um operador de Fredholm.
Para concluir que L é um operador de Fredholm de indice zero, falta verificar que dimker L =
codim Im L. Pois bem, como Im Q é um subespaco ndo trivial de R e dimR = 1, temos que

dimImQ = dimR = 1.

Sabemos, também, que
Z =ImQ & kerQ.

Pelo fato de que kerQ = Im L, segue que codimker Q = codimIm L. Assim, o Teorema do
Niucleo e da Imagem nos garante que

codimIm L = codimkerQ = dimZ — dimkerQ = dimImQ = 1,
ou seja, dimker L = codim Im L, o que completa a prova. O
Agora, fixe A € (0, 1) e considere a equacio
Lx(t) = ANx(1), (7)

que corresponde a
xX'(t) = =16 + Apexp{—x(t) — yexp{x(t — 7)}}. (8)

Proposicao 22 Existe uma constante positiva B, que ndo depende de A, tal que se x € dom L satisfaz
a equacdo (8), entdo ||x|| < B.

Demonstragdo. Suponhamos que x € dom L € uma solugdo para a equacao (8). Como 4 > 0, temos

%x’(;) + 6 = pexp{—x(t) — yexp{x(t - 7)}}.

Integrando ambos os membros da expressao acima em relacdo a ¢ de 0 a w, obtemos

%/0 x'(t)dr + 6/0 dt = /0 pexp{—x(t) — yexp{x(t — 1)} }dr,
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donde, pelo Teorema Fundamental do Célculo e pelo fato de x ser w-periddica, segue que

ow = /pr exp{—x(t) — yexp{x (¢ — 1)} }dt. 9)

Pelas expressoes (7) e (9), atreladas ao fato de 4 € (0,1) e p > 0, temos

/ " ldi
0

/l/ | =0 + pexp{—x(t) —yexp{x(t — 1)} }|dt
0

A

/0 | = 5+ pexp{—x(r) -y expla(t — D)} }|dr

N

/ 18l + / [ exp{—x(1) — y explx(r — )}}ldr
0 0

6/0de + /prexp{—x(t) —yexp{x(t — 1)} }dt = 2wé,

ou seja,
w
/ [x"(¢)]|dt < 2wé. (10)
0
Como x € continua e w-periddica, podemos inferir que existem &, € [0, w] tais que
x(¢) = min x(r) e x(n) = max x(z). (11)
1€[0,w] te[0,w]

Por (9) e (11), temos
ow = /wpexp{—x(t) —vyexp{x(t —7)}}dt < /wpexp{—x(t)}dt
0 0
< [ pexpi-ai@dr = pexp-a(é)o
0

Dai,

e assim, exp{x(¢)} < g

x(€) < In (g) . (12)

Sendo x(¢) = n[loin]x(t), segue pelo Teorema Fundamental do Célculo que
te|0,w
t t
x(t) — x(&) = / xX'(s)ds < / |x"(s)| ds.
3 3
t w
Ainda, pelo fato de &,7 € [0, w], temos / Ix"(s)|ds < / |x"(s)|ds e, portanto,
£ 0

x(1) — x(&) < /0 X' (s)] ds,

donde, pelas expressoes (10) e (12), obtemos

x(f) < x(&) + ‘/wlx/(t)ldt < 1n(§) + 2w = By, paratodot € [0,w].  (13)
0
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Novamente por (9) e (11), temos
Sw = /w pexp{—x(t) — yexp{x(t — T)}}dt > /wp exp{—exp{x(r)} — y exp{x(s — 1)} }dt
0 0

> /O pexp{—exp{x(n)} —yexp{x(m)}}dt > pexp{—(1+7y)exp{x(n)}}w,

)
ou seja, — > exp{—(1 +vy) exp{x(n)}}, donde segue que
Je

e,
exp{(1+y)exp{x(n)}} > 5
Logo,
2 ,
expli(n} > 5
0 que nos permite escrever
(%)
"\
> 1 14
xm) > In| (14)

Por argumentos similares aos utilizados anteriormente, como x(n) = maxx(¢), temos pelo
te[0,w]

Teorema Fundamental do Calculo que

n n
wmﬂm=/f®m</wmm

donde segue que

n
ﬂn—xw)>—/'wunm.

t

t w
Como 1,1 € [0, w], temos —/ |x"(s)|ds > —/ |x"(s)|ds. Assim,
n 0

ﬂﬂ—xm)>—A ' (s)] ds,

donde, pelas expressoes (10) e (14), obtemos

in(5)

1+

x(t) = x(n) - / |x"(s)] ds > In — 2wé = By, paratodot € [0, w]. (15)
0

Tomando B > max{|B|, |B2|}, temos, pelas expressoes (13) e (15), que se x € dom L satisfaz
(8) entdo ||x|| < B. O

Para o préximo resultado, consideremos  C X o seguinte conjunto aberto e limitado:

Q = {xeX:|x|| <B}.
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Proposicao 23 O operador N é L-compacto em Q.

Demonstragdo. De inicio, mostramos que QN (Q) é limitado. De fato, considere x € Q arbitrario

e note que
1 w 1 w w
|[ON (x)| = '—/ N(x)dt| = —/ —(5dt+/ pexp{—x(t) — yexp{x(t — 1)} }dt
w Jo w 1Jo 0
< l/ |o|dt + l/ |o exp{—x(1) — yexp{x(t — 1)} }|dt
w Jo w Jo
= 0 + pexp{B +yexp{B}},
ou seja,

ION(x)| < 6 + pexp{B +yexp{B}},

de onde segue que o conjunto QN () ¢ limitado.
Afirmacdo: a inversa do operador L restrito a dom L Nker P, Kp: ImL — dom L Nker P, é
dada por

Kp(z(1)) = —i/ow/o z(s) dsdt + /0 z(s) ds, paraz €ImL. (16)

De fato, observe que como L € um operador de Fredholm de indice zero (veja Proposicao 21),
entdo Im L = ker Q. Mostremos, agora, que Im L = Im(/d — Q). Com efeito, tome y € Im(/d — Q)
arbitrario. Assim, existex € X talque (Id—Q)x(t) = y(t),com¢t € [0, w]. Ouseja, x(t)—Q(x(1)) =
y(t). Mas, como ker Q = Im L e Q € uma proje¢ao, segue que

Q(y(1) = Q(x(1) = Q(x(1)) = Q(x(1)) = Q*(x(1)) =

donde Q(y(t)) = 0 e, portanto, y(t) € kerQ = Im L.

Por outro lado, se y € Im L, entdo existe x € X tal que L(x(¢)) = y(t), ou seja, x'(¢) = y(¢).
Novamente pelo fato de ker Q = Im L, temos Q (x"(¢)) = 0. Logo, Q(y(¢)) = 0. Como Q € projecio,
temos que

Q(y(1) = 0 = Q(x(1) - Q*(x(1)),
ou seja, y(r) = x(t) — Q(x(t)) = (Id — Q)x(¢t). Portanto, y(¢t) € Im(Id — Q), e assim ImL =
Im(1d - Q).
Com isso, podemos dizer que Kp estd definido em Im L = Im(/d — Q). Assim, sey € ImL,
entdo temos que

y(0) = L(x(@) = x'(1) e y(1) = x(1) - Qx(1)).

Como x’ é continua, uma vez que x € C (R,R), entdo x’ = y é integravel. Sendo assim,
integrando de 0 a ¢ a expressao y(s) = x(s) — Q(x(s)), obtemos

/Oty(S) ds = / x(s) ds - / Q(x(s)) ds = /tx(s) ds — /Ot [é/owx(s) dt] ds
:/ x(s) ds — —/ / x(s) dsdt.

Assim, para z € Im L arbitrdrio, tem-se que

Kp(z(1)) = /0 z(s) ds — é./ow./o z(s) dsdt.
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Ainda, temos que K, (L(z(?))) = z(t), o que conclui a prova da afirmagdo.
Agora, mostremos que Kp o/ € um operador compacto. Com efeito, sabemos que Kp N =
Kp(Id — Q)N. Assim, para x € Q e pela expressdo (16), segue que

1 w t
KpoNx = KpNx — KpONx = _Z/ / pexp{—x(s) —yexp{x(s —7)}} dsdt
0o Jo

+ / pexp{—x(s) —yexp{x(s —7)}} ds
0

Kp(pexp{—x(1) =y exp{x(t - 7)}}),

ou seja,
KpoNx = Kp(pexp{—x(1) -y exp{x(t - )}}). (17)

Como x € dom L e exp € uma aplicagdo continua, segue pelas expressdes (16) e (17) que Kp o N
€ um operador continuo.

Seja A um subconjunto de Q e seja {x, }neiy uma sequéncia de funcdes em A. A fim de mostrar
que Kp o N é um operador compacto, provaremos que existe uma subsequéncia {x,, }ren C {Xp}nen
tal que {Kp o Nx,, }ren € convergente. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli , € suficiente mostrar que a
sequéncia de fung¢des {Kp o Nx,},en € equicontinua e uniformemente limitada. Fagamos isso.

Afirmacido 1: A sequéncia de fungdes {Kp o Nx, }qen € equicontinua.

Com efeito, pela continuidade da aplicac;ﬁ(()9 exp, do fato de x, € A € dom L e x,, ser w-periddica,

temos, para ty € [0, w] arbitrario que, para Tom > 0, existe 0 > 0talqueser e [O,w], |t -1y <6
w

entao

lexp{=xa(1) =y exp{ia(r = )}} = exp{=xs(10) = yexp{a(to -} < 7.
pw

Com isso, para x,, € A e supondo que |t — ty| < §, com 1,y € [0, w], temos

KnoNGa(0) = KroN o)l < £ [7 [ jexpton,(t0) —yexplan 0 - 7))

— exp{—xu(s) — y explon(s — )} }| dsdr + /0 | exp{—xa(s) — 7 explxa(s - )}}

£ £ _
— w == <&
3w 2 ’

£

= exp{—xa(t0) =y exp{xa(to - T)}}ds < = +

ou seja,
|KpoN (x,(t)) — KpoN(x,(20))] < &, semprequex, € Ael|t—1ty| <9,
provando a Afirmagdo 1.

Afirmacdo 2: A sequéncia de fungdes {Kp g Nx, }qen € uniformemente limitada.

De fato, seja ¢y € [0, w] arbitrario. Como {x,},en C A C Q, temos
3pw
KpoN ()] < = - exp(B+y exp(B}}.

provando a Afirmacao 2.
Portanto, como KpoN € um operador compacto, podemos inferir que N € um operador L-

compacto em €. O
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Proposicao 24 Pelo que foi exposto com relacdo ao operador N, as seguintes hipoteses sao satis-
Jeitas:

(I) Parad € (0,1) e x € 0QNdom L, tem-se Lx # ANX;
(1) Para x € 0Q NKker L, tem-se QNx # 0;
(IlI) d (ON|onkerr, 2 Nker L,0) # 0.

Demonstragdo. (I): Tome A € (0,1) e x € 9Q N dom L arbitrarios, e suponha que Lx = ANx.
Assim, pelo modo como definimos L e N, e pela Proposicdo 22, temos ||x|| < B. Portanto,
Q =int Q, donde x ¢ 0Q Ndom L. Mas isso é um absurdo, uma vez que tomamos x € dQNdom L.
Com isso, tem-se Lx # ANx.

(II): Considere x € 0Qnker L. Logo, x € ker L e, portanto, x’(t) = O paratodot € [0, w]. Com
isso, temos que x(7) = ¢ € R, ou seja, x(¢) é uma fungdo constante. Suponhamos que Q(Nx(¢)) = 0.
Assim,

-6 + pexp{—x(t) —yexp{x(t—7)}} = 0,

donde segue que p exp{—x(t) — yexp{x(t —7)}} = 0.
Ademais, note que pelo fato da aplicacdo exp ser crescente, temos

pexp{=(1+y)exp{x(1)}} = pexp{-x(r) —yexp{x(r - 7)}} < pexp{-x(1)}.  (18)

Pela igualdade presente em (18), obtemos

pexp{—(1+y)exp{x(n}} = 6 = = = exp{(1 +y)exp{x(0)}},

SRS

ou seja,
In(5) ) _
In (m) = X(t)

Ja pela desigualdade presente em (18), temos que

§ < pexp{—x(1)} = x(1) < 1n(§).

Com isso,

In (§) p
ln((1+5y)) = x(1) < ln(g). (19)

Sendo assim, pelo modo como definimos a constante B (veja Proposicao 22) e pela expressao
(19), obtemos

In (2
-B < By < ln((ilj_dj?)) = x(1) < ln(g) < By < B,

0 que nos permite escrever que x(7) € Q. Mas isso é um absurdo, uma vez que x € 9€2 por hipdtese.
Com isso, segue que Q(Nx(z)) # 0.

(III): Para verificar a validade deste item, utilizaremos a invariancia do grau por homotopia
(veja Teorema 18). Assim, consideremos a seguinte homotopia entre —/d e N,

1

H(x(t),u) = pu(—x(1)) + e /wQ(N(x(t))) dt, paratodo u € [0, 1].
W Jo
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Vamos mostrar que 0 ¢ H((0Q NnkerL) x [0,1]). De fato, tomando x(z) € 9Q N ker L,
temos que x(t) é constante e ||x(¢)|| = B, donde segue que x(¢) = +B. Assim, pelo item (/1),
temos Q (N (x(t))) # 0. Afirmamos que Q(N(B)) < 0e Q(N(-B)) > 0. Com efeito, supondo
Q(N(B)) > 0, temos

0 < Q(IN(B)) = é/ow—(idt + é/owpexp{—B—yexp{B}}dt < -0 + pexp{-B},

donde segue que
0 < pexp{-B}

e, portanto,

B < ln(E) < 1n(£) + 2wé = By,
0 o

ou seja, B < Bj. Mas isso é um absurdo, uma vez que B > max{|B|, |Bz|}. Com isso, temos que
ON(B) < 0.

Por argumentos similares, tem-se QN (—B) > 0. Sendo assim, tomando x(¢) € dQ NkerL e
u € [0, 1], e atentando para o fato de que Q(N(B)) < 0e Q(N(-B)) > 0, obtemos

x(OH(x(1), u) = ,U(—Xz(t)) N 1—u

/0 X OQN (D)) di < 0,

0 que nos permite concluir que 0 ¢ H((0Q Nker L) x [0, 1]).
Portanto, o Corolério 7 e o Teorema 18 nos garantem que

d (ON|onkerr, Q2 Nker L,0) = d (—1d|onkerr, 2Nker L,0) # 0,
mostrando a validade do resultado. O

Por fim, mostraremos que a equagao

x'(1) = =6 + pexp{-x(1) —yexp{x(t - 7)}} (20)

possui pelo menos uma solug¢do w-periddica positiva em €2, atingindo assim o objetivo central deste
trabalho. Para tal, utilizaremos os resultados que foram demonstrados ao longo do artigo.

Teorema 25 A equacgdo (20) com a condicdo inicial (2) possui pelo menos uma solugdo positiva e
w-periodica em Q.

Demonstragdo. Pelas Proposicoes 21, 22, 23 e 24, temos que as condi¢des do Corolario 19 estao
satisfeitas. Logo, a equagao (20) possui pelo menos uma solugdo w-peridédica em (dom L NQ) C Q,
a qual denotaremos por y (7).

Sendo assim, x(¢) = exp{y(¢)} € uma solu¢do w-periddica da equagao (20) em Q. O
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