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Revisitando a superficie focal

The focal surface, revisited

Resumo
Este artigo tem como objetivo reunir os principais resultados
existentes na literatura sobre a geometria do conjunto focal, fa-
zendo uma revisao de notacdes e atualizando alguns resultados
com a moderna linguagem de frentes de onda. Consideramos
o classico estudo do conjunto focal de superficies regulares,
presente em diferentes artigos e livros, com variadas notagdes.
Assim, esse trabalho também visa reunir os resultados em no-
tacdes mais modernas e de ficil entendimento. Também consi-
deramos estudos recentes sobre o conjunto focal de superficies
singulares.
Este trabalho € financiado pela FAPESP, processo 2018/17712-
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Abstract

This work aims to rejoin the mainly results in literature about the
geometry of the focal set, reviewing the notation and remaking
some results with the modern language for wave fronts. We
consider the classical study for focal set of regular surfaces,
which are in different papers and books, with some different
notations. Therefore, it also aims to make the undestanding of
the study easier. We also consider a very recent study on the
geometry of focal set of singular surfaces.
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1 Introducao

Os objetos de estudo da Geometria Diferencial cldssica no espaco Euclidiano R? sio curvas e
superficies regulares. O estudo de superficies singulares do ponto de vista da Geometria Diferencial
estd se desenvolvendo a cada dia e a técnica de associar uma superficie singular a uma superficie
regular M e descobrir alguns aspectos da geometria de M a partir daqueles da superficie singular
estd na esséncia dos estudos sobre geometria de superficies singulares.

O conceito de contato entre curvas e superficies em R* é uma importante ferramenta para o estudo
da geometria de superficies. Por exemplo, a geometria associada ao contato entre uma superficie e
retas e planos dé informacdes sobre a aplicacdo de Gauss e a dual da superficie. Por outro lado, o
contato entre a superficie com esferas (o qual € descrito pelas K-singularidades da funcdo distancia
ao quadrado dy, com u sendo o centro da esfera) dd informacdes, por exemplo, sobre as curvaturas e
direcdes principais, sobre as linhas de curvatura e pontos umbilicos sobre a superficie. Além disso,
ha outras curvas de interesse sobre a superficie que surgem no estudo, como as ridges e as curvas
sub-parabdlicas. Ridges sdo de grande interesse geométrico e no campo de visdo computacional
(ver, por exemplo, [1, 2, 3]).

O conjunto focal ¥ de M de uma superficie regular em R3 é o lugar geométrico dos centros
das esferas tangentes a M com raios igual ao inverso das curvaturas principais (chamadas esferas de
curvatura). Em Fisica, se a luz se propaga uniformemente em M, entdo ¥ € o lugar geométrico dos
pontos onde a luz é mais concentrada. Um estudo sobre a geometria do conjunto focal de superficies
regulares pode ser encontrado nos trabalhos de Porteous ([4, 5]) e Morris ([6]). O livro [5] traz
um tratamento extensivo sobre esse assunto porém, em nossa opinido, ndo € de fécil leitura devido
a notacdo usada pelo autor. Tanto Porteous como Morris definem curvas especiais que ajudam
no estudo da geometria da superficie focal. Tais defini¢cOes sdo dadas de modo diferente, mas sao
equivalentes. Sao elas as curvas ridges e sub-parabdlicas. No livro [7] encontramos alguns dos
resultados de Porteous, j4 com uma linguagem atualizada.

Usando resultados sobre desdobramentos versais, deduzem-se modelos para o conjunto focal 7,
verificando que ele pode ter singularidades.

Como observamos que a superficie focal, fora de pontos umbilicos, pode ser parametrizada por
uma frente de onda, aliamos o estudo realizado por Morris e Porteous aos resultados dos trabalhos de
Martins, Saji, Umehara e Yamada ([8] e [9]) para frentes de onda. E conhecido que as singularidades
genéricas de frentes de onda sao cuspidais edges e rabos de andorinha e dois possiveis modelos para
o conjunto focal de superficies regulares sio esses dois tipos de superficies singulares.

A pré-imagem do conjunto singular de ¥ correspondente a uma cuspidal edge € uma curva sobre
M, chamada ridge por Porteous ([5]). Pode ser mostrado que a curva ridge consiste do conjunto dos
pontos onde a curvatura principal é extrema ao longo de suas linhas de curvatura. Assim, podemos
obter informacdes geométricas sobre M a partir do conjunto singular de 7, o qual € invariante
por difeomorfismos. A pré-imagem sobre M do conjunto parabdlico de ¥ € chamado de conjunto
sub-parabdlico ([10]). A estrutura do conjunto sub-parabdlico é obtido explorando os resultados
de dualidade apresentados em [10] entre o conjunto bifurcacdo da familia de aplicagdes-dobra e a
familia de func¢des distancia ao quadrado. Pode ser mostrado que o conjunto sub-parabdlico € o
lugar geométrico das inflexdes geodésicas das linhas de curvatura de M ([6]). Estd claro, portanto,
que a geometria de ¥ fornece informagdes sobre a geometria de M.

Uma questdo de muito interesse atual € sobre a geometria de superficies singulares. Neste
contexto, frentes de onda sdo uma importante categoria e hé estudos recentes sobre a superficie focal
de frentes de onda, devidos a Teramoto ([11, 12]).

Organizamos este artigo da seguinte forma: na Secdo 2 apresentamos, de maneira breve, alguns

MARTINS, L. E;; SANTOS, S. P. Revisitando a superficie focal. C.Q.D. Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 22, n. 1, p. 149-170,
jul. 2022. Edicao Inicia¢do Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdv22n12022149170 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

150



" of
=
=)

conceitos que precisaremos no decorrer do trabalho. Na Secdo 3 concentramos o estudo sobre o
conjunto focal de superficies regulares em R> e na Secdio 4 apresentamos os resultados sobre o
conjunto focal para superficies singulares que sdo imagens de frentes de onda.

Nossa principal contribuic¢ao neste trabalho € apresentar ao leitor um texto em portugués reunindo
material presente em diferentes livros e artigos cientificos sobre o conjunto focal de superficies em
R3, uniformizando as diferentes notacdes existentes, e trazendo também os conceitos modernos
sobre frentes de onda, atualizando alguns dos resultados com essa nova roupagem. Esperamos que
esse trabalho possa ser motivador aos alunos interessados no estudo da geometria de superficies,
além do ponto de vista tradicional da Geometria Diferencial. Observamos que alguns dos resultados
aqui apresentados podem ser consultados na dissertacdo de mestrado do segundo autor ([13]). Além
disso, ha varios outros resultados envolvendo a geometria da superficie focal e que nao foram
incluidos nesse trabalho, porém, entendemos que os principais estdo aqui presentes, assim como as
devidas referéncias.

2 Preliminares

Assumiremos neste trabalho conhecimentos basicos sobre Teoria de Singularidades, como aque-
les envolvendo contato e desdobramentos e nos limitaremos a algumas defini¢cdes e propriedades a
fim de estabelecer notag¢des. Para detalhes, recomendamos os livros [7, 14].

Dados U,V abertos em R” contendo g € R" e aplicagdes diferencidveis f : U — R™ e
g : V — R™, denotamos por f ~ g quando existir um aberto W c U NV, tal que f|lw = glw. A
relacdo ~ € uma relacdo de equivaléncia no conjunto das aplicacdes de R" em R definidas em uma
vizinhanca de g. A classe de equivaléncia de f € chamada de germe de f em ¢ e é denotada por
f : (R",g) — R™. Quando queremos explicitar a imagem de ¢ por um representante (e portanto
todos) de f, digamos f(gq) = p, escrevemos f : (R"?,q) — (R™, p).

Consideremos dois germes f,g : (R",0) — R™, onde 0 denota o vetor nulo. Dizemos que
f e g sdo R-equivalentes, o que denotamos por f ~g g, se existe germe de difeomorfismo
h:(R",0) — (R",0)talqueg = foh™'. Quando f, g : (R*,0) — (R™,0) dizemos que f e g sdo A-
equivalentes se existem germes de difeomorfismos 4 : (R*,0) — (R",0) e k : (R™,0) — (R™,0)
tal que g = k o f o h~'. Quando isso acontece, denotamos f ~z g.

Outro tipo importante de equivaléncia é a K-equivaléncia, também chamada de equivaléncia
de contato. Dois germes f,g : (R",0) — (R™,0) sao K-equivalentes se existe um germe de
difeomorfismo H : (R" x R™,(0,0)) — (R" xR™, (0,0)) que pode ser escrito na forma H(x,y) =
(h(x),Hi(x,y)) com h : (R",0) — (R",0) um germe de difeomorfismo e H;(x,0) = 0, para
todo x em uma vizinhanca de 0, tal que (x, g(x)) = H(h~'(x), f(h~'(x))). Quando isso acontece,
denotamos f ~ g.

Algumas aplicacdes ou germes de aplicagdes recebem nomes especiais. Dada f : (R?,0) — R,
dizemos que f é uma Ay-singularidade em 0 quando f ~g +x**! +y2 k > 0. Dizemos que f é
uma D7 -singularidade em 0 quando f ~g X2y + 3.

Uma aplicaciio f : U — R?, onde U é um aberto em R?, é chamada de cuspidal edge em g € U
se o germe de aplicagdo f em ¢ é A-equivalente a (x,y,y’) em 0. Rabos de andorinha sio
aplicacdes com germes A-equivalentes a (x, 2xy + 4y>, xy* + 3y*) em 0.

De agora em diante, salvo mencao ao contrario, M denotard uma superficie regular parametrizada
localmente por uma imersaox : U — R3, onde U é um aberto de R2, com coordenadas (u,v). Além
disso, I e I1 s@o a primeira e segunda formas fundamentais de M, com coeficientes E, F, G e [, m, n,
respectivamente, e N = (x, X x,)/(||x, X x,]|). Dado p € M, as curvaturas principais «1(p) e k2(p)
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sdo importantes invariantes da superficie, pois sdo os extremos da curvatura normal de M em p (as
curvaturas normais de M em p sdo as curvaturas das curvas planas obtidas tomando a intersecdo
de M com planos contendo a dire¢do normal a M em p). Vamos denotar por V| e V; os vetores
principais no plano tangente de M em p, associados a k1 (p) e k2(p), respectivamente. Além disso,
denotaremos por v; e v os vetores em R? (que chamaremos de vetores principais de M em ¢) tais
que dx,(v1) = Vi e dx,(v2) = V,, onde x(g) = p e dx, € a diferencial de x em g,

Usaremos a notacdo uf para a derivada direcional de uma aplicacio f : R> — R” na direcio de
um vetor u € R2. Com essa notagio temos: dx4(vi) = vix(q), por exemplo e, quando n = 1, temos
uf(q) =(vf(g),u),onde Vf € o vetor gradiente de f.

Se p € M é um ponto nao umbilico, entdo existe uma parametrizacdo x de M em p tal que
as curvas coordenadas de x sdo as linhas de curvatura de M. Vamos chamar esta parametrizacdo
de especial. Quando as propriedades estudadas nao dependem da parametrizacdo, muitas vezes
€ util tomar parametrizacdes especiais. Morris, em [6], e os autores do livro [7] consideram tais
parametrizacoes. Ja Porteous, no livro [S], apresenta seus resultados para uma parametrizacdo
qualquer.

Observacao 1 Em uma parametrizacdo especial, vamos supor neste trabalho que as curvas co-
ordenadas associadas a k| sdo imagens por X das retas paralelas ao eixo-u e as associadas a
k2, das retas paralelas ao eixo-v. Assim, obtemos que as retas tangentes as curvas coordenadas
t — x(t,v), v constante (resp. as curvas coordenadas t — x(u,t), u constante) correspondem a
direcdo principal V1 (resp. V3). Logo, obtemos:

Xu(q) 1 ox 1 1
= = —=(q) = ——dx,(e}) = e1x(q) = vix(q)
"TVE@ VE@ ! E@ . NE@
onde v| = il com e; = (1,0). De modo andlogo, V, = %,(q) = vx(q) e vy = &2

VE(9) VG (q) VG(q)

sendo e; = (0, 1).
Recordemos ainda que, sempre que as curvas coordenadas forem linhas de curvatura, as curva-
turas principais sdo dadas por k| = l/E e k) =n/G e vale que F = m = .

2.1 Contato e a func¢ao distancia ao quadrado

Se M; é um germe de superficie dado como imagem de um germe de imersio g : (R?,¢) —
(R?,0) e N| é um germe de superficie dado localmente como conjunto de zeros de um germe de
submersdo f : (R3,0) — (R,0), isto é Ny = f~1(0), o germe de composicido f o g é chamado
de germe de aplicacao de contato entre M| e N;. O tipo de contato é determinado pela K-classe
da aplicacdo de contato. Mais precisamente, sejam g; : (R%, g) — (R3,0) germes de imersdes e
fi + (R%,0) - (R,0) germes de submersdes com M; = g;(R% q) e N; = f71(0), i = 1,2. Os
pares (M, N;) e (M, N>) t€m o mesmo tipo de contato se, e somente se, f{ 0 g| € f» o g sdo
K —equivalentes. Dado um par de superficies regulares M e N em R?, claramente existem varias
maneiras de escolher um germe de imersdo g e um de submersdo f tal que f o g seja um germe de
aplicacdo de contato entre M e N. Porém, pode ser mostrado que a K-classe da aplicagcdo de contato
depende somente dos germes de superficies e ndo da escolha da aplicag¢ao de contato. Para detalhes,
ver [7] p. 76.

O conjunto focal de uma superficie surge ao estudar o contato da superficie com esferas. Esferas
em R? sdo unicamente determinadas pelo seu centro u € R? e raio € R, ou seja, sio dadas por
Sur)={y eR*{(y-uy-u=ri}.
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Para cada (u, r) fixado, a funcdo y — (y—u, y—u) —r? é uma submersio. Assim, o contato entre
M e aesfera S(u, r) é medido pelafungdody, ) : U — Rdadapord,, (q) = (x(g)—u,x(q) —u)—r2.
A esfera € tangente a superficie em um ponto p = x(¢) quando d(y, for singular em g.

Para estudar o contato entre a superficie M e uma familia de esferas, usamos a R*-equivaléncia,
dada pelo produto direto do grupo R com translacdes, uma vez que assim obtemos informacdes nao
somente quanto ao contato entre a superficie e uma esfera, como também com esferas préximas.

Mais precisamente, sejam M; superficies regulares em R3, g; : (R%,x;) — (R3,y;) germes de
imersoes com g;(R%,x;) = M; e f; : (R, y;)) — (R,0) germes de submersdes, i = 1,2. O contato
entre M e a familia de folheagdes regulares ¥, = {f| '(¢);c € (R,0)} em y; é do mesmo tipo que
o contato entre M> e a familia ¥y, = {fz‘l (¢);c € (R,0)} em y; se, e somente se, fiogj e f>0 g
sdo R*-equivalentes. Para detalhes, [7] p. 80.

Consideremos a familia de funcdes distancia ao quadrado D : U x R? — R dada por

D(q.u) = (x(¢q) —u,x(q) —u). (1)

Fixado u € R3, o contato de M com a familia de esferas com centro em u é medido pelas
R*-singularidades da func¢io distancia ao quadrado d, : U — R dada por dy(gq) = D(q,u).
Vale observar que as fungdes dy € d(y,) possuem as mesmas R ou K-classes de singularidades. O
teorema abaixo exibe possiveis singularidades para essas fun¢des. Observamos que a familia D é
uma deformacao de dy. Para resultados sobre versalidade de deformacdes, sugerimos o livro [7].

Teorema 2 ([7], p.178) Existe um conjunto aberto e denso O, de imersées x : U — R3 tal que,
dado x € Oy, a superficie M = x(U) tem as seguintes propriedades: Para todo u € R>, a funcdo
distancia ao quadrado dy (resp. cf(u,r)) tem somente singularidades locais do tipo A1, Ay, A3, Aq ou
Dy. Além disso, as singularidades de dy (resp. d~(u’r)) sao R*(resp. K) versalmente desdobradas
pela familia D (resp. D).

De agora em diante diremos que uma superficie é genérica se ela € imagem de uma imersao
pertencente ao conjunto O, dado no teorema acima.
O seguinte resultado serd importante ao estudo do conjunto focal.

Proposiciio 3 ([7], p. 35) Sejam p = x(g) um ponto néo parabélico de M = x(U) eu € R>. Entdo:
(a) O ponto q é singular de dy se, e somente se, u = x(q) + AN(gq),1 € R.

(b) Sejau = x(q) + AN(q), para algum A € R. O ponto q é singular degenerado de dy se, e
somente se, 1 = 1/k1(q) ou 1 =1/k2(q).

(c) Sejau = x(q) + AN(q), para algum A € R. O ponto p é umbilico de M se, e somente se, 0
posto da matriz hessiana de dy em q é zero.

3 Conjunto focal de superficies regulares

Definicao 4 Suponha que M ndo tem pontos parabdlicos. O conjunto focal de M é o conjunto
F = F1 U F> de R3, onde

1 1
Kl(p)N(p);p EM} e Hr={p+ (p)
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Se p € M € um ponto ndo umbilico, entdo existem dois pontos focais distintos correspondentes
a p, um em cada folha de F. Estes pontos focais coincidem quando p € um ponto umbilico,
ou seja, F1 e 7, se intersectam neste ponto. Assim, fora de pontos umbilicos, o conjunto focal
¢ localmente a unido desconexa de superficies (podendo ser singulares), imagens das aplicagdes
suaves FC, FC : U — R3, dadas por:

FC(u,v) = x(u,v) + ;N(u, v) e IFE'(u, v) =x(u,v) + ;N(u, V). 2)
k1 (u,v) k2 (u,v)

Chamamos 71 = FC(U) e F, = FC (U) de folha vermelha e folha azul do conjunto focal,
respectivamente, € de linhas de curvatura vermelhas (resp. azuis), as curvas sobre M (ou as
correspondentes em U) cujas retas tangentes sdo dire¢des principais associadas a curvatura « (resp.
associadas a k7). A curvatura normal dessas curvas € sempre a curvatura principal. Considerando
a imagem de cada linha de curvatura vermelha de M por F'C, temos uma curva na folha vermelha,
que chamaremos de linha de curvatura focal vermelha (o mesmo para as azuis).

Exemplo 5 O conjunto focal de uma esfera é apenas o seu centro. Considere o paraboloide

hiperbélico M parametrizado por x(u,v) = (u, v, u> —v?). Uma de suas folhas é parametrizada por

ou v, 5 2 (22 21 20\ 22— _
U(u,v) = u—?,v+?,u -y +% ,onde C =2(v-—u )—\/4(v +u?)+z2ez=||Nu,v)|| =

V4(u? +v2) + 1, e a outra é obtida de modo andlogo, onde C = 2(v? — u?) + \[4(v? + u?) + z2. As
folhas do focal e a superficie inicial estdo representadas na Figura 1.

Figura 1: O paraboléide hiperbdlico (esquerda) do Exemplo 5 e suas duas folhas do conjunto focal.

Pontos umbilicos nao parabdlicos de M = x(U) podem ser detectados pela fungdo distancia ao
quadrado dy : U — R dada por dy(q) = ||x(¢) — ul|?, conforme vimos na Proposi¢do 3. Além
disso, segue da mesma proposi¢do que u pertence ao conjunto focal de M se, e somente se, 0 ponto
q € singular degenerado de d,.

3.1 Modelos do conjunto focal

Podemos determinar os modelos do conjunto focal para superficies genéricas, a menos de
difeomorfismos, ao considerar o contato das superficies com esferas, que sabemos ser medido pelas
singularidades dos membros da familia de fun¢des distancia ao quadrado D : U x R* — R dada
em (1). De fato, o conjunto bifurcagiio da familia D é o conjunto Bp = {u € R*; 3¢ € U ponto
singular de dy, tal que posto da matriz hessiana de d, em g é menor do que 2}. Ou seja, u € Bp
se, e somente se, existe g ponto singular degenerado de dy. Pela Proposicao 3(b), isto ocorre se, e
somente se, u pertence ao conjunto focal.
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Pelo Teorema 2, a familia D é uma deformacgido R*-versal de d,,. Consequentemente, usando
resultados sobre versalidade de deformacdes, obtemos modelos para o conjunto focal de uma
superficie genérica, a menos de difeomorfismos, conforme segue. Recordamos que um subconjunto
de R? é chamado de piramide (resp. bolsa) se ele é localmente difeormorfo a {(x, y,z) € R?;x =
—u® +v> = 2uz, y = 2uv — 2vz,z2 = u® +v%, com (u,v) € R?} (resp. {(x,v,2) € R¥x =

—3u® —vz, y = =3v? —uz,z> = 36uv, com (u,v) € R?}).

Teorema 6 ([7], p. 182) Seja M = x(U) uma superficie regular genérica sem pontos parabdlicos
eu=x(q)+ 1/ki(q)N(q), i = 1 ou 2. Fora de pontos umbilicos, as folhas do conjunto focal F de
M sdo difeomorfas a:

(a) uma superficie regular se, e somente se, dy tem uma Aj-singularidade em q;
(b) uma cuspidal edge se, e somente se, dy tem uma As-singularidade em g,
(¢c) um rabo de andorinha se, e somente se, dy tem uma A4-singularidade em q.

Em um ponto umbilico, o conjunto focal é difeomorfo a uma piramide (resp. bolsa) se, e somente
se, dy tem uma Dy (resp. Dj)-singularidade em q.

Concluimos que, para superficies genéricas, o conjunto focal € localmente equivalente (por um
difeomorfismo suave) a um dos modelos dados na Figura 2. Assim, o conjunto focal de M pode ter
singularidades.

0L U

Figura 2: Modelos do conjunto focal de uma superficie genérica em R*, a menos de difeomorfismos.
Da esquerda para direita: regular, cuspidal edge, rabo de andorinha, pirdmide e bolsa.

3.2 Geometria do conjunto focal

No restante dessa secdo vamos supor que M ndo tem pontos parabdlicos. Faremos o estudo da
geometria do conjunto focal somente para a folha vermelha ¥, imagem da aplicagdo FC dada em
(2). Para a folha azul, o estudo é andlogo. Seja X = {¢g € U; g € um ponto singular de FC}. Se
q ¢ X, entdo 1 é localmente uma superficie regular parametrizada por F'C e, portanto, quando a
superficie € genérica, a fungdo distancia ao quadrado drc(,) tem uma singularidade A, em g. Se
q € Z, entdo dpc(y) tem singularidade Az, A4 ou D4 em g. De agora em diante, passaremos a
chamar cada folha do conjunto focal de M de superficie focal.

H4 pontos especiais sobre a superficie M, chamados ridges, que podem ser definidos como
pontos onde as curvaturas principais tem um valor extremo (maximo ou minimo) quando movendo
ao longo da linha de curvatura de mesma cor. Porteous em [4, 15] foi quem primeiro deu um
tratamento matematico para ridges e, posteriormente, ridges foram reconhecidas como significantes
para uma superficie ao se encontrar diversas aplicacdes, como por exemplo em [2], onde ridges
surgem no estudo de imagens de ressonancias magnéticas. Mais precisamente, temos:
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Defini¢do 7 Um ponto p = x(q) € M é dito ponto de ridge vermelho (resp. azul) quando vik1(q) =
0 (resp. vaka(g) = 0), e 0 ponto FC(q) da superficie focal (resp. FC(q)) é chamado de ponto de
rib vermelho (resp. azul), onde v, e v, sdo os vetores principais de M em q.

Como vamos estudar a superficie focal vermelha, quando nos referirmos a um ponto de ridge,
queremos dizer um ponto de ridge vermelho.

Observacao 8 (a) Se p = x(q) é ponto de ridge vermelho entdo q é ponto singular de FC. Ainda
mais, se M ndo tem pontos umbilicos, entdo todo ponto singular de FC é de ridge.

De fato, tomando uma parametrizacdo especial x para M e usando a Observagdo 1, obtemos:

Viki(@) = —= 20 ) e v (q) = —= L),

VE ou VG 0v

Diferenciando (2) em q € U, obtemos:

I @) © () = MLy () - TGN (). O

FC, = -
(@)= ou (q) v

Logo, se q ndo é ponto umbilico, entdo FC ¢é singular em q se, e somente se, FC,(q) =0, ou
seja, q ¢ ponto de ridge, de onde concluimos (a).

(b) Se M nao tem pontos umbilicos e x é parametrizacdo especial, temos:

Z:{QGU;%((]):O}, 4)
u
__ 1o ki—k) _ (91 (k1 —Kk2) =\ Ku
FC,x FC, = 2o x (NXXV)_(au —K? \/5)@
e
FC, x FC, B X, _
m(m = sgn(4(q)) @(q) = sgn(A(¢))Vi(q)
onde ; ) ol
Alg) = 61;1 (g)= q3 24 VG(q) 5)
«7(q)

e sgn(A(q)) = +1, quando A(q) > 0, e sgn(A(q)) = —1, quando A(q) < 0.

Logo, fora de pontos umbilicos, a direcdo normal a superficie focal F| é a direcdo principal
V| associada a curvatura principal k| (ver Observagdo 1).

Obtemos assim uma fungdo suave A : U — R definida por (5), que veremos ser bastante util no
que segue. Note que o conjunto singular de FC coincide com o conjunto {g € U; A(gq) = 0}, isto é,
¥ = A171(0). Além disso, considerando a aplicacdo v : U — R? dada por

_ox(q)  x(q)
D=l T Ve

obtemos que v € um campo de vetores unitarios normais a 7, e que 4 = (FC, X FC,, v).

(6)
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Observamos que, considerando a folha azul %, com o mesmo raciocinio obtemos o campo de
vetores normais unitarios

5(q) = x(q)  x(q)

T @l o

Quando M é uma superficie genérica que nao contém pontos umbilicos nem parabdlicos, entdo
a superficie focal € difeomorfa a uma cuspidal edge, quando drc(,) tem uma singularidade A3 em
g, ou a um rabo de andorinha, quando drc(4) tem singularidade A4 em g. Calculando os conjuntos
singulares dos A-modelos de cuspidal edges e rabos de andorinha, obtemos que X € localmente
uma curva regular (chamada de curva singular). Assim, como x € uma imersao, concluimos que o
conjunto de pontos de ridge constituem uma curva regular em M, que chamaremos de curva ridge.
Sey: (-&,&) = U, € >0, é uma parametrizacio para a curva singular, com y(t) = (u(t),v(t)),
sejam vy, := X oy uma parametrizagao para aridge de M = x(U) e y,, := FC oy uma parametrizagio
para a rib.

Apresentaremos agora um resultado que foi provado por Porteous em [5], p. 176, que da
informagdes sobre as linhas de curvatura focais. Faremos aqui uma demonstragdo alternativa a dada
em [5].

No que segue, denotaremos x o (u(¢), v(t)) apenas por x(z), com abuso de notacio, e de modo
andlogo para demais fungdes vetoriais.

Va(q). (7

Proposicao 9 Sejam M = x(U) uma superficie regular sem pontos parabdlicos nem umbilicos,
a : I C R — U uma curva tal que X o a é uma linha de curvatura vermelha de M e B(t) = FCoa(t)
parametrizacdo para a linha de curvatura focal vermelha. Entdo, em pontos regulares de [5, seu
vetor normal principal é normal a superficie focal, isto é, B(I) é uma geodésica de F.

Demonstracido. Podemos supor que x é uma parametrizacdo especial para M. Assim, a(t) =
(u(t),vp), para algum v real, e podemos supor que u é crescente. Podemos supor também que 3
estd parametrizada pelo comprimento de arco. Logo, basta mostrarmos que a curvatura geodésica
K¢ (t) de B se anula em todo ponto regular, onde k, = (5", v x '), onde v € dado em (6).

Sejam ¢ € [ um ponto regular de B e g = (u(t), vo). Logo, por (3),

dFCy(1,0) FCu(q)

B0 = e, oy ~ TFCu oy ~ <OV

com c(t) € R. Logo, v X B’ é paralelo ao vetor x,,.

Como (B'(1), x,(t)) = 0, para todo ¢, derivando em 7 essa expressao e usando que m = (N, X,,,) =
0, obtemos que (8" (1), x,(t)) = 0, ou seja, o vetor B”(¢) é perpendicular a x, (¢), de onde segue que
Kkq(t) = (B"(t),u(t) x B'(t)) = 0, como queriamos. O

Vimos que o conjunto focal de uma superficie regular M € obtido considerando as singularidades
da funcao distancia ao quadrado, que esta relacionada com o contato entre a superficie e esferas. A
geometria do conjunto focal pode também ser capturada estudando o contato de M com planos, pois
este dd informagdes sobre o conjunto parabdlico da superficie focal.

Definicao 10 Um ponto x(q) € M tal que FC(q) (resp. ﬁ'(q)) ¢ parabolico em Fy (resp. em F)
é chamado de sub-parabdlico vermelho (resp. sub-parabélico azul).

A defini¢do acima foi dada por Bruce e Wilkinson em [10]. Morris, em [6], a define como o

: 0k . .
conjunto dos pontos de M em que — = 0, que veremos serem defini¢des equivalentes.

Usando (3) e (6), obtemos os coeficientes das formas fundamentais da superficie focal.
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Proposiciio 11 ([7], p. 195) Seja x : U — R3 parametrizacdo especial de M. Os coeficientes da
primeira forma fundamental de ¥ sdo:

1 0k 1 0kq 9k - K 1 0K
Epc = —(—)2 Fre=———"—" ¢ Grc = H=By6 (—)2
K Ky ou oy k1
e os da segunda forma fundamental sdo:
] V 8K1 0 1
=——, mpc=0 e npc=
FC = K1 I FC FC \/E
Para a superficie focal azul F,, seus coeficientes sdo:
1 (9K2 2 1 (9K2 (9K2 K2 — K1 1 (9K2 2
EA = —(——)7, = ——— — =
FC Kg(av) FC Kgav ou e = ( )'E ( )
] VG 0kr ~0 1 (Kl—Kz)EV
— = —— =0e ng=—(——)—.
FC K2 v’ FC FC — \/6 K 2

Morris mostrou em [6] relagdes entre um ponto sub-parabdlico e o comportamento da curvatura
Gaussiana K¢ da superficie focal, como veremos nas proximas se¢des. O teorema abaixo apresenta
uma expressao para Krc que pode ser obtida substituindo os coeficientes dados na Proposi¢ao 11
em Krc = (Ipcnrpc — m%c)/(EFCGFC — FI%C), observando que G, = 2(X,y, X,) = —2(Xy, Xy ), POis
(X, Xy) =0

Teorema 12 Sejam M uma superficie regular sem pontos parabélicos e umbilicos e x : U — R3
parametrizacdo especial de M. A curvatura Gaussiana da superficie focal 1 em um ponto regular
é dada por
K G 8
=T 20~ ) (k)G ®)
Concluimos de (8) que o conjunto parabdlico de 77 é o conjunto dos pontos FC(q) € ¥ tal
que G,(g) = 0. Assim, genericamente, o conjunto sub-parabdlico de M é uma curva. Estudando
o conjunto dos pontos de M em que a curvatura Gaussiana Krc dada em (8) se anula, podemos
provar o seguinte resultado. A demonstragdo pode ser encontrada em [6], porém recomendamos a
demonstracao feita no livro [7], p. 196, que usa uma linguagem de mais facil entendimento.

Teorema 13 ([6]) Sejam M uma superficie regular sem pontos parabdlicos e umbilicos e x : U —
R3 parametrizagdo especial de M. Fora de pontos de ridge, a curva sub-parabélica vermelha de M

0k
¢ o conjunto dos pontos x(u, v) onde a—z(u, v) = 0. A curva sub-parabdlica azul de M é o conjunto
u

0
dos pontos x(u, v) onde %(u, v)=0
v

Corolario 14 Fora de pontos de ridge, a curva sub-parabolica vermelha (resp. azul) de M é o
conjunto dos pontos onde a curvatura principal k, (resp. k1) tem um extremo ao longo da linha de
curvatura vermelha (resp. azul), ou seja, um ponto p = x(q) € M é sub-parabdlico vermelho (resp.
azul) se, e somente se, vok1(q) = 0 (resp. viky(g) =0).

A curva sub-parabdlica de M também possui a seguinte propriedade, cuja demonstracdo pode
ser consultada no livro [7], p. 197. Recorde que uma inflexdo geodésica € um ponto de uma curva
em que a curvatura geodésica se anula.

Teorema 15 ([6]) A curva sub-parabolica vermelha de M é o lugar geométrico das inflexoes
geodésicas das linhas de curvaturas azuis (correspondentes a curvatura principal k;).
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3.3 Frentes de onda

Superficies parametrizadas por frentes de onda t€ém importantes propriedades e tém sido muito
estudadas nos tultimos anos. Frentes de onda sdo exemplos de superficies parametrizadas que
possuem um campo de vetores normais bem definido, inclusive nos pontos singulares. Quando
M ¢ uma superficie genérica, sem pontos umbilicos nem parabdlicos, sua superficie focal ¢ uma
cuspidal edge ou rabo de andorinha. Como estas superficies focais sdo imagens de frentes de
onda, podemos usar a teoria sobre tais aplicacdes para o estudo da sua geometria. Vamos recordar
brevemente alguns conceitos relacionados a frentes de onda que usaremos nesta se¢ao. Para maiores
informagdes, sugerimos o excelente artigo [9].

Definicdo 16 Uma aplicagdo suave f : U — R é uma frontal se existe um campo unitdrio suave
v : U — R? de vetores normais a f, isto é, ||[u(q)|| = 1 e (dfy(X),v(q)) = 0, para todo X € R? e
g € U. Se além disso (f,v) : U — R3 x R3 for uma imersdo, dizemos que f é uma frente de onda
(ou simplesmente frente) e v é a aplicacdo de Gauss de f.

Toda parametrizacdo de superficies regulares € uma frente de onda, basta tomar v como sendo a
aplicagdao normal de Gauss da parametrizacdo. O plano tangente limitante de M em f(g) € o plano
que passa por f(q) e € perpendicular a v(g), estando bem definido para todo ¢ € U. Dada uma frente
f : U — R3 denotaremos seu conjunto singular por r>ouseja, Xy = {q € U; posto df, < 2}.

Exemplo 17 A cuspidal edge usual fi(u,v) = (u,v?,v3) é uma frente de onda. De fato, basta tomar
v(u,v) = ﬁ(O, —3v,2). A aplicagcdo f>(u,v) = (au® +v*, bv* +v3,u), com a,b € R, é uma
1%

cuspidal edge, sendo sua aplicagcdo de Gauss dada por v(u,v) = (=3v-2b,2,2au(3v+2b)),

6(u,v)
onde §(u,v) = VA + (1 +4a2u?)(4b% + 12bv + 9v2). E facil verificar que a aplicacdo f3(u,v) =
(u, 2uv +4v3, uv? +3v4), a qual é um rabo de andorinha, também é uma frente. A Figura 3 apresenta
o traco de f (esquerda), de f> paraa = b = 1 (centro-esquerda), e para a = b = —1 (centro-direita)

e de f5 (direita).

Figura 3: Cuspidal edges e rabo de andorinha dadas no Exemplo 17.

Cuspidal edges e rabos de andorinha sdo singularidades genéricas de frentes de onda em R7.
Seja f : U — R? uma frente, com f(U) = M e v a aplicacio de Gauss de f.
A funcdo 4 : U — R definida por

A(q) = (fu(q) X f,(q),v(q)) = det(fu, fv,v)(q)

¢ chamada funcdo densidade de 4rea de f e satisfaz X = A710).
Dizemos que g € Xy € um ponto singular niao degenerado de f se g € um ponto regular de 4,
ou seja, se 4,(q) e 4,(g) ndo se anulam simultaneamente. Segue do Teorema da Funcao Implicita
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que, em uma vizinhanga de pontos singulares ndo degenerados, X € localmente uma curva regular,
chamada curva singular de f. Podemos mostrar que os pontos singulares de cuspidal edges e rabos
de andorinhas sao nao degenerados.

A partir de agora, dado um ponto singular nao degenerado ¢ de f, denotaremos pory : (&,&) —
U (¢ > 0) uma parametrizacdo para a curva singular, com y(0) = g e vamos tomar ¢ tal que y(¢) é
um ponto singular ndo degenerado para todo t € (—&, €).

Se g € Xy € ndo degenerado, entdo a diferencial df, € uma aplicacdo linear de posto 1 e, assim,
o nicleo de df, tem dimensdo 1. A diregdo de R? dada por este nicleo é chamada de direciio nula.
Podemos escolher um campo suave de vetores 7(¢) ao longo de y tal que 7(t) pertence a diregco
nula para todo ¢, ou seja, dfy(;)(n(t)) = 0, chamado de campo anulador de vetores ao longo de y.
A reta tangente a M em f(q), denotada por Ty, M, € definida como sendo a reta que passa por
f(q) e é paralela a reta df, (R?). O plano normal 3 M em f(g), denotado por N r(gyM, € definido
como sendo o plano perpendicular a df, (R?) passando por f(q).

Um ponto singular ¢ nido-degenerado de uma frontal f : U — R3 é dito ser do primeiro tipo se
¥’ (o) ndo € paralelo a n(ty), onde y(t9) = g. Caso contrario, ¢ € dito do segundo tipo.

Observacao 18 Cuspidal edges sdo frentes com pontos singulares ndao degenerados do primeiro

d
tipo e rabos de andorinha sdo frentes do segundo tipo que satisfazem = det(y'(¢),n(t))| # O

fo
(conforme [9], Fato 1.5). Essa uiltima condig¢do para ser um ponto de rabo de andorinha significa

que a curva singular, além de ser tangente a reta por q que tem a direcdo nula em to, ndo a cruza
(tal tangéncia é chamada ordindria).

As vezes é conveniente tomar um sistema de coordenadas em R? que simplica notagdes e cdlculos,
dado como segue.

Definicdo 19 Seja f : U — R> uma frontal e g um ponto singular de f do primeiro tipo (resp.
segundo tipo). Um sistema de coordenadas (u,v) em torno de q é dito adaptado se é compativel
com a orientagdo de R? e as seguintes condigées sdo satisfeitas:

(a) Xy NU esta contida no eixo u;

(b) =20, (resp. n = 0, +&(u)d,, com (0) = 0) é um campo anulador de vetores de f ao longo
do eixo-u.

Suponhamos que a curva singular é composta somente por pontos singulares ndo degenerados.
Em um sistema de coordenadas adaptado, como a curva singular estd contida no eixo-u, entdo a
funcdo A se anula sobre o eixo-u. Assim, 4 = v g, onde g € uma func¢do suave e, portanto, A,
também se anula sobre o eixo-u. Como todos os pontos de X, sdo ndo degenerados, entdao A,
ndo se anula sobre o eixo-u. Segue portanto que, como A,(u,0) = g(u,0), entdo g ndo muda de
sinal em U (diminuindo U, se necessario) e, assim, A muda de sinal quando cruza o eixo-u. Com
1sso, concluimos que a curva singular 2 separa U em duas regides Uy e U_, onde 1 > 0e 1 < 0,
respectivamente.

3.4 Focal como frente de onda

Supondo que M nao tem pontos parabdlicos nem umbilicos entdo, quando x for uma parametri-
zacdo especial de M, temos bem definido em todo ponto da superficie focal ¥ de M um campo de
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vetores normais unitdrios, dado por v em (6) para a folha vermelha e por ¥ em (7), para a folha azul.
Além disso v e U s@o aplicagdes suaves definidas em U. Isso prova que FC e FC, dadas em (2) s@o
frontais. O préximo resultado garante que essas aplicacdes sao frentes de onda.

Proposi¢ao 20 Suponha que M = x(U), sem pontos umbilicos e parabdlicos. Entdo as aplicagoes
FC e FC, dadas em (2), que parametrizam as folhas da superficie focal de M sdo frentes de onda.

Demonstracao: Basta provar o resultado para F'C, pois para FCé andlogo. Podemos supor que
x € parametrizagao especial. Como F'C € frontal, basta provar que a aplica¢do L = (FC,v) é uma
imersao. A matriz jacobiana de L € dada pela matriz

Jac(L) = [ FC TG, ] .
6x2

u Uy
Segue de (3) que FC, ndo se anula e que FC, se anula sobre a curva singular. Assim, se

garantirmos que v, # 0 em todo ponto, entdo Jac(L) tem posto maximo e, portanto, FC é uma
frente de onda.

E ) )
Como v, = —X,;, — —“3xu, basta mostramos que x,, € X, sdo linearmente independentes.
E 2VE
) X X
De fato, considerando a base ortonormal {x,, x,, N} e escrevendo X,,, = ¢ — + B " + 6N, temos
1 VE VG
0 = (Xyu, N) =1 # 0, pois k| = z (ver Observacdo 1) e M ndo hd pontos parabdlicos. OJ

Como FC € uma frente de onda, podemos estudar a geometria da superficie focal de M fazendo
uso de todos os conceitos e propriedades vélidas para frentes. Na Observacao 8 obtemos o conjunto
singular ¥ de FC, a fun¢ao densidade de drea A e o campo normal v.

Observacao 21 Segue de (3) e (6), onde tomamos uma parametrizacdo especial x para M, que o
plano tangente limitante a ¥ em FC(q), que é o plano por FC(q) ortogonal a v(q), é paralelo
ao plano gerado por N(q) e x,(q). Além disso, A dada em (5) é a funcdo densidade de drea e, se
q é um ponto singular ndo degenerado de FC e y : I — R é uma parametrizacdo para a curva
singular, entdo n : I — R? é dado por n(t) = (a(t),0) é um campo anulador de vetores ao longo
de vy, para alguma funcdo suave a : I — R, ja que FC,(y(t)) = 0,Vt € I, ou seja, (1,0) é sempre
uma direcdo nula. Ainda mais, obtemos:

y, =u'FC,+V'FC, =V'FC,.
Logo, a rib é singular em t( se, e somente se, v'(tg) = 0.

Concluimos a seguinte consequéncia do Teorema 12, onde usamos que o conjunto singular de F'C
¢ dado por (4), k1 —k2 # 0e k1 # O em U, pois M ndo contém pontos umbilicos nem parabdlicos, por
hipétese. Assim, como a fun¢do densidade de drea A muda de sinal quando cruza a curva singular,
entdo (k1), € K, também mudam.

Corolario 22 Genericamente, temos:

(a) A curvatura Gaussiana Kgc diverge para o infinito em pontos singulares, tendo sinais opostos
em cada lado da curva singular.

(b) A curvatura Gaussiana Krc muda de sinal ao passar por uma curva parabélica de F .
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Figura 4: Particdo de U segundo o sinal da curvatura Gaussiana de ¥ (Coroldrio 22).

3.5 Caracterizacoes geométricas para as singularidades da superficie focal

Vimos no Teorema 6 os modelos para a superficie focal de superficies regulares genéricas, sem
pontos parabdlicos, em termos das singularidades da funcao distincia ao quadrado. Veremos nesta
secdo caracterizagdes geométricas para essas singularidades.

Proposicao 23 ([7], p. 191) Sejam M uma superficie genérica sem pontos parabolicos e umbilicos,
eq € 2. O ponto FC(q) é uma cuspidal edge se, e somente se, a curva ridge é transversal em x(q)
a linha de curvatura de mesma cor. O ponto FC(q) é um rabo de andorinha se, e somente se, a
curva ridge e a linha de curvatura de mesma cor sdo tangentes em x(q).

Demonstracao: Seja g = y(ty), com y(t) = (u(z),v(t)) a curva singular. Podemos supor que
x é uma parametrizagao especial para M e, assim, x,(q) € direcdo tangente a linha de curvatura
vermelha e o campo de vetores constante 77(z) = (1,0) é um campo anulador de vetores (conforme
Observacao 21). Portanto, o resultado segue usando a Observacgdo 18, que diz que g € cuspidal edge
se, e somente se, os vetores ¥/ (fo) € X,(q) sdo linearmente independentes ou, equivalentemente,
V/(t9) # 0, uma vez que v/ (to) = dxq(u’(t0),v'(10)), Xu(q) = dx4(1,0) e x € uma imersdo. Sendo a
superficie genérica sem pontos umbilicos, entdo segue também o resultado para quando FC(q) for
rabo de andorinha. 0

Observacao 24 Segue da Observagdo 21 e da demonstragcdo da proposicdo anterior que a rib yp
¢é singular em ty se, e somente se, y(tog) é um rabo de andorinha. Assim, a curva rib consistindo de
arestas cuspidais é uma curva regular.

Usando os resultados vistos até agora, em especial os Teoremas 2 e 6 e as Proposi¢des 3 e
23, obtemos caracterizagdes geométricas para as singularidades genéricas da funcdo distancia ao
quadrado sobre M em termos da superficie focal.

Teorema 25 ([5] p. 189) Sejam M uma superficie genérica, F sua superficie focal e p = x(q).
Entdo as singularidades da fun¢do distancia ao quadrado dy em q sdo caracterizadas como segue:
A1 & u pertence a reta normal a M em q, mas ndo a sua superficie focal F .
Ay & u € F, mas p ndo é um ponto de ridge.
Az & u € F, péumponto de ridge e a curva ridge é transversal a linha de curvatura de mesma
cor por p.
Ay & u € F, p pertence a uma curva ridge e a mesma tem tangéncia ordindria com a linha de
curvatura de mesma cor por p.
Dy & ueF epéumponto umbilico.
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3.6 Geometria da rib

Vamos estudar agora com mais detalhes a geometria da rib, quando a superficie focal ¥, € uma
cuspidal edge. Como a rib € uma curva composta por pontos singulares de F'C, as curvaturas normal
e geodésica ndo estdo definidas. Porém, como temos bem definido um campo de vetores normais
a F'C, é possivel definir fun¢des curvatura para a rib que ddao informagdes sobre a geometria da
superficie focal. Essas fun¢des foram definidas nos artigos [8] e [9] para cuspidal edges.

Recorde que y : I — R?, ¥, = FC oy e yg = X o y sio parametrizacdes para a curva singular,
rib e ridge, respectivamente. Continuaremos supondo que M ndo contém pontos umbilicos nem
parabdlicos e que a curva singular € formada apenas de cuspidal edges, que sdo pontos singulares
nao degenerados, isto € (4,,4,) # 0 para todo ponto sobre a curva singular, onde A é a funcgéo
densidade de 4rea de FC.

Seja n um campo anulador de vetores ao longo de vy tal que {y’(¢),n(¢)} seja uma base positiva-
mente orientada ao longo da curva singular. Em [9] os autores definem:

(), u(1)) _ vy (1), v(1) Xy, (1))
) = ST e k() = sen(dhyo () =

sobre a curva singular de uma frente de onda consistindo de cuspidal edges, chamadas de curvatura
normal limitante e curvatura singular de y;, respectivamente. Essas definicdes aplicam-se,
portanto, para a rib y,. Em [9], p. 497, prova-se que a defini¢do de curvatura singular ndo depende
da escolha de v (ao contrério de k), nem da orientacdo da curva singular. Além disso, os autores
provam que k; € um invariante intrinseco. Note que, a menos de sinal, a expressdo para k coincide
com a curvatura geodésica de uma curva sobre uma superficie regular.

Observamos que Morris, em [6], define essas curvaturas, porém desconsidera o sinal para
a curvatura singular k;. Aqui optamos por definir «; com sinal, pois ele tem uma importante
interpretacdo geométrica. Por exemplo, as cuspidal edges dadas na Figura 3, esquerda para a direita
possuem curvatura singular nula, positiva e negativa, respectivamente.

Em [8] os autores definem outras trés fungdes curvatura para cuspidal edges, que apresentaremos
a seguir.

Tomando um sistema adaptado de coordenadas (U; u, v) na vizinhanga de (0, 0), que € um ponto
singular de F'C (recorde que pontos singulares de cuspidal edges sdo nao degenerados do primeiro
tipo), temos y(¢) = (u(t),0), com u(z) uma funcgio suave que podemos supor crescente. Nesse caso,
temos o campo anulador de vetores r7(u,0) = (0, e(z)), onde e(¢) > 0, uma vez que {y’(¢),n(z)}
¢ uma base positiva para R%>. Logo, dF Cu,0)(n(u,0)) = e(u)FC,(u,0), concluindo assim que
FC,(u,0) = 0. Assim, y, = u'FC, ey, = u?FCy, + u”FC,. Além disso, sgn(da,H(n(1))) =
sgn(4,(t)). Portanto, nesse sistema de coordenadas, podemos reescrever a curvatura singular como:

<FCuu9U X FCM> _
IFCull?

det(FC,, FCyu, v)
IFC.I13

ks = sgn(4,) sgn(4,)

Note que, como FC,(u,0) = 0, entdo existe uma funcio suave 4 : U — R tal que
FCy(u,v) =vh(u,v)

em uma vizinhanca de (0,0). Além disso, FC, e h sdo linearmente independentes e {FC,, h, v},

comv = % sendo a aplicagio de Gauss de FC, forma uma base de R® em todos os pontos de
u

U. Considerando o sistema adaptado de coordenadas, definimos:
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IFC,|12 det(FCy, h, FCyy)

C = 70 )
() FCax (u,0)
K (l/t) — det(FCu’ h’ FCMVV)) _ det(FCu,h, FCMM))<FCM’h> (I/t O)

' |FC, x h||? IFC, |12 |FC, % h|? P
det(FC,, h, FCy,, FC,,FC,,)det(FC,, h, FC,,
() = S ) (4,0) - 33 ) detl ) (u,0),

IFCL|3IFC, x hl| IFC,|I3|FC, x hl|

chamados curvatura cuspidal, torcao curvatura e curvatura inflexional da rib, respectivamente.
Para defini¢des em um sistema qualquer de coordenadas para R?, ver [8].

A dissertacdo de mestrado [16] € voltada ao estudo da geometria de cuspidal edges e apresenta
com detalhes as interpretagdes geométricas dos cinco invariantes que definimos. Assim, iremos
omitir aqui suas interpretacoes, as quais podem ser consultadas no Capitulo 5 de [16], que € um bom
texto em portugués para consulta. Por exemplo, € mostrado que o sinal da curvatura geodésica estd
relacionado com a posi¢ao do plano retificante da rib com relacdo a superficie focal. J4 o sinal da
curvatura normal relaciona-se com o plano tangente limitante nos pontos da rib, sendo que «,, () =0
se, e somente se, o plano osculador da rib em FC(y(t)) coincide com o plano tangente limitante
da superficie focal naquele ponto. Ja a curvatura cuspidal estd relacionada com a “abertura” da
curva cuspide obtida ao intersectar a cuspidal edge com o plano que passa por um ponto da rib
perpendicularmente a seu vetor tangente.

Podemos concluir que o estudo da geometria da superficie focal na vizinhanga de pontos que
sdo cuspidal edges apresentado por Porteous em [S], Morris em [6], € outros autores que ja citamos,
pode ser enriquecido ao considerar a teoria sobre frentes de onda. Quando o ponto singular da folha
focal € um rabo de andorinha, podemos ainda considerar a teoria de frentes de ondas ja amplamente
desenvolvida.

3.7 Sobre umbilicos

Podemos notar na Figura 2 que, por um ponto umbilico p = x(g), podem passar uma (quando p é
singularidade D}) ou trés curvas ridges (quando p € singularidade D7), isto ¢, em uma singularidade
D, da superficie focal, podem passar uma ou trés curvas singulares. O conjunto dessas curvas que
passam por g € U é dada, a menos de difeomorfismos, por uv(u —v) = 0, se FC(g) € uma
singularidade D} e u = 0, se FC(q) € D} (conforme [7], p.192).

Porteous, em [5], mostrou que ridges podem ou nao mudar de cor quando passam por um ponto
umbilico. Em umbilicos D}, onde passam trés ridges, existem duas configuragdes possiveis, uma
onde todas as ridges trocam de cor e outra onde todas as cores se mantém ao passar pelo ponto
umbilico.

4 Conjunto focal de superficies singulares

Nas sec¢oes anteriores tratamos do conjunto focal de superficies regulares e vimos que seu estudo
fornece novas propriedades geométricas para a superficie. Podemos entio perguntar sobre estudos
similares para o conjunto focal de superficies singulares, uma vez que podemos considerar o contato
destas superficies com esferas, de modo andlogo ao feito no caso regular, em que conjunto focal
surgiu quando lidamos com as singularidades da aplicacdo de contato, que é a funcao distancia ao
quadrado. Em [17], os autores estudam a geometria de superficies com singularidades de posto 1

MARTINS, L. E;; SANTOS, S. P. Revisitando a superficie focal. C.Q.D. Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 22, n. 1, p. 149-170,
jul. 2022. Edicao Inicia¢do Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdv22n12022149170 Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd

164



em R?, definindo seu conjunto focal em p € M como sendo o conjunto dos pontos que sdo centros
de esferas com contato degenerado com M em p, ou seja, pontos u € R? tais que a funcdo distincia
ao quadrado d, tem uma singularidade degenerada em p. E mostrado que, dependendo do tipo de
singularidade de posto 1, o conjunto focal em p pode ser: uma conica (elipse, pardbola ou hipérbole);
unido de duas retas transversais, intersectando em pontos especiais (centros de curvatura definidos
como no caso regular, porém considerando a curvatura umbilica no lugar das curvaturas principais,
a qual € definida em [17], e ndo entraremos em detalhes aqui); uma reta ou unido de duas retas
paralelas, como também um plano, em casos mais degenerados. Guarda-chuvas de Whitney, ou
cross-caps, como sao mais conhecidos, que sdo germes de superficies singulares A-equivalentes a
(u, v, uv), sdo amplamente estudados na literatura (Figura 5). West, em sua tese de doutorado [18],
estudou as singularidades da funcao distancia ao quadrado de cross-caps e investigou seu conjunto
focal.

Frentes de onda em R3 constituem uma classe de superficies com singularidades. Genericamente,
frentes de onda sdo cuspidal edges e rabos de andorinha. Seus pontos singulares sdo ndo degenerados,
do lo. e 2o. tipos, respectivamente. Outros exemplos de frentes de onda sdo: borboletas cuspidais
(A-equivalentes a (u,5v4 + 2uv, 4V + uvz) em (0,0), sendo singularidade ndo degenerada do
20. tipo), ldbios e bicos cupidais (A-equivalentes a (u,v3 + u?v,3v* + 2u2v2) em (0,0), sendo
singularidades degeneradas) e D¥ (A-equivalentes a (uv,u® + 3v*,u?v + v?) em (0,0), sendo
singularidades degeneradas de posto 0) (ver Figura 5).

Figura 5: Cima, da esquerda para direita: cross-cap, borboleta e 1dbios cuspidais. Baixo, da esquerda
para direita: bicos cuspidais, D} e Dy.

Ao estudar superficies focais de frentes de onda, espera-se encontrar novas propriedades geomé-
tricas para as frentes. No recente artigo [11], Teramoto caracteriza as singularidades das superficies
focais de frentes em termos de propriedades geométricas da superficie focal e dos invariantes geo-
métricos da frente inicial. Vamos expor nesta secdo os principais resultados sobre superficies focais
de frentes de onda apresentados em [11].
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4.1 Mais sobre frentes de onda

Seja f : U — R? uma frente com ¢ € U uma singularidade nio degenerada do primeiro
tipo. Consideremos um sistema adaptado de coordenadas para R?. Assim, f,(u,0) = 0, para u
suficientemente pequeno e, portanto, existe uma funcio suave i : U — R3 tal que £, (u, v) = vh(u,v)
em U. Além disso, f, e h sdo linearmente independentes ¢ { f,,, h, v}, com v = forma uma

u

[fuxhl]’
base de R em todos os pontos de U. Dadas as condi¢cdes acima, definimos as seguintes fungdes:

E=|lfl>, F={fuh), G=|hl?
L= —Vus fu)> M= —(vy, h), N = —(vy, h). ©)

Quando ¢ for uma singularidade ndo degenerada do segundo tipo, considerando um sistema
adaptado de coordenadas, temos que f,(u,0) + e(u) f,(u,0) = 0, para u suficientemente pequeno.
Logo, existe uma fungdo i : U — R? tal que f,(u,v) + &(u) f,(u,v) = vh(u,v). Nesse caso,
{h, fy,v},comv = %, forma uma base de R3 em todos os pontos de U e obtemos as funcoes:

E= |l F=(hf), G=IfI
L= —(h, vy), M = —(h,vy), N = —{(fr.vy). (10)

Com essas fungdes dadas em (9) e (10), Teramoto mostrou em [11] que uma das curvaturas
principais (definidas nos pontos regulares) € limitada perto da singularidade, enquanto a outra € ndo
limitada. Denotando por ki € k> as curvaturas principais e seguindo a notacao de [11], vamos supor
que k7 € a curvatura limitada, denotando-a simplesmente por «. Seja K = Ak, onde A € a funcdo
densidade de drea. As funcdes k e K podem ser estendidas como fungdes suaves sobre U, sendo que
K ndo se anula em U ([12], p. 546). No que segue, sempre que falarmos em « e K, estaremos ja
considerando suas extensdoes em U. Além disso, os vetores principais das curvaturas principais
(supondo ndo nula) e K sdo, respectivamente, dados por

V=(N-vkG,-M +«F) e V= ((AM - RF),-AL + RE),

para singularidades do primeiro tipo e, para singularidade do segundo tipo, € apresentado apenas o
vetor principal para a curvatura limitada «:

V=(-M+«F,L - k(E - e(u)F)).

Mostra-se que estes vetores estdo bem definidos em U.

4.2 Superficie focal

Sejam f : U — R? uma frente e ¢ € U um ponto singular nio degenerado de f. Usaremos todas
as notagodes estabelecidas nas se¢des anteriores. Assumiremos que (U;u, v) € um sistema adaptado
de coordenadas e, além disso, que 4, (u,0) > 0.

Considere a aplicacio § : U x R — R3, dada por

S, v,w) = f(u,v) +wu(u,v).

E facil mostrar que, no caso de superficies regulares, o conjunto focal coincide com a imagem
do conjunto singular de &. Para frentes de onda, a mesma abordagem € tomada em [11,12] e a
explicitaremos a seguir.
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Por calculos diretos, o determinante Jacobiano de & € dado por

det(Fu, By, Fw) = (1 —w k) (A - wk),

onde £ € uma fungdo suave em U que ndo se anula sobre o eixo-u. Dessa maneira, o conjunto
singular de & € dado por 2(&) = S1(&) U S2(&), com

S1(E) ={(u,v,w);w=1/k(u,v)} e $2(F) ={(u,v,w); w=A(u,v)/k(u,v)}.
A imagem de Z(§) por & sdo, portanto, duas superficies que podem ser parametrizadas por

Au,v)

v(u,v) e Fb(u,v):f(u,v)+ —
R(u,v)

FC(u,v) = f(u,v) +

v(u,v),

1
k(u,v)

respectivamente. FC e FC sdo chamadas de superficies focais de f, cada uma delas chamada de
folha.

Note que, considerando pontos regulares (u, v) de f em que «(u, v) é ndo nula, FC(u, v) pertence
a folha associada a « do conjunto focal de superficies regulares. Além disso, F'C ndo estd definida
nos pontos ¢ em que «(g) = 0, chamados pontos parabdlicos da frente. Por outro lado, mesmo que
k1(q) =0, FC(q) esta sempre bem definida, pois K = A«x; ndo se anula em U.

4.3 Singularidades de FC e FC

Nesta subsegdo, suporemos que g € ndo parabdlico com respeito a k (isto €, k(g) # 0) e vamos
considerar relacdes entre as singularidades de FC e FC e propriedades geométricas de f em p.

Pontos de ridge podem ser definidos de maneira similar a Defini¢do 7, porém considerando
como pontos em U. Ou seja, dizemos que ¢ € U é um ponto de ridge de f (com respeito
a k) quando Vk(g) = 0. Dizemos que ¢ é um ponto de ridge de ordem k se V"™« (g) = 0,
1 <m <k, e V&Dg(q) # 0, onde VU™« denota a m-ésima derivada direcional de x com respeito
a V. Chamaremos o conjunto dos pontos de ridge de curva ridge de f.

Os pontos de ridge sdo importantes para o estudo da superficie focal FC. Veremos que pontos
de ridge sao pontos singulares da superficie focal, assim como ocorre no caso regular.

Teorema 26 ([11], p. 434) Seja f : U — R3 uma frente e g € U um ponto singular nédo degenerado
de f. As seguintes afirmacoes sdo validas:

(a) FC é uma superficie regular em q se, e somente se, q ndo é um ponto de ridge de f.

(b) FC é uma cuspidal edge em q se, e somente se, q é um ponto de ridge de primeira ordem de

f.

(¢c) FC é um rabo de andorinha em q se, e somente se, q é um ponto de ridge de segunda ordem
de f e a curva ridge passando por q é uma curva regular.
Exemplo 27 Consideremos a cuspidal edge dada por f(u,v) = (u, V—;, ”25V3). Podemos mostrar que
k(0) =1, Vk(0) =0e VVk(0) = —27/4. Logo, a origem € um ponto de ridge de ordem 1 de f e,
pelo Teorema 26, FC € uma cuspidal edge. As superficies f e FC estdo representadas na Figura 6.
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Figura 7: Superficie f (esquerda) do Exemplo 28 e sua superficie focal FC (direita).

Exemplo 28 Seja f(u,v) = (u, %, M) Entdo f € uma cuspidal edge e, além disso, «(0) = 1 e
Vk(0) = %. Logo, a origem ndo € um ponto de ridge de f e, pelo Teorema 26, F'C € uma superficie

regular. As superficies f e F'C estdo representadas na Figura 7.

Vamos considerar agora a superficie FC relativa a curvatura principal ndo limitada i, onde
consideramos sua extensdo K = Ak a U. Mais precisamente, vamos supor que f € uma cuspidal
edge em ¢ e estudar a geometria de F'C, que veremos ser uma superficie regular. Denotando por v
o campo unitario de vetores normais de f, recorde que o plano tangente limitante de f em f(g) é o
plano por f(q) perpendicular a v(g).

Proposicio 29 ([11], p. 435) Seja f : U — R3 um frente tal que g € X(f) uma cuspidal edge. A
superficie focal FC de f é uma superficie regular em q. Além disso, o plano tangente limitante de
f em f(q) e o plano tangente limitante de FC em FC(p) se intesectam ortogonalmente.

Dizemos que a curva singular y = f o y € uma linha de curvatura se o vetor principal V for
tangente a curva singular y. E conhecido ([12], Proposi¢ao 3.3]) que 7 é uma linha de curvatura
de f se, e somente se, sua torsao cuspidal se anula ao longo de y. Neste caso, temos o seguinte
resultado

Proposicao 30 ([11], p. 437) Seja f uma frente e g um ponto de cuspidal edge. Se y = f oy é uma
linha de curvatura de f, entdo FC oy é uma linha de curvatura de FC.

A proposicdo acima dd uma caracteristica Unica para arestas cuspidais, uma vez que, para
superficies regulares, linhas de curvatura em f em geral nao sdo linhas de curvaturas em seus
conjuntos focais. .

Como, pela Proposigdo 29, a superficie focal FC € regular, € possivel calcular suas curvaturas
Gaussiana e média sobre a curva FC o .
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Teorema 31 ([11], p. 435) As curvaturas Gaussiana Kz e média Hgg da superficie focal FC

sobre a curva FC o vy sdo dadas por

1 1
Ko = _4_1(4K’2 + KkeK2) e Hgz = ig(Kg — 4ky),

onde o sinal + em H ;. depende da orientagdo do campo de vetores unitdrios normal a FC.

Assim como no caso de pontos de ridge, a definicdo de pontos sub-parabdlicos para frentes de
onda € dada de maneira andloga ao caso regular. Ou seja, dizemos que g € U € um ponto sub-
parabdlico (com respeito a curvatura limitada « = k) de f quando Vk(g) = 0, onde V é direcio
principal associada a ;.

Teramoto mostrou em [11] (Proposicdo 2.8) que, quando ¢ € X(f) € um ponto de cuspidal edge
da frente f, entdo g € um ponto subparabdlico de f se, e somente se, 4/<,2 + KSKZ =0emgq. Do
teorema acima e desse resultado, segue o seguinte coroldrio, que € uma propriedade similar ao caso
para superficies regulares, obtido por Morris ([6]).

Corolario 32 ([11], p. 436) Seja f uma frente e g € X um ponto de cuspidal edge. A curvatura
Gaussiana de FC se anula em p se, e somente se, p é um ponto sub-parabdlico de f com respeito
a curvatura principal limitada.

Expomos acima os principais resultados encontrados na literatura para a superficie focal FC,
0s quais consideram apenas o caso em que f € uma aresta cuspidal. O caso em que f € uma
singularidade do segundo tipo € um problema em aberto.
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