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Resumo
Este trabalho consiste em um estudo sobre Espagos Topol6-
gicos, em particular Espacos Topoldgicos Metrizédveis, cuja
topologia € induzida por uma métrica. O foco principal do
artigo € apresentacdo da demonstracdo de trés resultados
classicos da Topologia, a saber Teorema de Metrizacdo de
Urysohn, o Teorema de Metrizacdo de Nagata-Smirnov, e
o Teorema de Metrizacdo de Smirnov, que nos fornecem
condi¢Oes necessdrias e/ou suficientes para que um espago
topoldgico seja metrizavel. Para o entendimento do artigo sdao
apresentados os pré-requisitos necessarios em Topologia Geral.
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Teorema de Metrizagdo de Urysohn. Teorema de Metrizagao
de Nagata-Smirnov. Teorema de Metriza¢do de Smirnov.

Abstract

This work consists of a study on Topological Spaces, in particu-
lar Metrizable Topological Spaces, whose topology is induced
by a metric. The main focus of the article is the presentation of
the demonstration of three classic results of Topology, namely
Urysohn Metrization Theorem, Nagata-Smirnov Metrization
Theorem, and Smirnov Metrization Theorem, which provide
us with necessary and/or sufficient conditions for a topological
space to be metrizable. To understand the article, the necessary
prerequisites in General Topology are presented.

Keywords: Metrizable Spaces. Urysohn Lemma. Urysohn
Metrization Theorem. Nagata-Smirnov Metrization Theorem.
Smirnov Metrization Theorem.
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1 Introducao

Os assuntos abordados em Topologia s3o bastante interessantes, além de servirem como base para
estudos em outras dreas, como por exemplo, em Andlise, em Geometria e em Topologia Algébrica.
A Topologia é uma drea da Matematica que se preocupa, dentre outras coisas, com o estudo da
generalizac@o dos conceitos de distancia e continuidade.

O principal objeto de estudo da Topologia s@o os espacgos topoldgicos. Neste trabalho estaremos
interessados na classificagdo desses espacos topoldgicos em relacdo aos axiomas de separacdo,
axiomas de enumerabilidade e a conceitos como paracompacidade e metrizabilidade. Para isto,
utilizaremos como fonte principal para nossa pesquisa a referéncia [1].

Neste artigo, introduziremos conceitos e resultados relevantes de Topologia Geral, os quais serao
fundamentais para o objetivo principal que € realizar um estudo detalhado em espacos topoldgicos
que sdo metrizdveis apresentando importantes resultados sobre este assunto, a saber, o Teorema de
Metrizacao de Urysohn (Teorema 51), o Teorema de Metrizagdo de Nagata-Smirnov (Teorema 67)
e o Teorema de Metrizacdo de Smirnov (Teorema 73).

E importante ressaltar que a escolha do tema para se trabalhar neste artigo se deu principalmente
pelo fato de que praticamente nao existem artigos em lingua portuguesa que exploram este tema.

Este artigo € baseado em parte do projeto de iniciacdo cientifica desenvolvido pelo aluno Alef
Alves Fidelis, sob orientagdo da Profa. Dra. Francielle R. de Castro Coelho, através do Programa
de Educacao Tutorial.

2 Nocoes topologicas basicas

Nesta secao apresentamos a definicdo de espacos topoldgicos e alguns resultados bésicos.

2.1 Espacos topologicos

Definicao 1 Uma topologia em um conjunto X ndo vazio é uma cole¢do T de subconjuntos de X
tais que:

(i) O conjunto vazio O e o conjunto todo X pertencem a T ;
(ii) A unido dos elementos de qualquer subcolecdo de T pertence a T ;

(iii) A intersecdo dos elementos de qualquer subcolecdo finita de T pertence a T .

O par ordenado (X, 77), onde X é um conjunto nio vazio e 7 € uma topologia em X, € chamado
de espaco topoldgico. Se X € um espago topolégico com uma topologia 7, um subconjunto U C X
¢ um conjunto aberto de X se U € 7.

Exemplo 2 A colecdo de todos os subconjuntos de X é uma topologia em X e é chamada de
topologia discreta.

Exemplo 3 A colecdo formada somente pelo conjunto vazio ) e o conjunto todo X também é uma
topologia em X e é chamada de topologia trivial.

Definicio 4 Suponha que T e T~ sejam duas topologias no conjunto X. Se T C T, dizemos que
T é mais fina que T; se T C T dizemos que T~ é estritamente mais fina que T
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Definicao S Seja X um espago topolégico com topologia T . Se Y é um subconjunto de X, a colegdo
Ty={YnU|UeT}

é uma topologia em Y chamada de topologia do subespaco. Com essa topologia, Y é chamado de
subespaco topologico de X.

2.2 Base para uma topologia

Definicao 6 Se X é um conjunto, uma base para uma topologia em X é uma colecdo B de subcon-
juntos de X (chamados elementos bdsicos) tal que

(i) Para cada x € X, existe pelo menos um elemento basico B € 8B tal que x € B;

(ii) Se x pertence a intersegdo de dois elementos basicos By e By, entdo existe um elemento basico
B3 contendo x, de modo que B3 C By N By.

Observacao 7 Se B é uma base para uma topologia em X, entdo definimos uma topologia T gerada
por B da forma: U € T se para cada x € U existir um elemento basico B € B tal que x € B C U.
Note que, cada elemento bdsico é um elemento de T .

Exemplo 8 Se X é um conjunto qualquer, a colecdo de todos os subconjuntos unitdrios de X é uma
base para a topologia discreta em X.

Lema 9 Sejam X um conjunto e B = {B,| @ € J}, com J um conjunto de indices, uma base para
alguma topologia T em X. Entdo, T é igual a colecdo de todas as unides possiveis de elementos

de B, istoé,']':{UBQ|BQEB},c0ma€ICJ.

Demonstracao. Seja UB € {UB | By € B} Cada B, € B e assim, B, € 7. Como 7 ¢

uma topologia, segue que U B, 7.

Reciprocamente, tome U € 7, escolha para cada x € U um elemento basico B, de 8 de modo
que x € B, C U. Entdo
U= U B,,

xeU

ou seja, U € igual a uma unido de elementos de B. [

Quando as topologias sao dadas por bases, € util haver um critério em termos das bases para
determinar quando uma topologia é mais fina que outra. Podemos utilizar o seguinte critério:

Lema 10 Sejam B e B’ bases para as topologias T e T~ em X, respectivamente. Entdo as seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) T é mais fina que T ;

(ii) Para cada x € X e para cada elemento basico B € B contendo x, existe um elemento basico
B € B tal que x € B’ C B.
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Demonstracao. Mostremos primeiro que (i7) implica (7). Tome um elemento U de 7, queremos
mostrar que U € 7. Seja x € U. Como B é base de 7, existe um elemento B € B tal que
x € B C U. A hipétese nos diz que existe um elemento B* € 8’ tal que x € B' C B, entio
xeB CU.LogoUe7T .

Agora, mostremos que (i) implica (ii). Sejam x € X e B € B, com x € B. Como B pertence a
7 por defini¢do, e 7 C 7 por hipétese, segue que B € 7. Assim, existe um elemento B € B’ tal
que x € B C B. n

Exemplo 11 Se B for a colecdo de todos os intervalos abertos da reta real, (a,b) =
{x e Rl a < x < b, a < b}, a topologia gerada por B é chamada de topologia usual da
reta real; se tivermos agora B sendo a colecdo de todos os intervalos semiabertos da forma
[a,b) = {x € R| a < x < b, a < b}, atopologia gerada por B' é chamada de topologia do limite
inferior da reta real. E além disso, a topologia do limite inferior é estritamente mais fina que a
topologia usual em R.

Definicao 12 Uma sub-base S para uma topologia em X é uma colegdo de subconjuntos de X cuja
unido é igual a X. A topologia gerada pela sub-base S é definida como a colecao T da unido de
todas as intersecoes finitas de elementos de S.

2.3 Conjuntos fechados, fecho e interior de um conjunto, pontos de
acumulacao

Definicao 13 Um subconjunto A do espaco topologico X é dito fechado se o conjunto X — A for
aberto.

Exemplo 14 O subconjunto [a, b] da reta real é fechado, pois o seu complementar R — [a,b] =
(—00,a) U (b, +00) é aberto.

Exemplo 15 Seja X um conjunto. Na topologia discreta em X, qualquer subconjunto é aberto e
fechado.

Definicao 16 Seja A um subconjunto de um espaco topologico X. O interior de A é a unido de
todos os conjuntos abertos contidos em A; e o fecho de A é a intersecdo de todos os conjuntos
fechados que contém A.

O interior de A serd denotado por intA e o fecho de A sera denotado por A. Segue que o intA é
um conjunto aberto e o A € um conjunto fechado. Além disso,

intA c A C A.
Teorema 17 Seja A um subconjunto de um espaco topologico X.

(i) x € A se, e somente se, todo conjunto aberto U que contém x intercepta A;

(ii) Supondo que a topologia de X é dada por uma base, entdo x € A se, e somente se, todo
elemento bdsico B que contém x intercepta A.

Demonstracio. Provar (i) é equivalente a provar: x ¢ A se, e somente, existe um conjunto aberto
U contendo x que ndo intercepta A. Desta forma, se x ndo pertence a A, o conjunto U = X — A é
um conjunto aberto contendo x que ndo intercepta A, como desejado. Reciprocamente, se existe um
conjunto U contendo x que ndo intercepta A, entdo X — U € um conjunto fechado contendo A. Por
defini¢do do fecho de A, o conjunto X — U contém A, portanto, x nio pertence 2 A.
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Agora provemos (ii). Sejax € A. Por (i), todo conjunto aberto contendo x intercepta A. Logo,
todo elemento bdsico B contendo x intercepta A, pois B é um conjunto aberto. Reciprocamente, se
todo elemento bésico B contendo x intercepta A, 0 mesmo acontece para todo conjunto aberto U
contendo x, porque U contém um elemento basico que contém x. [

Observacao 18 Algumasvezes, ao invés de dizermos “U é um conjunto aberto contendo x” podemos
simplesmente dizer “U é uma vizinhanga de x”.

Definicao 19 Sejam A um subconjunto do espago topolégico X e x um ponto de X. Dizemos que x
é um ponto de acumulagdo de A se toda vizinhanga de x intercepta A em algum ponto diferente de
x, ou seja, (V —{x}) N A # 0, para toda vizinhanca V de x.

Seja A um subconjunto do espaco X. Denotaremos por A" o conjunto de todos os pontos de
acumulacgdo de A.

Teorema 20 Seja A um subconjunto de um espagco topologico X. Entdo, A=A"UA.

Demonstraciio. Se x estd em A’, toda vizinhanga de x 1ntercepta A em um ponto diferente de x.
Portanto pelo Teorema 17, x € A. Consequentemente A’ c A. Jd que, por definicdo, A C A, segue
que A UA C A.

Para apresentar que A c A UA, tomemos x € A e mostremos que x € A’ UA. Sex € A, é
trivial ver que x € A" U A. Suponha que x # A. Jd que x € A, sabemos que toda vizinhanga U de X
intercepta A. Como x ¢ A, o conjunto U intercepta A em um ponto diferente de x. Entdo, x € A e
segue que x € A" U A, como desejado. [

2.4 Funcoes continuas e homeomorfismo

Definicao 21 Sejam X e Y espacos topologicos. A funcdo f : X — Y é dita continua se para todo
subconjunto aberto V de Y, o conjunto f~1(V) = {x € X| f(x) € V} for um subconjunto aberto em
X.

Observacao 22 Seja B uma base para o conjunto Y Entdo, para provar a continuidade de f é
suficiente mostrar que f~'(B) é aberto em X, para todo B € B.

Observacao 23 Seja S uma sub-base para o conjunto Y. Entdo, para provar a continuidade de f
é suficiente mostrar que f~'(S) é aberto em X, para todo S € S.

Lema 24 Sejam X e Y espacos topologicos, e f : X — Y. Se, para todo x € X e para toda
vizinhanca V de f(x), existir uma vizinhanga U de x tal que f(U) C V, entdo f é continua.

Demonstraciio. Sejam V um conjunto aberto de Y e x € f~!(V). Entdlo, f(x) € V. Por hipétese,
existe uma vizinhanca U, de x tal que f(U,) c V. Assim, U, ¢ f~1(V) e daf,x € U, c f~1(V).
Portanto, f~'(V) é aberto em X. [

Lema2sS Se f: X — Yeg:Y — Zforem continuas, entdo a composicdo g o f serd continua.

Demonstracio. Se U é um conjunto aberto de Z, entdo g~ (U) serd um conjunto aberto em Y e
f~'(g~'(U)) serd um conjunto aberto em X. Mas, f~ (g~ (U)) = (g o f)"1(U). Logo, a funcdo
composta € continua. [ |
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Definicao 26 Sejam X e Y espacos topologicos. Seja f : X — Y uma bijecdo. Se ambas as
fungées f e f~ forem continuas, entdo f é chamada de homeomorfismo.

Observacao 27 Sejam f : X — Y um homeomorfismo e A um subconjunto de X. Entdo, A é
aberto em X se, e somente se, f(A) é aberto emY.

Definicao 28 Suponha que f : X — Y seja uma funcdo continua injetora, onde X e Y sdo espacos
topologicos. Seja Z o conjunto imagem f(X), considerado um subespago de Y. Se a funcdo bijetora
'+ X — Z (obtida por restringir o contradominio de f) for um homeomorfismo de X em Z,
dizemos que f é um mergulho topologico, ou simplesmente mergulho, de X em Y.

3 As topologias produto e métrica

3.1 Topologia produto

Definicao 29 Seja J um conjunto de indices. Suponha que X é um conjunto. Definimos uma J-upla
de elementos de X como uma funcdo x : J — X. Se a é um elemento de J, podemos denotar o
valor de x em a como x4 ao invés de x(a); chamaremos isto da a2 coordenada de x. Denotamos a
fungdo x propriamente pelo simbolo (x4)q e .

Definicao 30 Sejam {Ay}q ey uma familia de conjuntos e X = U Aq. O produto cartesiano desta

ael
Sfamilia é denotado por

[ ] A

ael

que é definido como o conjunto de todas as J-uplas (x4)qcj de elementos de X tal que x, € Ag,
para todo «a € J. Isto é, é o conjunto de todas as funcoes

x:J— UA"

tal que x(a) € Ay, para todo a € J.

Comumente denotaremos o produto cartesiano simplesmente por l—[ Ag, € seus elementos por
(xq), caso o conjunto de indices ja esteja subentendido. Além disso, se todos os conjuntos A, forem
iguais ao conjunto X, entdo o produto cartesiano n A, é o conjunto X7,

Exemplo 31 Seja J um conjunto de indices qualquer e tome A, = R, para todo a € J. O produto
cartesiano n A, é representado por R’. Em particular, se J = Z,, entdo o produto cartesiano

ael
l_[ Aq € representado por R®.

a€Z,

Agora, seja

nﬁ:nXa—>XB

ael

uma funcio atribuindo para cada elemento do espago produto sua 3° coordenada,

FIDELIS, A. A.; COELHO, F. R. C. Um breve estudo sobre espacos metrizdveis: de Urysohn, Nagata e Smirnov. C.Q.D. — Revista Eletronica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 19, p. 21-47, dez. 2020. Edi¢ao Iniciagao Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol19ic201023169664aaffrcc2147 Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

26



" of
=
=)

ng((Xa)aes) = Xp,

com X, sendo um espago topoldgico, para todo a € J. Esta fungdo é chamada de projecdo na 3°
coordenada.

Observacio 32 Note que o conjunto Sg = {nlgl(Uﬁ)l Up é aberto em Xg} é uma sub-base para

uma topologia em l_[ Xo. De fato, o conjunto Sg é uma colegdo de subconjuntos desse produto

ae]
cartesiano. Além disso, é verdade que

U ﬂ;l(Uﬁ):ﬂgl U Uﬁ s

U,BEX,B Uﬁ EXB
e como U Ug = X, segue que U ﬂlgl(Uﬂ) = rl Xq.
UﬁGXﬁ U’BEXﬁ ael

Definicao 33 Sejam

Sp = {ﬂgl(U[;)l Up é aberto em Xg} e S = U Ss.
pel

A topologia gerada pela sub-base S é chamada de topologia produto.

A topologia produto em l—[ X, tem como base todos os conjuntos da forma 1_[ Uy, onde U, é
aberto em X,, para cada «, e U, = X,, exceto para uma quantidade finita de a’s.

Teorema 34 Seja f : A — l—[ X, dada pela equacdo

ael
f(a) = (fo(a))ae,

onde fo, : A — X,, para todo a € J. Seja n X, com a topologia produto. Entdo, a funcdo f é
continua se, e somente se, cada f, for continua.

Demonstracdo. Seja 7 a projegdo do produto em seu S fator. A funcdo 7z € continua, pois se
Ug € um conjunto aberto em Xg, 0 conjunto 71;] (Upg) € um elemento sub-bdsico para a topologia

produto em 1—[ Xo. Agora, suponha que f : A — 1—[ X, € continua. A fungio fg € igual a

composta g o f; sendo a composi¢ao de duas fung¢des continuas, ela também serd continua.
Reciprocamente, suponha que cada funcdo coordenada f, seja continua. Para provar que f é

continua, € suficiente mostrar que a imagem inversa de f de cada elemento sub-bésico € aberto em

A (pois os abertos de l—[ X, sdo unides de intersecdes finitas de elementos sub-bdsicos). Um tipico

aclJ
elemento sub-bdsico para a topologia produto n X, € um conjunto da forma 711;1 (Ug), onde 3 é
algum indice e Ug € aberto em Xg. Agora,

5 (Up)) = £5" (Up),

porque fﬂ_ e ngo f. Como fg € continua, tal conjunto € aberto em A, como queriamos. [ |
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3.2 Topologia métrica
Definicao 35 Uma métrica em um conjunto X é uma funcdo
d:XxX—R
tendo as seguintes propriedades:
(i) d(x,y) = 0, para todos x,y € X, a igualdade se da se, e somente se, x = y;
(i) d(x,y) =d(y,x), para todos x,y € X;

(iii) d(x,y) +d(y,z) > d(x,z), para todos x,y,z € X.

Considere uma métrica d em X, o nimero d(x, y) é chamado de distancia entre x e y na métrica
d. Tome & > 0, considere o conjunto

Bi(x,e) ={y € X| d(x,y) < &}

de todos os pontos y tal que a distancia de x a y € menor que €. Este conjunto € chamado de e-bola
centrada em x.

Definicao 36 Se d for uma métrica em um conjunto X, entdo a colegdo de todas as e-bolas B;(x, €),
para x € X e € > 0, formam uma base para uma topologia em X, chamada de topologia métrica
induzida por d.

Exemplo 37 Tome um conjunto X qualquer. Defina uma funcdo d : X x X — R da forma

1, sex #y,
d(x,y) = 0 sex:?

E facil ver que d é uma métrica (chamada de métrica zero-um) e a topologia induzida por d é a
topologia discreta. Neste caso, Bi(x, 1) = {x}, para todo x € X.

Definicao 38 Seja (X, 7)) um espaco topologico. Dizemos que X é metrizavel se existe uma métrica
d definida em X tal que a topologia induzida por d é T. E claro que todo espaco métrico é um
espago topologico metrizdvel.

Teorema 39 Seja X um espaco métrico com métrica d. Defina d:XxX— Rpela equacdo
d(x,y) = min{d(x,y), 1}.

Entéo, d é uma métrica que induz a mesma topologia que d. A métrica d é chamada de métrica
usual limitada correspondente a d.

Demonstracio. (i) Vamos provar a primeira condicdo para d ser uma métrica. J4 que d é uma
métrica, temos que para todo x, y € X, d(x, y) serd sempre um nimero maior ou igual 2 zero, sendo
zero somente quando x = y.

(ii) Para provar a segunda condicdo para d ser uma métrica, utilizamos o fato de d ser métrica
para mostrar que d(x, y) = d(y,x), parax,y € X.

(iii) Vamos verificar agora a desigualdade triangular:
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d(x,2) <d(x,y) +d(y,2), para todos x, y, z € X.

_ Suponhamos que d(x,y) > 1 ou d(y,z) > 1. Entdo, d(x,y) = min{d(x,y),1} = 1 ou
d(y,z) =min{d(y,z),1} = 1. Assim,

d(x,y) +d(y,2) > 1.
Por outro lado, d(x, z) = min{d(x, z), 1} < 1. Logo,
d(x,7) < d(x,y) +d(y,2).
Agora, suponhamos que d(x,y) < 1 e d(y,z) < 1. Dai,
d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) =d(x,y) +d(y,2).
Logo,
d(x,z) =min{d(x,2),1} < d(x,z) < d(x,y) +d(y,2).

Agora, notemos que em qualquer espaco métrico a cole¢do de g-bolas com £ < 1 forma uma
base para a topologia métrica, pois todo elemento basico contendo x contém uma &-bola centrada
em x. Logo, d e d induz a mesma topologia em X, pois as colecdes de e-bolas com & < 1 sob estas
duas métricas sdo as mesmas. [

Agora definiremos uma métrica em R’, chamada de métrica uniforme.

Definicao 40 Sejam J um conjunto de indices, x = (xo)acs €y = (Ya)acs pontos de R’. Defina
uma métrica p em R’ da seguinte maneira

p(x,y) = sup{d(xa, ya)| @ € J},

onde d é a métrica definida no Teorema 39. Dizemos que p é chamada de métrica uniforme em R’
e a topologia que ela induz é chamada topologia uniforme.

Lema 41 A topologia uniforme em R’ é mais fina que a topologia produto.

Demonstracao. Suponhamos que x = (x4)qey € R’ e 1—[ U, € um elemento bdsico da topologia

produto que contém x. Seja ay,...,a, indices para os quais U, # R. Entdo, para i, escolhemos
g; > 0 tal que a g;-bola centrada em x,, esteja contida em U,,, na métrica d;. Isto € possivel
porque U,, € aberto em R. Seja & = min{¢y,...,&,}. Entdo, a e-bola centrada em x estd con-

tida em l_[ U,, na métrica p (pois se z é um ponto de R’ tal que p(x,z) < &, entdo d(xq, ya) < &

para todo a, e assim, 7 € l—[ U,). Logo, a topologia uniforme € mais fina que a topologia produto. m

No caso onde J ¢ infinito, R’ s6 é metrizdvel se J for enumerdvel e se, em R/, a topologia € a
topologia produto.

Teorema 42 Seja d(a,b) = min{|a — b|, 1} a métrica usual limitada em R. Se x e y forem dois
pontos de R, definimos

d(xi v
D(x,y) = sup @

Entdo, D é uma métrica que induz a topologia produto em R®.
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Demonstraciao. As propriedades de uma métrica sdo satisfeitas trivialmente, exceto a desigualdade
triangular, a qual é provada percebendo que, para todo i,

d(X{, Zi) < d(Xi', Vi) + d()’z:, Zi)
I I I

< D(x,y) +D(y,2),

e assim,

@ < D(x,y) + D(y,2).

O fato que D induz a topologia requer um pouco mais de trabalho. Primeiro, sejam U um aberto
na topologia métrica e x € U. Encontraremos um conjunto aberto V na topologia produto tal que
x € V c U. Escolha uma &-bola tal que Bp(x,e) C U. Entdo, escolha N tdo grande quanto quiser,

1
de modo que v < &. Finalmente, seja V o seguinte elemento da topologia produto,
V=@@xi—-exi+e) X - X(xy—&,xy+&) XRXRXx---

Afirmamos que V C Bp(x, ). Para ver isto, tome y € R“. Entao,

d s Vi 1
MS—, para i > N.
l N
Portanto,
d(x, d(xy,yn) 1
D(x,y) < max (xll yl),..,’ (XNNyN)’N

Se y € V, esta expressao € menor que . Logo, V C Bp(x, ), como queriamos.
Reciprocamente, considere o elemento basico

U:ﬂU,-

i€Zs

da topologia produto, onde U; € aberto em R, parai = a4, -, a,, € U; = R para todos os outros
indices i. Tome x € U. Vamos encontrar um conjunto aberto V da topologia métrica, tal que
x € V c U. Escolha um intervalo (x; — &;, x; + &;) em R centrado em x; e contido em U;, para cada
i=a, - ,a, comcadag; < 1. Entao, definimos

. &l .
e=mmny—|i=a, " ,q,
I

Afirmamos que x € Bp(x,&) C U. Sejay € Bp(x, €). Entdo, para todo i,

i yi) <D(x,y) <e.

. ~ &j -
Agora, sei = @y, - ,ay,, entdo, & < —. Logo, d(x;,y;) < & < 1,e |x; — yi| < . Portanto, y € U,
l

como queriamos. [

FIDELIS, A. A.; COELHO, F. R. C. Um breve estudo sobre espacos metrizdveis: de Urysohn, Nagata e Smirnov. C.Q.D. — Revista Eletronica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 19, p. 21-47, dez. 2020. Edi¢ao Iniciagao Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol19ic201023169664aaffrcc2147 Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

30



" of
=
=)

4 Os axiomas de enumerabilidade e separacao

4.1 Axiomas de enumerabilidade

Definicao 43 Dizemos que um espaco topologico X tem uma base enumeravel sobre x se existir
uma cole¢cdo B enumerdvel de vizinhangas de x tal que cada vizinhanga de x contém pelo menos
um dos elementos de B. Dizemos que um espagco X que possui uma base enumerdvel para cada um
de seus pontos satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Definicao 44 Dizemos que um espago topologico X satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade
se X possui uma base enumeravel para a sua topologia.

Observacao 45 Temos que o segundo axioma de enumerabilidade implica o primeiro, pois se B
é uma base enumeravel da topologia em X, entdo a subcole¢do de B consistindo dos elementos
basicos contendo x é uma base enumerdvel de x.

Observacao 46 R, com a topologia uniforme, satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade pois,

1 .
basta tomar como base enumeravel sobre x a colecdo B, = {B,;(x, —)l ne N}. Mas ndo satisfaz
n

o segundo. De fato, mostremos primeiro que se X é um espaco que possui uma base enumerdvel
B, entdo qualquer subespaco discreto A de X deve ser enumeravel. Escolha, para cada a € A,
um elemento bdsico B, tal que B, N A = {a}. Se a e b sdo pontos distintos de A, entdo B, # By,
pois a € B, e a # By. Assim, a relacdo a — B, é um injecdo de A em B e portanto, A deve ser
enumerdvel. Agora, note que o subespaco A de R” consistindo de todas as sequéncias que contém
somente zeros e uns como elementos é ndao enumerdvel. Além disso, A tem a topologia discreta
pois p(a, b) = 1, para quaisquer a # b. Portanto, na topologia uniforme, R” ndo possui uma base
enumeravel.

4.2 Axiomas de separacao

Definicao 47 Seja X um espaco topologico, e suponha que conjuntos unitdrios sdo fechados em X.

(a) Dizemos que X é um espaco Hausdorf se, para todos x,y € X com x # y, existem vizinhangas
U eV dex ey, respectivamente, tais que U NV = (.

(b) Dizemos que X é um espaco regular se, para x € X e um conjunto fechado B C X com x ¢ B,
existem conjuntos abertos disjuntos contendo x e B, respectivamente.

(c) Dizemos que X é um espaco normal se, para cada par A, B de conjuntos fechados disjuntos de
X, existem conjuntos abertos disjuntos contendo A e B, respectivamente.

Seja X um espago topoldgico em que {x} é fechado, para todo x € X. E ficil ver que, se X
€ regular, entdo X é Hausdorff e se X € normal, entdo X € regular. O axioma de normalidade é
mais forte que o axioma de regularidade que € mais forte que o axioma Hausdorff. Caso retiremos
a condi¢do de que todo conjunto unitdrio {x} de X ¢ fechado, nada garante que um espago regular é
Hausdorff ou que um espago normal € regular.

Observacao 48 Vale ressaltar que em um espaco metrizavel X, conjuntos unitdrios sdo fechados e,
além disso, X é normal, regular e Hausdorff.
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Lema 49 Seja X um espaco topolégico. Consideremos, em X, que conjuntos unitarios sao fechados.

(a) X é regular se, e somente se, dado um ponto x de X e uma vizinhanca U de x, existir uma
vizinhangca V de x tal que V C U;

(b) X é normal se, e somente se, dado um conjunto fechado A e um conjunto aberto U contendo A,
existir um conjunto aberto 'V contendo A tal que V C U.

Demonstracao. (a) Suponhamos que X € regular, x € X e U seja uma vizinhanca de x. Seja
B =X —U. Entdo, B é um conjunto fechado tal que x ¢ B. Por hip6tese, existem conjuntos abertos
disjuntos V e W contendo x e B, respectivamente. Observe que, V N B = () pois se y € B, temos que
W é uma vizinhanca de y disjunta de V e dai, y ¢ V. Portanto, V ¢ U, como desejado.

Reciprocamente, suponhamos que x € X e B é um conjunto fechado tal que x ¢ B. Seja
U = X — B. Temos que x € U e assim, existe uma vizinhanca V de x tal que V ¢ U. Logo, os
conjuntos V e X — V sio abertos e disjuntos contendo x e B, respectivamente.

(b) Suponhamos que X € normal, A € um conjunto fechado e U um aberto que contém A. Seja
B = X — U. Entdo, B € um conjunto fechado disjunto de A. Por hipétese, existem conjuntos abertos
disjuntos V e W contendo A e B, respectivamente. Observe que o conjunto V é disjunto de B, pois
se y € B, o conjunto W é uma vizinhanga de y disjunta de V. Portanto, V c U.

Agora, suponhamos que A e B sdo fechados disjuntos de X. Seja U = X — B. Por hipdtese, existe
um conjunto aberto V contendo A tal que V ¢ U. Os conjuntos V e X — V sdo abertos e disjuntos
contendo A e B, respectivamente. Logo, X é normal. [ ]

5 O Lema de Urysohn

Apresentaremos nesta secao a demonstracdo de um dos teoremas mais belos da Topologia Geral,
conhecido como Lema de Urysohn. Esse resultado é muito importante na demonstra¢cao do primeiro
Teorema de Metrizacdo que veremos neste trabalho, que é o Teorema de Metriza¢ao de Urysohn.

Teorema 50 Seja X um espaco normal. Sejam A e B conjuntos fechados disjuntos de X, e [a, b]
um intervalo fechado da reta real. Entdo, existe uma fungdo continua

f:X — |a,b]

tal que f(x) = a, para todo x € A, e f(x) = b, para todo x € B.

Demonstraciao. Precisamos considerar somente o caso onde o intervalo em questdo € o intervalo
[0,1]. O caso geral segue do fato que [0, 1] e [a, b] sdo homeomorfos. O primeiro passo desta
demonstragdo € construir, usando que X € normal, uma certa familia U, de conjuntos abertos de X
indexada pelos nimeros racionais. Usaremos esses conjuntos para definir a continuidade de f.

Passo 1: Seja P o conjunto de todos os nimeros racionais do intervalo [0, 1]. Definiremos, para
cada p € P, um conjunto aberto U, de X de modo que se p < g, teremos ﬁp C U,. Assim, os
conjuntos U, podem ser simplesmente ordenados pela inclusdo, da mesma maneira que seus indices
sao ordenados pela ordem usual na reta real.

Como P € enumeravel, podemos usar inducdo para definir os conjuntos U,, ou melhor, pelo
principio da defini¢ao recursiva. Vamos organizar os elementos de P em uma sequéncia infinita e,

por conveniéncia, suponhamos que os nimeros 1 e 0 sdo os primeiros elementos desta sequéncia.
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Defina os conjuntos U, como segue. Primeiro, defina U; = X — B. Como A € um conjunto
fechado contido no conjunto aberto Uy, pelo Lema 49, escolha um conjunto aberto Uy tal que A C U
€ ﬁo cU;.

De modo geral, seja P, o conjunto consistindo dos n primeiros nimeros racionais da sequéncia
anterior. Suponha que U, € definido para todos os nimeros racionais p pertencentes ao conjunto
P,, satisfazendo a condicao

p<q=U,cU,. ()

Seja r o préximo nimero racional dessa sequéncia. Definiremos agora U,..

Considere o conjunto P, = P, U {r}. Temos que P,+; é um subconjunto finito do intervalo
[0,1], e € ordenado com a ordem derivada da ordem usual < da reta real. Em um conjunto finito
ordenado, todo elemento, exceto o menor € 0 maior, tem um sucessor imediato e um antecessor
imediato. Como o niimero 0 é o menor elemento € o 1 € o maior elemento do conjunto ordenado
P,+1, segue que r ndo € 0, nem 1. Logo, r tem um antecessor imediato p em P,;; € um sucessor
imediato ¢ em P,,1. Sabemos que U, e U, sdo tais que ﬁp c U,, pela hipétese de inducao. Usando
que X € normal, podemos encontrar um conjunto aberto U, de X tal que

U,cUeU, cU,.

Mostremos agora que vale para todo par de elementos de P,.;. Se ambos elementos estiverem em
P,, segue pela hipétese de inducdo que () € valida. Agora, se um desses elementos for r € o outro
for um ponto s de P, entdo, para s < p,

UscU,cU,
ouparas > ¢,
U, cU, cU,.

Logo, para todo par de elementos de P, a relacdo () é vélida.
Passo 2: Agora que temos definido U, para todos os niimeros racionais p no intervalo [0, 1],
estenderemos esta definicdo para todos os nimeros racionais p em R da seguinte forma:

U,=0, sep<0
U,=X, sep>1.

Para todo par de nimeros racionais p e ¢, (x) se mantém. De fato, dados p,q € [0,1], a
implicacdo € verdadeira. Agora, se p < 0, temos que ﬁp = U, = 0, e para qualquer valor de g,
desde que p < ¢, Up C U,. Por outro lado, se g > 1, entdo, Up cX=Ugparap < q.

Parte 3: Tome um ponto x de X, defina Q(x) como sendo o conjunto dos niimeros racionais p
tais que x € U, ou seja,

Qx) ={p €Qlx € Up,}.

Temos que, para todo x € X, x ¢ U,, parap < 0e x € U,, para p > 1. Portanto, Q(x) é limitado
inferiormente, e seu maior limitante inferior ¢ um ponto do intervalo [0, 1]. Defina

f(x) =infQ(x) =inf{p|x € U,}.
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Passo 4: Mostremos que f € a fungdo desejada. Sex € A, entdo x € U, paratodo p > 0. Assim,
Q(x) ={p € Q| p = 0}. Logo, f(x) =inf Q(x) = 0. Analogamente, se x € B, entdo x € U,, para
nenhum p < 1. Dai, Q(x) = {p € Q| p > 1}. Portanto, f(x) = 1.

Provemos que f € continua. Para isso, vamos provar inicialmente as seguintes afirmacoes:

(@) xeU,= f(x) <r;

b)x¢U, = f(x)>r.

Para provar (a), observe que se x € U,, entdo x € U, para todo s > r. Portanto, todos os racionais
maiores que r pertencem a Q(x). Logo, pela defini¢ao,

f(x) =infQ(x) < r.

Para provar (b), note que se x ¢ U,, entdo x # Uy, paratodo s < r. Assim, qualquer niimero racional
menor que r ndo pertence a Q(x). Logo,

f(x) =infQ(x) > r.

Agora, para provar a continuidade de f, tome um ponto xo de X e um intervalo aberto (c,d) Cc R
que contém f(xp). Queremos encontrar uma vizinhanca U de x tal que f(U) C (¢, d). Para isto,
escolha nimeros racionais p e g tais que

c<p<flx)<gqg<d.

Afirmagdo: O conjunto aberto U = U, — ﬁp ¢ a vizinhanga desejada de x.

Primeiro, vamos mostrar que xo € U. Como f(xo) < g, (b) implica que xo € U,, enquanto que
pelo fato de f(xg) > p, (a) acarreta que xq ¢ Up.

Agora, provemos que f(U) C (c,d). Sejax € U. Entdo, x € U, C ﬁq. Dai, f(x) < g (por (a))
ex ¢ ﬁp, implica que x ¢ U,. Assim, f(x) > p (por (b)). Logo, f(x) € [p,q] C (c,d). Portanto,
f € continua, como queriamos mostrar. [ ]

6 O Teorema de Metrizacao de Urysohn

Apresentaremos agora um importante Teorema de Metrizagdo que nos fornece uma condig¢ao
necessdria (mas nao suficiente) para que um espago topoldgico seja metrizavel.

Teorema 51 Todo espaco regular X com uma base enumeravel é metrizavel.

Demonstracao. Provemos que X € metrizdvel mergulhando-o em um espaco metrizavel Y, isto
€, mostrando que X € homeomorfo a um subespaco de Y. Aqui apresentaremos duas versdes da
demonstracao deste teorema, as quais diferem somente pela escolha do espaco metrizavel Y. Na
primeira versao, Y € o espaco R na topologia produto, um espaco que sabemos que € metrizdvel
(Teorema 42). No segundo caso, o espaco Y também serd R“, mas neste caso a topologia adotada
serd proveniente da métrica uniforme p. Em cada caso, mergulharemos X no subespaco [0, 1] de
R,

Passo 1: Provemos o seguinte: Existe uma cole¢ao de funcdes continuas f, : X — [0, 1] tendo
a propriedade que dado qualquer ponto xg € X e qualquer vizinhanca U de xy, existe um indice n tal
que f, € positiva em xq e se anula fora de U.
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Pelo Lema de Urysohn, dados xg e U, existe tal fun¢do. De qualquer modo, se escolhermos tal
funcdo para cada par (xg, U), a colecao em geral € ndo enumerdvel. Vamos reduzir essa colecio
para que fique enumerdvel. Facamos o seguinte:

Seja {B,} uma base enumerével para X. Para cada par n, m de indices onde B, C B,,, aplicamos
o Lema de Urysohn para escolher uma fungdo continua g, , : X — [0, 1] tal que g,,»(B,) = {1}
e gnm(X — By,) = {0}. Entao, a cole¢do {g,.,} satisfaz o que desejamos. De fato, dados xo e uma
vizinhanca U de xg, escolhemos um elemento bésico B, contendo x( tal que B,, ¢ U. Usando
que X ¢é regular, tome B, de modo que xo € B, ¢ B, C B,,. Entdo, n,m é o par de indices para
o qual a funcdo g, , € definida, e € positiva em x( e se anula fora de U. Além disso, pelo fato da
colecdo {g,.m} ser indexada com um subconjunto de Z, X Z,, ela é enumerdvel. Portanto, pode ser
reindexada com os inteiros positivos, o que nos dé a colecdo desejada { f;, }.

Passo 2: (Primeira versdo da demonstracdo) Dadas as funcdes f, do Passo 1, tome R® na
topologia produto e defina a relagao F : X — R da forma

F(x) = (fi(x), f2(x),...).

Afirmamos que F € um mergulho.

Primeiro, note que F € continua pois R“ tem a topologia produto e cada f,, € continua. Observe
também que, F € injetora pois dados x € y de modo que x # y, sabemos que existe um indice n tal
que fp(x) > 0e fu(y) = 0. Logo, F(x) # F(y).

Finalmente, basta mostrar que F € um homeomorfismo de X sobre sua imagem, o subespaco
Z = F(X) de R“. Sabemos que F define uma bije¢do continua de X com Z, precisamos mostrar
somente que, para cada conjunto aberto U em X, o conjunto F(U) € aberto em Z. Seja zo € F(U).
Devemos encontrar um conjunto aberto W de Z tal que

20 €W c F(U).

Sejaxg € U tal que F(xp) = zo. Escolha um indice N para o qual fy(xo) > Oe fy(X-U) = {0}.
Considere o intervalo aberto (0, +c0) em R, e seja V o conjunto aberto

V =110, +00))

de R”. Tome W =V N Z. Entdo, W € aberto em Z, pela definicdo de subespago topoldgico.

Afirmagdo: zo € W c F(U).

Primeiro, zg € W pois nn(z0) = nay(F(x9)) = fw(xo) > 0. Agora, vamos verificar que
W c F(U). De fato, se z € W, entdo z = F(x) para algum x € X, e ny(z) € (0,+c0). Como
nn(z) = ny(F(x)) = fn(x) e fy se anula fora de U, segue que x € U. Assim, z = F(x) € F(U),
como queriamos mostrar.

Logo, F' é um mergulho de X em R“, e segue que X € metrizdvel.

Passo 3: (Segunda versdo da demonstracdo) Nesta versao, mergulharemos X no espaco métrico
(R“,0). Na verdade, mergulharemos X no subespaco [0, 1], no qual p € igual a métrica

p(x,y) = sup{lx; — yi|}.
Usaremos a cole¢ao enumerada de funcdes f,, : X — [0, 1] construidas no Passo 1. Agora vamos

1

impor a condi¢do adicional que f,(x) < —, para todo o x. Para isso, basta dividir cada fungéo f,
por n. "
Defina F : X — [0, 1]“ pela equagao

F(x) = (fikx), oa(x),...).
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Afirmamos que F' € um mergulho relativo a métrica p em [0, 1]“. Do Passo 2, temos que F é
injetiva. Além disso, sabemos que se usarmos a topologia produto em [0, 1]¢, F leva conjuntos
abertos de X em conjuntos abertos do subespaco Z = F(X). Como a topologia em [0, 1]“ induzida
pela métrica é mais fina que a topologia produto em [0, 1]“, segue que F leva abertos de X em
abertos de Z = F(X) também. Falta provar que F' é continua. Isso ndo segue do fato que cada
funcdo componente € continua, pois nao estamos com a topologia produto em R agora. Por isso,
colocamos a condicdo que f,(x) < m

Sejam xp € X e € > 0. Para provar a continuidade, precisamos encontrar uma vizinhanca U de
Xo tal que

x €U = p(F(x),F(xp)) <e&.

. ) 1 g .
Primeiro tome N grande o suficiente de modo que — < 5 Entdo, paran = 1,..., N, usamos a
condicdo de f, para escolher uma vizinhanga U,, de x tal que

() = falwo)| < 5

paracadax € U,. SejaU = U; N...N Uy. Mostremos que U ¢ a vizinhanca desejada de xo. Para
isto, considere x € U. Sen < N,

P>
[fn () = fa(x0)| < 5.
pelaescolhade U. Esen > N,
1 &
| fu(x) = fulxo)] < N < )

1
pois de f, aplica X em [O, —]. Logo, para todo x € U,
n

E
p(F(x), F(xo)) < 5 <&
Portanto, X € metrizavel. [ |

O passo 2 da demonstracdo anterior sugere um resultado mais forte do que o que estd enunciado
14, que € o seguinte Teorema de Mergulho. Além disso, este teorema serd util na apresentacao da
demonstracao do Teorema de Metrizacao de Nagata-Smirnov (Teorema 67).

Teorema 52 Seja X um espago topologico onde conjuntos unitdrios sdo fechados. Suponha que
{fa}a ey € uma familia de fungées continuas f, : X — R satisfazendo que, para cada xoy € X e
cada vizinhanca U de x, existe um indice « tal que f, é positiva em xq e se anula fora de U. Entdo,
a fungdo F : X — R’ dado por

F(x) = (fa(x))aej

é um mergulho de X emR’. Se f, aplica X em [0, 1]’, para cada «, entdo F mergulha X em [0, 1]”.
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Demonstraciio. Para provar que F é um mergulho de X em R’, basta mostrar que F é um
homeomorfismo de X com o subespaco Z = F(X) de R’.

Como R’ estd dado na topologia produto, F é continua (pelo Teorema 34). Além disso, F &
injetiva, pois dados x,y € X, com x # y, existe um indice S tal que fg(x) > Oe fz(y) = 0. Além
disso, restringindo o contradominio a Z = F(X), F & sobrejetiva.

Basta mostrar que dado um conjunto aberto U de X, F(U) é aberto em Z. Sejam zo € F(U)
e xo € U tal que F(x9) = zo. Escolha um indice B para o qual fz(x) > O e fg(X — U) = {0}.
Considere o intervalo aberto (0, +c0) C R, esejaV = n;l ((0,+0c0)) abertoem R’. SejaW =V N Z.
Entao, W ¢ aberto em Z, pela defini¢ao de subespago topoldgico. Afirmamos que zo € W c F(U).

Primeiro, temos que zg € W pois ng(z0) = mg(F(x0)) = fz(x0) > 0.

Falta mostrar que W c F(U). Com efeito, se z € W, entdo z = F(x), para algum x € X e
ng(z) € (0,400). Como mg(z) = mp(F(x)) = fp(x) e fp se anula fora de U, o ponto x deve pertencer
aU. Entdo, z = F(x) € F(U), como queriamos mostrar.

Logo, F é um mergulho de X em R’. Analogamente, prova-se que se f, aplica X em [0, 1]/,
para cada «, entdo F mergulha X em [0, 1]”. [

7 Finitude local

Definicao 53 Seja X um espago topologico. Definimos que uma cole¢cdo A de subconjuntos de
X é localmente finita em X se todo ponto de X possui uma vizinhanca que intercepta somente um
numero finito de elementos de ‘A.

Exemplo 54 A colecdo de intervalos A = {(n,n + 2)| n € Z} é localmente finita em R com a
topologia usual.

Lema 55 Seja A uma colegdo localmente finita de subconjuntos de X. Entdo:
(a) Qualquer subcolecdo de A é localmente finita;

(b) A colecdo B = {A} 4 ez dos fechos dos elementos de A é localmente finita;

Demonstracio. (a) Seja A uma subcolegio de A. Suponha que A  ndo é localmente finita,
ou seja, existe um ponto x € X tal que nenhuma vizinhanca de x intercepta um ndmero finito
de elementos de A. Como A  é uma subcolegio de A, entdo cada vizinhanga de x intercepta
no minimo a mesma quantidade de elementos de A’. Por suposi¢do, nenhuma vizinhanga de x
intercepta um niimero finito de elementos de A, consequentemente nenhuma vizinhanga intercepta
um numero finito de elementos de A, ou seja, A nao € localmente finita, o que € uma contradigao.
Portanto, qualquer subcole¢do de A € localmente finita.

(b) Observe que, se U é um conjunto aberto tal que U N A # 0, entdo teremos que U N A # 0.
Portanto, se U € uma vizinhanga de x que intercepta um nimero finito de elementos A de A, entdo U
pode interceptar no maximo o mesmo nimero de conjuntos da cole¢do B (pois se U interceptasse um
nimero maior de conjuntos da colecdo B, digamos que B; € B fosse um desses, entio U N By # 0,
0 que nao pode ocorrer pois mudaria o nimero de conjuntos interceptados por U em A). Note que,
é possivel interceptar menos conjuntos ji que A; e A, podem ser iguais sem que A; e A, sejam.

(c) Seja Y a unido dos elementos de A:
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AeA
De modo geral, U A c Y. Temos que, U A= U (A/ UA) = ( U A’) U( U A). Seja,
. AeA AeA AeA AceA AceA
X € U A. Entao,
AeA

X € UA’ouxe UA.

AeA AeA

Sex € U A’, entdo toda vizinhanca de x intercepta A, em um ponto diferente de x, para algum

AeA
a. Portanto, toda vizinhanca de x intercepta U A, para algum ponto diferente de x Assim,
AecA
X € ( U A') cY.Sexce U A, entdo x € Y. Logo, x €Y.
AceA AecA
Para provar que Y C U A, lembremos que A é localmente finita. Sejam x € Y e U uma
€
vizinhanga de x que interéeﬁ?t[a somente um ndimero finito de elementos de A, digamos A; com
Jj =1,..., k. Afirmamos que x pertence a algum dos conjuntos Zj e assim, x € UZ. Caso
k
contrério, o conjunto U — U A ;j deveria ser uma vizinhanga de x que ndo intercepta elementos de
j=1
k
A. Dai, U - U A ;j ndo intercepta Y, contrariando a hipétese que x € Y. [

J=1

Definicao 56 Dizemos que uma colecdo B de subconjuntos de X é enumeravel localmente finita se
B pode ser escrito como a unido enumeravel de colegoes B, e cada uma delas é localmente finita.

Definicao 57 Seja A uma colec¢do de subconjuntos do espaco X. Dizemos que uma colecdo B de
subconjuntos de X é um refinamento de ‘A (ou ainda, refina ‘A) se para cada elemento B € B existir
um elemento A € A contendo B. Se os elementos de B sdo conjuntos abertos, dizemos que B é
um refinamento aberto de A. Se os elementos de B sdo conjuntos fechados, dizemos que B é um
refinamento fechado de A.

Para a apresentacdo da demonstracao do proximo lema vamos relembrar a defini¢do de conjunto
bem ordenado e o Teorema da Boa Ordenacao.

Definicao 58 Dizemos que um conjunto A com uma relacdo de ordem < é bem ordenado se todo
subconjunto ndo vazio de A possui um menor elemento.

Teorema 59 Se A é um conjunto, existe uma relacdo de ordem sobre A tal que A é bem ordenado.
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Demonstracao. A demonstracdo deste teorema foi feita por Ernst Zermelo em 1904 e pode ser
encontrada em [2]. [ ]

Observacao 60 Dugundji, em [3], observa que apesar do Teorema 59 assegurar que todos os
conjuntos possam ser bem ordenados, nenhuma construcdo especifica para um conjunto nao-
enumerdvel (por exemplo, o conjunto dos niimeros reais) foi apresentada. Além disso, em [3]
Teorema 2.1, foi apresentada a prova de que o Teorema 59, o Axioma da Escolha e o Lema de Zorn
sdo equivalentes.

Definicao 61 Dizemos que uma coleg¢do A de subconjuntos de um espago topolégico X cobre X,
ou é uma cobertura de X, se a unido dos elementos de ‘A é igual a X. Essa colecdo é chamada de
cobertura aberta de X se seus elementos sdo subconjuntos abertos de X.

Lema 62 Seja X um espaco metrizavel. Se A é uma cobertura aberta de X, entdo existe uma
cobertura & de X que refina A e & é enumeravel localmente finita.

Demonstracdo. Suponhamos que a colecio A seja bem ordenada pela relacdo de ordem <.
Denotemos os elementos dessa cole¢do genericamente pelas letras U, V, W, . ..

Escolha uma métrica d para X. Seja n um inteiro positivo fixo. Dado um elemento U € A,
defina

S,(U) = {x‘ Bd(x, %) C U}.

Agora, usamos a relacdo de ordem < em (A para passar para um conjunto menor. Para cada U em
A, defina

T,(U) = S,(U) — U V.
V<U

A situacdo em que A tem apenas trés conjuntos € ilustrada na figura 1.

Figura 1: Ordem em A com trés elementos.

Os conjuntos 7,,(U) sdo disjuntos. De fato, se V e W sdo elementos distintos de A, entdo

d(x,y) > —, para quaisquer x € T,,(V) e y € T,(W). Para mostrar isso, assuma que V < W. Como
n
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1
x € T,,(V), entdo x € S, (V). Dai, Bd(x, —) c V. Por outro lado, como V < We y € T,,(W), segue
n

1
quey ¢ V. Logo, y ¢ Bd(x, —).
n
Os conjuntos 7,,(U) ainda ndo sdo os que desejamos, pois ndo sabemos se eles sdo conjuntos
abertos. Vamos expandir cada um deles para obter um conjunto aberto E,(U). Considere E,(U) a
1 1
3—-Vizinhanga deT,(U),istoé, E,(U) = U By (x, 3—) Os conjuntos E, formados sdo disjuntos.
" xeTo(U) "
1
De fato, se V e W sdo elementos distintos de A, afirmamos que d(x,y) > — quando x € E, (V) e
y € E,(W). Sejam x € T,(V), y € T,(W), xg € E,(V) e yo € E,(W). Entdo, pela desigualdade
triangular,
d(x,y) < d(x,x0) +d(x0,y) < d(x,x0) +d(x0, yo) +d(yo, ).
1 1 1
Como d(x,y) > —, d(x,x0) < — e d(yo,y) < —, segue que
n 3n 3n

1 1 1 3—-1-1 1
d(x0,y0) 2 d(x,y) —d(x,x0) —d(y,y0) 2 -~~~ 5= =—F— =5
n 3n 3n 3n 3n
Logo, os E,’s formados sdo disjuntos.

Defina
En={E,(U)|U € A}.
Afirmamos que &, é uma colecdo localmente finita de conjuntos abertos que refina A. O fato que
&, € um refinamento de A vem de que E,(V) C V, paracada V € A. Além disso, como &, é
localmente finita, entdo para qualquer x em X, a @—Vizinhanga de x pode interceptar no maximo

um elemento de &,,.
Temos que, a colecdo &, ndo cobre X, mas afirmamos que a cole¢do

8:U8n

nez,

cobre X. Para ver isto, seja x € X. Sabemos que A cobre X. Considere U o primeiro elemento
de A (na relacio de ordem <) que contém x. J4 que U € aberto, podemos escolher n de modo que

1

By (x, —) c U. Entao, por defini¢do, x € S, (U). Agora, pelo fato de U ser o primeiro elemento de
n

A que contém x, o ponto x pertence a 7,(U). Logo, x € E,(U). Portanto, x € &,. [ ]

8 O Teorema de Metrizacao de Nagata-Smirnov

Nesta secdo apresentaremos a demonstracao do importante Teorema de Metrizacao de Nagata-
Smirnov (Teorema 67) que mostra que a regularidade de um espaco topoldgico X e a existéncia, em
X, de uma base enumerdvel localmente finita sdo equivalentes a X ser um espaco metrizdvel.

Definicao 63 Um subconjunto A de um espago X é chamado um G s-conjunto em X se ele for igual
a intersecdo de uma cole¢do enumerdvel de subconjuntos abertos de X.

Exemplo 64 Se X é um espaco topolégico qualquer, temos que cada subconjunto aberto de X é um
G s-conjunto de modo trivial.

Lema 65 Seja X um espaco regular com uma base enumeravel localmente finita B. Entdo, X é
normal e todo conjunto fechado em X é um G s-conjunto em X.
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Demonstracao. Passo 1: Seja W aberto em X. Mostremos que existe uma cole¢do enumerdvel
{U,} de conjuntos abertos de X tal que

w=|Ju.,= U

Como a base B para X € enumerdvel localmente finita, podemos escrever 8 = U 8,,, onde cada

colecio B, é localmente finita. Seja C, a colegdo dos elementos bésicos B talque B € B,e B C W.
Entdo, C, € uma subcole¢do de 8B,, que € localmente finita. Defina

U, = U B.

BeC,

Entdo, U, € um conjunto aberto, e pelo Lema 55,

Portanto, U, C W e assim,

UUnCUUnCW.

A igualdade € valida pois dado x € W, como X € regular, segue que existe um elemento bdasico
BeBtalquex € Be BC W. Agora, B € B, para algum n, e assim B € C, (por defini¢io). Entdo,
x € U,. Logo, W C U U,, como queriamos.

Passo 2: Mostremos que todo conjunto fechado C de X € um G conjunto em X.

De fato, dado C, considere W = X — C. Pelo Passo 1, existem conjuntos U, em X tal que

W= U Un. Entao,

C= ﬂ(x ~U,).

Logo, C € uma intersecdo enumeravel de subconjuntos abertos de X.

Passo 3: Vamos provar que X € normal. Para isto, sejam C e D conjuntos fechados disjuntos
em X. Aplicando o Passo 1 no conjunto aberto X — D, construimos uma cole¢do enumeravel {U,,}
de conjuntos abertos tal que U U, = UUn = X — D. Dai, {U,} cobre C e cada conjunto U, é
disjunto de D. Analogamente, existe uma cobertura enumeravel {V,} de D de conjuntos abertos
cujos fechos sdo disjuntos de C.

Os conjuntos U = U U,eV = U V, s@o conjuntos abertos contendo C e D, respectivamente,
mas nao sdo precisamente disjuntos. Utilizaremos a seguinte estratégia para construir conjuntos
abertos que sdo disjuntos: dado n, defina

U,'Z:U,,—UVJ- e V,;:Vn—OUj.
j=1 j=1

Note que, os conjuntos U,'l e V,; sdo abertos. A cole¢do {U,'l} cobre C, porque cada x em C pertence
a U,, para algum n, e x ndo pertence a nenhum conjunto V ;. De modo similar, a cole¢do {V,'l} cobre

D. Finalmente, os conjuntos
U = U U eV = Uv,;

nezy nezy
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sdo disjuntos e abertos cobrindo C e D, respectivamente, pois se x € U "NV, entdox € U ; nv.,
para algum i e para algum k. Suponha que i < k. Segue da definicdo de Ulf que x € U; e como
i <k, temos que x ¢ U; (pela definicdo de VIL). A contradicdo também acontece se i > k. [ |

Lema 66 Sejam X um espago topologico normal e A um G s-conjunto fechado em X. Entdo, existe
uma fungdo continua f : X — [0, 1] tal que f(x) =0, parax € A, e f(x) > 0, parax ¢ A.

Demonstracdo. Como A ¢ um Gs-conjunto, existe uma cole¢do {U,},cz, tal que A = ﬂ U,.

nezy
Para cada n escolha uma funcio continua f, : X — [0, 1] dada por f,(x) = 0, para x € A, e

fu(x) =1, parax € X — U,. Defina f(x) = Z f";}jc). Essa série converge uniformemente, por

. 1 . .
comparacao com a série Z Tk Logo, f € continua. Além disso, f se anula em A e € positiva em
X - A. [
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Agora que estamos munidos de poderosos resultados, podemos finalmente apresentar a demons-
tracdo o Teorema de Metrizacao de Nagata-Smirnov, o qual nos d4 uma caracterizagdo completa de
um espago metrizdvel. Ou seja, uma condi¢do necessdria e suficiente para isto acontecer, € como se
comporta tal topologia.

Teorema 67 Um espaco topologico X é metrizavel se, e somente se, X é regular e tem uma base
enumeravel localmente finita.

Demonstracdo. Suponha que X € regular com uma base enumeravel localmente finita 8. Pelo
Lema 65, X € normal, e todo conjunto fechado em X é um G s-conjunto em X. Mostremos que X €
metrizdvel mergulhando-o no espaco métrico (R’, p), para algum J.

Seja B = U B, onde cada colecdo B, € localmente finita. Para cada nlimero inteiro positivo n
e cada elemento B € $,, escolha uma fun¢ao continua

fup:i X — [0, %],

tal que f,p(x) > O, parax € B, e f,p(x) = 0, para x ¢ B. A colegdo {f, g} separa pontos e
conjuntos fechados em X. De fato, dado um ponto x( € uma vizinhanga U de x(, existe um elemento
bésico B tal que xo € B c U. Entdo, B € 8B,, para algum n. Logo, f, p(x9) > O e f, p se anula fora
de U.

Seja J um subconjunto de Z, X B consistindo de todos os pares (n, B) tal que B € um elemento
de B,,. Defina F : X — [0, 1] por

F(x) = (fn,B(x))(n,B)eJ-
Pelo Teorema 52, a fungdio F mergulha X em [0, 1]7.
Agora, dado [0, l]J na topologia induzida pela métrica uniforme, mostremos que F € um
mergulho relativo a essa topologia também. Aqui usaremos a condicdo de que f, p(x) < —. A
n

topologia uniforme € mais fina que a topologia produto e assim, relativo a métrica uniforme, a funcao
F é injetora e leva conjuntos abertos de X em conjuntos abertos na imagem Z = F(X).

Vamos provar que F é continua. De fato, note que no subespago [0, 1]/ de R’, a métrica uniforme
¢ igual a métrica

p((xa), (Ya)) = sup{|xa — yo|}, onde a € J.
Tomemos xp € X e £ > 0, devemos encontrar uma vizinhanca W de x tal que
xeW = p(F(xg),F(x)) <e.

Para n fixo, escolha uma vizinhanca U, de xo que intercepta somente um ndmero finito de
elementos da colecdo B,,. Isso significa que como B varia em B, todas menos uma quantidade
finita de fungdes f,, p sdo iguais a zero em U,. Pelo fato de que cada fung¢do f,, p é continua, podemos
escolher uma vizinhanca V,, de xp contida em U,, sobre a qual cada uma das funcdes restantes f, g,

. L. &
para B € Bn, varia no maximo €m E

Tome uma vizinhanca V,, de x¢, para cada n € Z,. Entdo, escolha N de modo que N < g e
N

defina W = ﬂ Vpg. Afirmamos que W € a vizinhang¢a desejada de xo. Com efeito, sejax € W. Se
B=1

n < N, entao
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|fn,B(x) - fn,B(xO)l <

N M

pois a funcdo f;, g se anula identicamente ou varia no maximo — sobre W. Se n > N, entdo

mﬂm<mmm§%<

DM M

1
pois f, p aplica X em [0, —]. Portanto,
n

P(F().F(x) < 5 <&,

como desejado.

Reciprocamente, assuma que X seja metrizavel. Sabemos que X € regular, basta mostrar que
possui uma base enumeravel localmente finita.

Escolha uma métrica d para X. Dado m um nimero inteiro positivo, seja A,, a cobertura de X

o1 ) ‘
de todas as bolas abertas de raio —. Pelo Lema 62, existe uma cobertura aberta 8,, de X que é um

m
refinamento de A, tal que essa nova cobertura € enumerdvel localmente finita. Notemos que cada

. : 2 : .
elemento de B,, tem didmetro no maximo de —. Seja B a unido das colecdes B, para m € Z,.

m
Pelo fato de cada colec¢do C,, ser enumerdvel localmente finita, 8 também €. Mostremos que B é
uma base para X.

Dados x € X e ¢ > 0, mostremos que existe um elemento B de 88 contendo x que estd contido em

1
Bs(x, €). Primeiro escolha m de modo que — < g Entdo, como 8, cobre X, podemos escolher
m

. ) 2

um elemento B de B,, que contém x. Como B contém x e t€ém didmetro no maximo — < &, ele esta
m

contido em B,(x, €), como queriamos mostrar. [ ]

9 Paracompacidade

Definicao 68 Um espaco topologico X é paracompacto se toda cobertura aberta ‘A de X admite
um refinamento aberto localmente finito B que cobre X.

O préximo resultado nos serd ttil na apresentacdo da demonstragdao do Teorema 73.

Teorema 69 Se X é um espaco paracompacto Hausdorff, entdo X é regular.

Demonstracao. Sejam a € X e B um conjunto fechado de X, de forma que a ¢ B. A condicdo de
X ser Hausdorff nos permite escolher, para cada b € B, um conjunto aberto U, sobre b, cujo fecho
nao contém a. Obtenha um refinamento aberto localmente finito C cobrindo X, tomando como
cobertura de X a colecdo de conjuntos abertos Uj, juntamente com o conjunto aberto X — B. Forme
a subcolecao O de C consistindo de todos os elementos de C que interceptam B. Entdo, 9 cobre
B. Além disso, se D € D, entdo a ¢ D. Pelo fato de D interceptar B, ele pertence a algum conjunto
Uy, cujo fecho nao contém a. Seja

v=_]J D
DeD
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Entdo, V é um conjunto aberto em X que contém B. E ainda, como D ¢ localmente finito,

7-|J D
DeD
além de que, a ¢ V. Logo, X é regular. [

Lema 70 Considere que X é um espago topologico regular. Se X tem uma cobertura aberta com
um refinamento aberto enumerdvel localmente finito cobrindo X, entdo X tem um refinamento
localmente finito cobrindo X.

Demonstracao. Sejam A uma cobertura aberta de X e B um refinamento aberto enumerdvel
localmente finito de A cobrindo X. Considere 8 = U B, onde cada B, € localmente finito.
Aplicaremos a mesma estratégia utilizada no Lema 62 para conseguir que conjuntos de diferentes
B,’s sejam disjuntos. Dado i, seja
vi= | Ju

UeB;
Entdo, para cada n € Z, e cada elemento U € B,, defina

SiU) =U={JVi e G = {Si(U)I U € B,).
1<n
Assim, C, é um refinamento de 8, pois S,(U) c U, paracada U € 8B,,.

Seja C = U C,. Afirmamos que C € o refinamento localmente finito de A, que cobre X.

Seja x € X. Queremos mostrar que x estd em algum elemento de C, e que x possui uma
vizinhang¢a que intercepta somente um ndmero finito de elementos de C. Considere a cobertura
B = U B,,. Sejam N o menor inteiro tal que x estd em algum elemento de By, e U € By, tal que
x € U. Primeiro, observe que x ¢ B;, parai < N, e dai, x € Sy(U), com Sy(U) € C. Agora,
note que, como cada colecdo B, é localmente finita, para i = 1,---, N, podemos escolher uma
vizinhanca W, de x que intercepta somente um nimero finito de elementos de 8B,.. Se W, intercepta
o elemento S, (V) € C,, ele deve interceptar o elemento V € 8B, pois S, (V) c V. Portanto, W,
intercepta somente um nimero finito de elementos de C,. Além disso, pelo fato de U € By, U nao
intercepta elementos de C,, para n > N. Com isso, a vizinhanca

WinW,n---NnWynU
de x intercepta somente um nimero finito de elementos de C. [

Teorema 71 Todo espago topolégico metrizavel é paracompacto.

Demonstraciao. Seja X um espaco metrizdvel. J4 sabemos que dado uma cobertura aberta A de
X, existe um refinamento enumerdvel localmente finito que cobre X (pelo Lema 62). Pelo Lema 70,
A tem um refinamento localmente finito que cobre X. Portanto, X é paracompacto. [

10 O Teorema de Metrizacao de Smirnov

Vimos que o Teorema da Metrizacdo de Nagata-Smirnov (Teorema 67) nos fornece condi¢des
necessdrias e suficientes para que um espago topolégico X seja metrizdvel. O Teorema de Metrizagdo
de Smirnov (Teorema 73), que apresentaremos nessa se¢ao, € um coroldrio do Teorema 67 e foi
demonstrado por Smirnov.
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Definicao 72 Um espaco topologico X é localmente metrizavel se todo ponto x € X possui uma
vizinhanga U que é metrizavel como um subespago topolégico.

Teorema 73 Um espaco topologico X é metrizavel se, e somente se, ele é um espaco paracompacto
Hausdorff localmente metrizdvel.

Demonstracdo. Suponha que X € metrizdvel. Entdo, existe uma métrica d que induz a topologia
de X, e segue que X é Hausdorff. Além disso, para todo x € X, dado uma vizinhanca U de x, U €
metrizdvel visto como um subespacgo topoldgico. E, pelo Teorema 71, X € paracompacto.

Reciprocamente, suponha que X é um espacgo topolégico paracompacto Hausdorff localmente
metrizdvel. Como X é paracompacto Hausdorff, segue que X € regular (pelo Teorema 69). Falta
mostrar que X possui uma base enumerdvel localmente finita, e pelo Teorema de Nagata-Smirnov
(Teorema 67), temos que X € metrizavel.

Tome a cobertura de X formada por conjuntos abertos que sdo metrizdveis e escolha um refina-
mento aberto localmente finito C desta cobertura, cobrindo X. Temos que cada elemento C € C é
metrizdvel. Seja d¢ : C X C — R uma métrica que induz a topologia de C. Dado x € C, considere
B¢ (x, €) o conjunto de todos os pontos y € C tal que d¢(x,y) < &, e, sendo aberto em C, o conjunto
B¢ (x, &) também € aberto em X.

: N N
Dado m € Z,, seja A, a cobertura de X por todas as bolas abertas de raio —, isto &,
m

A, = {Bc(x,i)‘x eC, Ce C}.

m

Como X € paracompacto, segue que existe um refinamento aberto localmente finito D,, de A,,,
cobrindo X. Seja O a unido das cole¢des D,,. Entdo, D € enumerdvel localmente finita. Afirmamos
que D €é uma base para X. Para ver isto, sejam x € X e U uma vizinhang¢a de x. Queremos encontrar
um elemento D € D, tal que x € D c U. Como x pertence a uma quantidade finita de elementos
de C, digamos Cy, - - - , Cy, entdo U N C; € uma vizinhanga de x no conjunto C;. Logo, existe g; > 0,
tal que

Bci(x,b‘) cUnc,.

2
Escolha m de modo que — < min{ey,---,&r}. Pelo fato da colecdo D, cobrir X, deve existir
m

um elemento D € D,, de modo que x € D. Como D, refina A,,, deve existir um elemento

1
Bc (y, —) € A, para algum C € C e para algum y € C, contendo D. Como
m

1
xeDC Bc(y, —),
m

temos que x € C e assim, C deve ser algum dos conjuntos Cy, - -+ ,Cy. Digamos C = C;. Como

1 . . 2
Bc (y, E) tem didmetro no maximo p < g;, segue que

1
xeDcC Bci(y,—) C Bci(x,el-) cU,
m

como queriamos mostrar. |
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11 Conclusao

Espacos metrizaveis € um assunto estudado em Topologia Geral que também tem sua importincia
em outras dreas da Matemadtica, como por exemplo, nas dreas de Andlise Funcional e Geometria.

Ao longo deste artigo percebemos a importancia dos axiomas de separacdo e dos axiomas de
enumerabilidade no estudo de espagos metrizaveis, pois quando um espaco topolégico atende algum
ou alguns desses axiomas, vdrias propriedades tteis surgem nesse espagco. Além disso, vimos que
essas propriedades dependem da topologia definida no espaco.

A medida que exploramos os espacos metrizdveis algumas questdes surgem naturalmente. Sio
elas: Quando um espaco topoldgico € metrizavel? Quais condigdes podemos impor para que um
espaco se torne metrizavel? Quais as consequéncias de um espago ser metrizavel?

Estas perguntas foram respondidas no decorrer deste artigo com a apresentacdo dos seguintes
trés teoremas: Teorema de Metrizacdo de Urysohn (Teorema 51), Teorema de Metrizacdo de
Nagata-Smirnov (Teorema 67) e Teorema de Metrizacdo de Smirnov (Teorema 73). O Teorema 51
nos fornece uma condi¢do necessdria para a metrizacdo de um espaco, mas ele ndo garante uma
condicdo suficiente para isso pois a condicao do espago possuir uma base enumerdvel € muito forte
para se exigir de um espaco metrizavel. Ja o Teorema 67 e o Teorema 73 nos fornecem condicdes
equivalentes a metrizabilidade de um espaco.

Estes trés teoremas sdo resultados cldssicos de Topologia Geral por apresentarem técnicas in-
teressantes em suas demonstracdes e a possibilidade de se trabalhar com espagos metrizaveis, em
Topologia ou dreas afins, com mais facilidade através das equivaléncias obtidas em dois desses
teoremas.

12 Referéncias Bibliograficas

[1] MUNKRES, J. R. Topology. 2nd ed. Upper Saddle River: Prentice Hall, Pearson, 2000.

[2] ZERMELO, E. Beweis, daf} jede Menge wohlgeordnet werden kann. Mathematische Annalen,
Berlim, v. 59. p. 514 - 516, 1904.

[3] DUGUNDII, J. Topology. Boston: Allyn & Bacon, 1966.

FIDELIS, A. A.; COELHO, F. R. C. Um breve estudo sobre espacos metrizdveis: de Urysohn, Nagata e Smirnov. C.Q.D. — Revista Eletronica
Paulista de Matematica, Bauru, v. 19, p. 21-47, dez. 2020. Edi¢ao Iniciagao Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol19ic201023169664aaffrcc2147 Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

47



