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Segmentos conicos e suas propriedades

Conic segments and their properties

Resumo

Este artigo tem por objetivo definir segmento eliptico e
segmento hiperbdlico, e apresentar suas interessantes pro-
priedades, em cada uma das respectivas conicas. Foi utili-
zada, para a prova, a mesma estratégia de demonstracdo
adotada no caso da parabola que se tornou conhecido por
meio de um recente trabalho. A concluséo a que chegamos
no presente artigo é que a razdo entre 0s comprimentos de
dois segmentos conicos, tanto na elipse quanto na hipérbo-
le, depende unicamente das distancias de cada segmento
ao(s) vértice(s) da conica respectiva, assim como ocorre
na pardbola. Precisamente, na hipérbole, o quadrado da
raz&o entre os comprimentos de dois segmentos hiperboli-
cos € igual ao produto das distancias do primeiro segmen-
to aos vértices da hipérbole, dividido pelo produto das
distancias do segundo segmento aos veértices dessa conica.
No caso da elipse, o resultado é precisamente 0 mesmo,
porém considerando os Vvértices inferior e superior da cur-
va.

Palavras-chave: Conicas. Segmentos conicos. Hipérbole.
Elipse.

Abstract

The objective of this paper is to define elliptic segment
and hyperbolic segment, and present their interesting pro-
perties, in each of their respective conics. The same de-
monstration strategy adopted in the parabola case that be-
came known through a recent work was used for proof.
The conclusion reached in this paper is that the ratio
between the length of two conic segments, both in ellipse
and hyperbola, depends solely on the distances from each
segment to the vertex/vertices of the respective conic, as
occurs in the parabola. Precisely, in hyperbola, the square
of the ratio between the lengths of two hyperbolic seg-
ments is equal to the product of the distances from the first
segment to the vertices of the hyperbola, divided by the
product of the distances from the second segment to the
vertices of this conic. In the ellipse case, the result is pre-
cisely the same, but considering the lower and upper verti-
ces of the curve.
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1 Introducao — as conicas

As conicas sdo graficos cujas figuras planas sdo obtidas por intersecdo de um plano com
um cone de folha dupla. A cada possivel angulo entre o plano e o eixo central do cone, a in-
tersecdo gera uma figura distinta. As possibilidades séo: circunferéncia, parébola, elipse e
hipérbole.

Dado r > 0 e um ponto P do plano, a circunferéncia € o conjunto dos pontos do plano cu-
jas distancias ao ponto P (o centro da circunferéncia) sao iguais a r (0 raio da circunferéncia).
Dados um ponto P do plano e uma reta d, a parabola é o conjunto dos pontos do plano que
possuem distancias da reta d (a reta diretriz) iguais as do ponto P (o foco da parabola). Dados
dois pontos do plano P, e P,, a elipse € o conjunto dos pontos do plano tais que a soma das
distancias aos pontos P, e P, (focos da elipse) é uma constante. Dados dois pontos do plano
P; e P,, a hipérbole € o conjunto dos pontos do plano tais que o modulo da diferenca das dis-
tancias aos pontos P; e P, (focos da hipérbole) é uma constante.

O artigo de Costa (2021) traz a demonstracdo da caracterizacdo das conicas, de acordo
com o tipo de corte plano sobre o cone.

As cbnicas podem também ser caracterizadas por suas equacdes, que pode ser deduzidas
segundo suas definigdes:

Circunferéncia de centro na origem e raio r: x2 + y2 = r2,

Pardbola: y = ax? + bx + coux = ay®> + by + ¢, a # 0.

Elipse de centro na origem: Z—i + i—z =1
L . x2 yz yz x2
Hipérbole de centro na origem: S loum - =1
Aplicacdes interessantes das conicas, em estudos sobre antenas parabdlicas, espelhos ou
telescopios, por exemplo, podem ser encontradas nos trabalhos de Wagner (1997) e Avila

(1997).

2 Segmentos parabalicos

Vimos no artigo de Silva e Lula (2021) que, dada uma parabola, o quadrado da razéo entre
0s comprimentos de dois de seus segmentos parabdlicos € igual a razdo entre suas distancias
até o vértice V da parabola, isto é, na figura 1,

(AB)2 R
cp) h,

entendendo segmento parabdlico como aquele que liga dois pontos da pardbola que sdo simé-
tricos com relagdo ao seu eixo de simetria:
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Figura 1 — Segmentos parabolicos.

Nossa proposta, no presente artigo, é obter conclusées semelhantes para a hipérbole e para
a elipse, as outras conicas. Comecemos com a hipérbole.

3 Segmentos hiperbolicos

2 2
Seja a hipérbole de equacao Z_z - Z—z =1, onde a > 0 e b > 0, centrada na origem, sem

perda de generalidade, pois a translacdo da mesma néo interferira na propriedade que iremos
obter. Os vértices da hipérbole sdo V; = (a,0) e V, = (—a, 0).

¥

C=(x7)

)

Figura 2 — Segmentos hiperbolicos no ramo direito.
Incentivados pelo resultado da parabola, vamos verificar agora se o quadrado da razédo en-

A
cD
tancias ao(s) vértice(s) da hipérbole, onde estamos entendendo por segmento hiperbdlico
aquele que liga dois pontos da curva que sdo simétricos com relacéo ao eixo de simetria x.
Sejam, portanto, A = (x1,¥,) € B = (x1,—y;1),comx; >a>0ey; > 0:
Entdo, sabendo que

. . B\? , . . . )
tre os segmentos hiperbolicos, ( ) , tambeém possui alguma relagdo peculiar com suas dis-

2 2
X
-1
a? b?

equea > 0eb > 0, temos entdo:
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Agora, denotemos C = (x,,y,) € D = (x5, —y,), comx, >x; >a>0,ey, >y, > 0.
Substituindo x por x, e y por y,, temos que:

~ AB , .
Logo, a razdo > sera igual a:

AB Na~1
0,
a

Vxi — a? e —a)(xy +a)
Jx2 —a? (- +a)

Denotando, de acordo com a figura 2, h; = x; —a e h, = x, — a as distancias dos seg-
mentos hiperbdlicos ao vértice direito V; = (a, 0) da hipérbole, temos, de x; = hy +ae x, =
h, + a:

AB  |hy hy+2a
CD  |h, hy+2a

Elevando ao quadrado,
AB\* hy hy+2a
(cp) “hy, hy,+2a
Enfim, a grata e agradavel surpresa:
AB\* h.H,
(CD) ~ hyH,’
onde H, e H, séo as distancias dos segmentos AB e CD ao vértice esquerdo V, = (—a,0) da
hipérbole, respectivamente. Tal propriedade apresenta semelhanca notavel com a propriedade
da parabola.

Ou seja, a propriedade é: dada a hipérbole da figura 2 de vértices V; e V,, o quadrado da
razdo entre os comprimentos dos dois segmentos hiperbolicos AB e CD de um mesmo ramo é
igual ao produto da distancia de AB até V; pela sua distancia ate V,, dividido pelo produto da
distdncia de CD até V; pela sua distancia até V.

Podemos concluir também que, fixados 0s pontos A = (x;,y;) € C = (x;,y,) sobre a cur-

~ AB N o -
va, a razéo — referente a figura 2 depende apenas da coordenada a do vértice da hipérbole,
ndo depende do parametro b da mesma.
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4 Segmentos elipticos

x2

2
Agora, vejamos 0 que nos reserva a elipse =+ % =1,a > 0,b > 0, da figura 3, centrada
na origem, sem perda de generalidade:

Vi1 =(0,b

VZ = (0’ -b)

Figura 3. Segmentos elipticos.

Chame A = (—x4,y;) € B = (x4,y1), comx; > 0ey; > 0.
Chame C = (_XZJ’Z) eD = (xZ,yz), com Xy > X1 >0 ey1 > Y2 > 0.
De

x2 y2
¥+p=1,a>0eb>0,
temos:

Considere V; = (0,b) e V, = (0,—b) os Vértices superior e inferior da elipse, localizados
no eixo y. Entéo:

AB\?
() =
(2x1)? _ x7 _
(2x)% %3

a?(1-%) _brP—yE (b-y)b+y)
a2(1_3’_22) Cb2—yi (b-y)b+y)
thl
hoHy'
onde hy = b —y; e h, = b — y, sdo as distancias dos segmentos AB e CD ao vértice superior
V; = (0, b), respectivamente, enquanto que H; = b + y, e H, = b + y, séo as distancias dos
segmentos AB e CD ao Vvértice inferior V, = (0, —b), respectivamente.

SANTOS, R. C. dos; BEZERRA, W. W. V. Segmentos conicos e suas propriedades. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 22, n. 1, p.
1-9, jul. 2022.
DOI: 10.21167/cqdv22n12022001009 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

5



A propriedade da elipse, portanto, é a andloga a da hipérbole: o quadrado da raz&o entre 0s
comprimentos de dois segmentos elipticos (segmento eliptico sera aquele segmento que liga
dois pontos da elipse que sdo simétricos em relacdo ao eixo y) é igual ao produto das distan-
cias de AB até V; e de AB até V,, dividido pelo produto das distancias de CD até V; e de CD
até v,.

Além disso, fixados B = (x4,y;) € D = (x,,y,) pontos sobre a curva, como na figura 3,
concluimos também que a razéo ?—5 depende unicamente da coordenada b dos vértices inferior
e superior da elipse, ndo dependendo do pardametro a dos vértices esquerdo e direito da mes-
ma.

Observamos ainda que, pela simetria da equacéo da elipse Z—z + Z—j = 1 com relacédo as va-

ridveis x e y, é facil perceber que, se os segmentos elipticos forem verticais (paralelos ao eixo
y), entdo o quadrado da raz&o entre os seus comprimentos sera independente de b, e sera de-
pendente de a.

5 A razao independe de um dos parametros da hipérbole

Nesta secdo, iremos visualizar os resultados obtidos, por meio de Geometria Dinamica, no
caso da hipérbole. Para a elipse, a construgdo é andloga. No GeoGebra (GEOGEBRA, 2022),

2 2
podemos fazer variar o parametro b da hipérbole % — = = 1,b > 0 e mostrar que a razdo

AB - + ~ . g .
encontrada 2 = [ ®E*a) 44 0 modifica, se fixados x; e x,.
cD (xp—a)(xp+a)

2
Tomemos a = 1. Assim, xT——— 1, e, portanto, y = +bvVx? — Fixemos x; =

3,e x, = 4 e construamos os pontos A = (3,bV8), B = (3,-bV8), C = (4, bV15) e D =
(4, —b\/15), visiveis na figura 4, onde b = 0,5.

, ~ AB . - +
Construamos também a razio r =42, que sabemos vai fornecer |a=P*itd) _
cD (x2—-a)(xz+a)

-G+ — = (,7303. A formula estéa visivel na figura 5, onde b = 1,3.
\/(4 1)(4+1) \/

Fazendo b variar, temos que a razéo r = C—D = 0,73 ndo se altera, como se pode ver nas fi-
guras 4 e 5:

DIFEIENC

b=05

O 5
05 @
O eql: x2-y? / 0.52=1 4
o "-0(0®) : c-(4y
2 A=(3.141)
— (3, 1.41)
;
B — (3,—!:‘8;)
(@]
— (3,-1.41) 0 5 6
—1
c= (4;b- 155)
@ D
(4, 1.94) : \
D (4 b 15‘) r
@ .

Figura4 —Arazédor = g =0,73,comb =0,5.
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Blealr A 0O 4N 2 e =
c-= (4,n-15%) " 5 C=(4503)

— (4,5.03) A= (3 368)
D - (4,—b-155) i 3
— (4, -5.03) r =073 2 et
f = Segmento(A, B)

— 7.35

g = Segmento(C, D) P P i 2 P

— 10.07

AB

T

— 073

@  textol = “r = 0.73"

Figura5—-Arazdor = zl—i =0,73,comb =1,3.

Visualizacdo dindmica semelhante se pode fazer com a elipse.

6 Mais sobre a hipérbole

Uma ultima observacdo sobre a hipérbole. Com célculos inteiramente an&logos, se mostra
que, pegando segmentos hiperbdlicos AB e CD que sejam paralelos ao eixo x ao invés de pa-

ralelos ao eixo y, a razdo % também independe de um dos parametros da hipérbole, mas ago-
ra, independe de a.

Ou seja, fixados A = (x4,y,) € C = (x;,y,), na figura 6, sobre a hipérbole, a razdo ?—g de-
pende apenas de b. Porém, nessa situacdo, a formula ndo fica padronizada como nos casos

anteriores.

. ~ AB . 2 2 .
Vejamos, portanto, 0 que ocorre com a razao o dada a hipérbole Z_z — Z’—z = 1 da figura 6.
y

Figura 6 — O outro caso de segmentos hiperbdlicos.

Seja A = (xq,y1) e tome B = (—x4,y,), cOm x; >a > 0 e y; > 0. Entdo, sabendo
que
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2 T
e,quea > 0,b > 0, temos:
2
x=xa- 2]—2+ 1
Logo,
y1?
AB=2X1 =2a- F‘f‘l.
Agora, seja C = (x,y,) etome D = (—x,,¥,), com x; >x, >a>0ey, >y, >
0.
Entdo,
2
Y
CD = 2x, = 2a- b—22+1.

~ AB ;-
Logo, a razdo  sera igual a

Assim, elevando ao quadrado,
AB\*  y} + b?
(ﬁ) Y2+ b2
Chamando y; de h, e y, de h,, que sdo as distancias dos segmentos AB e CD ao centro
(0,0) da hipérbole, respectivamente, temos:
AB\*  h? + b?
(C_D) " hZ+ b7
O que mostra que, fixados (x4, y;1) e (x,,y,) sobre a curva (com y; = h; e y, = h,), ara-
zao ?—g ndo depende da coordenada a do vértice da hipérbole, mas depende do parametro b.
Observe que a expressdo nao ficou com a mesma estrutura das anteriores. Construcdo no Ge-

oGebra semelhante a anterior pode ser feita para mostrar dinamicamente essa independéncia
da razdo com relacdo ao parametro a.

7 Consideracoes finais

Vimos que as conicas possuem propriedades semelhantes entre si, com relagdo ao valor do
quociente entre os comprimentos de dois de seus segmentos conicos. Isto &, esse quociente
possui estreita relagdo com as distancias dos segmentos aos vértices da respectiva curva.

Agora, resta saber se existem propriedades andlogas para superficies no espaco tridimen-
sional, assunto que poderéa ser abordado em um préximo trabalho.
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