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Aplicaciao da Programacao Linear e do
Problema do Transporte para otimizacao da
producio agricola

Linear Programming and Transport Problem Application to
optimize agricultural production

Resumo

Os recentes avangos tecnoldgicos nas atividades de producdo
agricola tem em vista um conjunto de operacdes que buscam
aumentar a produtividade, diminuir custos e otimizar proces-
sos de produgdo. Assim, o objetivo deste trabalho é otimizar
a producgdo agricola, maximizando o lucro da produgdo e mi-
nimizando os custos de transporte dos produtos, por meio de
Programagdo Linear. Com a finalidade de resolver estes pro-
blemas de Programacao Linear, existem algoritmos que podem
ser utilizados computacionalmente para obtencao das solugdes,
como o Método Simplex. Desta forma, este trabalho apresenta
um estudo de caso em uma propriedade rural localizada no
municipio de Sertaneja, PR, por meio do estudo de dois pro-
blemas de Programacdo Linear: otimizar a producdo agricola e
minimizar o custo de transporte dos produtos, proporcionando
melhores solu¢gdes quando comparadas com as praticadas no
local.

Palavras-chave: Minimizacdo de custos. Maximizacdo de
lucros. Método Simplex. Propriedade agricola.

Abstract
Recent technological advances in agricultural production acti-
vities aim at a set of operations that seek to increase produc-
tivity, to reduce costs and to optimize production processes.
Thus, the objective of this work is to optimize agricultural
production, maximizing production profit and minimizing pro-
duct transport costs, using linear programming. In order to
solve these liner programming problems, there are computa-
tional algorithms that can be used to obtain solutions, such
as the Simplex Method. In this context, this work presents a
case study in a rural property located in the Sertaneja city, in
the state of Parand, by studying two Linear Programming pro-
blems: to optimize agricultural production and to minimize the
cost of transporting the products, providing the best solution
for distribution in the desired locations and the profit of ve-
getable production, increasing productivity, growing healthier
products and reducing environmental impacts.
Keywords: Minimization of costs. Profit maximization. Sim-
plex method. Agricultural property.
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1 Introducao

O setor agricola do Brasil tem produzido a maior parte do Produto Nacional Bruto (PNB) e,
por meio deste setor, € gerada uma grande parte das oportunidades de emprego, além de constituir
na principal fonte de divisas a partir da exportacdo (NAVARRO, 2010). O agronegdcio brasileiro
representa uma parcela relevante do PIB nacional, em média, 24% de 1996 a 2018 (CASTRO, 2019).
Estudos feitos na Confederagdo da Agricultura e Pecudria do Brasil, juntamente com o Centro de
Estudos Avangados em Economia Aplicada da Universidade de Sao Paulo (Cepea/USP), revelam
que a média de economia do setor rural cresce mais rapido que a média da economia brasileira. Por
esta razao, o estudo de problemas relacionados a agricultura tem despertado o interesse de muitos
pesquisadores, nas mais diversas areas do conhecimento (CAIXETA FILHO, 2009).

O Brasil € um dos maiores produtores agricolas mundiais, principalmente por sua extensao
territorial, recurso hidrico, clima e topologia, além de outros fatores. A agricultura orginica tem
adaptado antigas préticas as mais atuais tecnologias de produ¢do com o objetivo de aumentar a
produtividade, cultivando produtos mais sauddveis e reduzindo impactos ambientais (ORMOND et
al,2002). O mercado brasileiro de hortalicas € altamente diversificado e segmentado, com o volume
de producgdo concentrado em seis espécies: batata, tomate, melancia, alface, cebola e cenoura,
sendo a agricultura familiar responsavel por mais da metade da producdo. Outras tecnologias
possibilitam ao produtor viabilizar economicamente a produ¢do mesmo em condi¢des adversas de
clima (EMBRAPA, 2020).

O estado do Parand tem uma grande concentracdo de propriedades rurais pequenas e médias,
que se mostram menos favorecidas no mercado em termos de gestdo. Muitas dessas propriedades
se deparam com a divida de quais culturas devem produzir naquele ano agricola e, dessa forma,
buscam por solu¢des que otimizem os processos produtivos, reduzam os custos e evitem o desperdicio
(RIBEIRO; FORTES, 2015). A regido sul do Paran4, por sua vez, ¢ uma das pioneiras no cultivo de
hortalicas organicas no Brasil. A Rio de Una, empresa da regido metropolitana de Curitiba, produz
300 toneladas de alimentos organicos por més. Sao verduras, legumes e frutas. Tudo cultivado sem
usar agrotoxicos nem adubos quimicos industrializados. 1

Para Armando et al (2002), a agricultura familiar no Brasil exerce um importante papel como
principal fonte de abastecimento de alimentos do mercado interno. Apesar de representar uma
significativa parcela na produgdo nacional, os agricultores familiares ainda carecem de sistemas de
producgdo apropriados a sua capacidade de investimento, ao tamanho de suas propriedades rurais e
ao tipo de mao-de-obra empregada.

De acordo com Goldbarg e Luna (2005) e Arenales et al (2015), alguns problemas de produgao
agricola podem ser formulados matematicamente como um Problema de Programacdo Linear (PPL),
como por exemplo, a otimizagao da produgao e do transporte de produtos. Por sua vez, a Programacao
Linear € um ramo da Pesquisa Operacional que utiliza, em sua formulacdo matematica, equacdes
lineares com o objetivo de maximizar ou minimizar uma fun¢do objetivo sujeita a um conjunto de
restricdes, expressas por equacoes lineares (GOLDBARG; LUNA, 2005). Assim, a Programacao
Linear pode ser definida como uma ciéncia que aplica métodos cientificos em problemas envolvendo
o controle e a otimizacdo de problemas, como por exemplo, o controle de sistemas agricolas,
fornecendo solu¢des mais eficientes que maximizam lucros e minimizam custos, respeitando as
restricoes do local em estudo. Caixeta Filho (2009) também ressalta a utilizacdo de técnicas de
Programac¢dao Matematica, em especial a Programacdo Linear em problemas, aplicacdes e modelos
a serem desenvolvidos em contextos agroindustriais.

Thttp://g1.globo.com/economia/agronegocios/noticia/2012/07/empresa-do-parana-investe-na-expansao-da-
agricultura-organica.html
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Desta forma, a Programacao Linear(PL) se apresenta como uma valiosa ferramenta para analisar
problemas de planejamento da producdo agricola (HANEVELD; STEGEMAN, 2005). Segundo
estes autores, tradicionalmente, a rotacdo de culturas tem sido otimizada por meio de modelos
matematicos de Programacgdo Linear. Em Fey et al (2000) os autores obtiveram um incremento
de 8,8% na renda liquida anual em uma drea total de 43 hectares, utilizando PL, considerando
as culturas: soja, milho, feijao, aveia, mandioca e trigo. Estes e outros estudos demonstram a
capacidade que métodos de otimizacdo numérica possuem para melhorar a renda de pequenos e
grandes agricultores, considerando diferentes periodos de cultivo e diversas culturas agricolas.

No trabalho de Bressan; Reghim e Stiegelmeier (2019), as autoras utilizaram Programacgao
Linear para a formulacdo matematica de problemas de produgdo agricola. Os estudos de caso
apresentados envolvem a maximizacado de lucros de uma produgdo agricola e de uma propriedade
de reflorestamento. Os problemas foram resolvidos com apoio computacional por meio do método
Simplex, buscando a eficiéncia no planejamento da rotagao de culturas em uma propriedade agricola.

O trabalho de Gameiro, Rocco e Caixeta Filho (2011) também aplicou Programacao Linear para
maximizar a soma do lucro mensal de uma unidade produtora de leite, considerando custos logisticos
como transporte de insumos. A estrutura matemdtica proposta permite a adaptacdo do modelo a
outros tipos de propriedades rurais.

Um dos principais tipos de problemas da Programagao Linear é chamado de Problema do
Transporte (ARENALES et al, 2015). Esse problema € modelado de forma a satisfazer a demanda
e um conjunto de limitacdes determinadas. Desse modo € necessdrio saber a quantidade que precisa
ser produzida e como deve ser transportada para cada localizacdo de forma satisfatéria e minimizando
o custo total do transporte (MOREIRA, 2010).

No contexto do estudo de problemas de Programacgao Linear e sua aplicacdo em problemas de
otimizagao da producgao agricola, o objetivo deste trabalho € apresentar um estudo de caso sobre a
otimizacao da produgdo agricola, utilizando dois modelos de PL: maximizar o lucro da producéo e
minimizar os custos de transporte de produtos para os centros consumidores, levando em conta as
limitagdes do local em estudo. O Método Simplex € utilizado como o algoritmo de resolugdao do
problema para a obteng¢ao da solugao 6tima dos problemas citados. Um estudo de caso dos problemas
propostos € desenvolvido em uma propriedade rural localizada no municipio de Sertaneja, no estado
do Parana (PR), onde € feita a producao de hortalicas e seu transporte para centros consumidores.
A principal contribui¢do deste estudo € oferecer a maximizacao do lucro na producao de hortalicas
da propriedade de pequeno porte e a minimizagao dos custos de transporte de produtos para seus
destinos.

A aplicacdo da Programacdo Linear auxilia na maximizacdo de lucros na drea de agricultura
organica e na minimiza¢do de custos dos transportes, sugerindo para o fabricante a solugdo 6tima,
ou seja, a quantidade que pode ser produzida com lucro maximo e reducio de impactos ambientais,
e com custo de transporte minimo, atendendo demanda e as limitacdes do solo em estudo. Desta
forma, os resultados alcancados auxiliam na tomada de decisdo do produtor, no sentido de obter
uma producao otimizada.

Este artigo estd organizado da seguinte forma: a Secao 2 apresenta a formulacdo matemadtica geral
de problemas de Programacdo Linear, enquanto que a Secdo 3 apresenta a formulacdo matematica
do Problema do Transporte. O Método Simplex, executado para obter as solugdes desses problemas,
¢ fundamentado na Secdo 4. Em seguida, a descri¢do do local em estudo ¢ feita na Secdo 5 e o
desenvolvimento do estudo de caso é apresentado na Secdao 6. Por fim, a Sec¢do 7 traz a conclusao
deste estudo e a comparagao com as préaticas do local em estudo.
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2 Formulacao matematica de problemas de Programacao Li-
near

De acordo com Prado (2016), os estudos sobre a Programacdo Linear tiveram inicio no ano de
1936 por Wassily Leontieff, que criou um modelo constituido por um conjunto de equagdes lineares,
considerado como o primeiro passo para os estudos das técnicas de Programacdo Linear. No ano
de 1939, o matematico russo L.V. Kantorovich entdo desenvolveu um trabalho sobre planejamento
de producdo que apresenta, dentre as diversas abordagens, o uso de equagdes lineares. E no ano
de 1947 a técnica de planejamento se consolidou com George Dantzig, que desenvolveu o Método
Simplex, capaz de resolver qualquer problema de Programacio Linear. No entanto, no ano de 1960
que esta pesquisa veio a ser conhecida, pois 0s governos britdnico e norte-americano solicitaram
a cientistas e matemadticos da época que fizessem pesquisas sobre as operacOes militares € como
otimizar essas operacdes (ARENALES er al, 2015). Desta forma, buscaram, através da ciéncia,
uma solucao assim chamada de solu¢do 6tima, pelo método de modelagem matemética no auxilio
de tomada de decisdes.

Pesquisa Operacional € entdo uma ciéncia que pode ser aplicada para conduzir e coordenar as
operacoes nas organizacgoes. Inicialmente, € utilizado o método cientifico para investigar o problema
ou possiveis melhorias, para ser construido um modelo cientifico (tipicamente matematico), que
capture a esséncia do problema real, e seja validado (HILLIER; LIEBERMAN, 2012).

A formulac¢ido matematica de um PPL requer 3 elementos fundamentais: o objetivo da otimizagao,
expresso por uma fungao linear chamada de funcdo objetivo, que deve ser maximizada ou minimizada;
um conjunto de restrigoes, expressas por equacoes lineares que representam as condicdes e limitacoes
do problema que devem ser respeitadas e, por fim, as condi¢cdes de ndo-negatividade do problema,
que consideram que as varidveis de decisdo, ou seja, as varidveis para as quais buscamos um valor,
s30 maiores ou iguais a zero.

Para que o problema possa ser modelado como um PPL, algumas caracteristicas devem ocorrer
(LACHTERMACHER, 2016).

e Proporcionalidade: o valor da fungdo objetivo € diretamente proporcional ao nivel de atividade
de cada varidvel de decisao.

e Aditividade: considera as varidveis de decisdo do modelo como entidades totalmente inde-
pendentes, nao permitindo que haja interdependéncia entre as mesmas, isto €, nao permitindo a
existéncia de termos cruzados, tanto na fungdo-objetivo como nas restrigdes.

e Divisibilidade: assume que todas as unidades de atividade possam ser divididas em qualquer
nivel fracional, isto &, qualquer varidvel de decisao pode assumir valor fraciondrio.

e Certeza: assume que todos os pardmetros do modelo sdo constantes conhecidas. Em problemas
reais, a certeza quase nunca € satisfeita, provocando a necessidade de andlise de sensibilidade dos
resultados.

Deste modo, para a caracterizacdo matemadtica de um PPL, € necessdrio apresentar a funcdo
objetivo (FO), o conjunto de restricdes e as condi¢des de nao negatividade (GOLDBARG; LUNA,
2005):

min ou Max cixj + ¢a2xp + €3X3 + - - - + CpXp ()

sujeito a
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arpxyt+apxy+aizxy+ -+ daipx, [sinal] bl
arixy +anxy + ayxz+ - +daox, [sinal]l by
asz1 x| +aszpxy +azzxz+ -+ azux, [sinal] b3 (2)

Am1X1 + ApaX) + Ay3X3 + - -+ AnXy,  [sinal] by,

X1,X2,X3,...,%, =0, 3)
em que,
* X1,X2,X3,...,X, sS40 as variaveis de decisao;
* C1,C2,C3,...,Cpy S0 0s coeficientes (nimeros reais) da funcdo objetivo;
* by,by,..., b, sdo as constantes (nimeros reais) de cada uma das m restri¢des;
* a;; sdo os coeficientes (nimeros reais) das restrigdes, parai = 1,2,...,n;e j =1,2,...,m;

* O simbolo [sinal] indica que a restrigdes pode ser uma equagdo ou uma inequagao.

Na formulacdo matemadtica geral, a equacdo (1) representa a funcio objetivo(FO), que deve ser
minimizada ou maximizada. As equagdes (2) representam o conjunto das restricdes do problema e,
por fim, a equagao (3) representa as condi¢des de ndo-negatividade: (x, > 0).

3 Formulacao matematica do Problema do Transporte

O Problema do Transporte pode ser representado como um PPL e interpretado como a tarefa de
transportar o que foi produzido pelo local, para seus locais de distribui¢dao. Esse problema tem como
objetivo encontrar a melhor solu¢cdo, com 0 menor o custo, para percorrer os caminhos e realizar o
transporte de produtos. Desse modo, o problema deve apresentar como resposta a quantidade que
deve ser enviada e para onde deve prosseguir, de maneira que satisfaca as demandas com o menor
custo possivel. As quantidades produzidas ou ofertadas em cada centro e as quantidades demandadas
em cada mercado consumidor sdo conhecidas. O transporte deve ser efetuado de modo que respeite
as limitagcdes de oferta e atenda a demanda (ARENALES et al, 2015).

A formulacdo matemdtica do Problema do Transporte apresentada nesta se¢dao € baseada em
Arenales et al (2015). Denomina-se os centros de producao, de origens, e os mercados consumidores,
de destinos.

Suponha que existam m origens e n destinos para um produto € que o custo de transportar uma
unidade desse produto da origem i para o destino j € ¢;;. Além disso, a oferta do produto na origem
i € a; e a demanda do produto no destino j € b;, Um esquema grafico para representar as origens, 0s
destinos, as disponibilidades do produto e as demandas é apresentado na Figura 1.

As varidveis do problema sdo as quantidades transportadas das origens aos destinos:

x;; quantidade transportada do produto da origem i para o destino ;.
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Figura 1: Rede de transporte (ARENALES et al, 2015)

a, b,
a, b,
a b

mi

Essas quantidades ndo podem ser negativas, portanto, as restricoes x;; > 0, i=1, ..., me j =
I, ..., n fazem parte do modelo matemdtico. Se x;; € a quantidade transportada do produto da
origem i para o destino j, entdo c¢;; x;; € o custo incorrido para se realizar esse transporte. O custo
total de transporte é a soma dos custos de transporte de todas as quantidades transportadas de todas
as origens i a todos os destinos j, ou seja,
m n
Ci jx,- j
=1

i=1 j=1

Esse custo deve ser minimizado. Sabemos que o que € transportado de cada origem i a todos os
destinos j,j =1, 2,..., n, ndo pode ultrapassar a quantidade disponivel de produto na origem ¢,
ou seja,

n
in j < a;.
J=1
Além disso, as quantidades transportadas das diversas origens ao destino j satisfazer a demanda
requerida neste destino, ou seja,
m
Xij = b j-
—

1

O modelo completo do problema de transporte € definido por:

m
Minimizar f (X11X12, ..., Xmp) = Z CijXij

n

injSai i=1,...,m

j=1

m

Ex,'ijj j:1,...,n
i=1
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xij >0 i=1,....,mej=1,...,n

Problemas de Programacao Linear como o Problema do Transporte podem ser resolvidos por
meio de métodos computacionais, como o Método Simplex, descrito na se¢do a seguir (ARENALES
et al,2015; LACHTERMACHER, 2016).

4 O Método Simplex

O Método Simplex foi desenvolvido em 1947 por George Dantzig, sendo o primeiro método
geral para solucionar PPL. Desse modo, este método € aplicado para obter a solucao dos problemas
de producio agricola e de transporte propostos neste trabalho. E um algoritmo fundamental para
obtencio da solugiio 6tima do PPL e utiliza como base a Algebra Linear. De fato, o algoritmo parte
de uma solugdo vidvel do sistemas de equacdes que representam as restricdes do PPL, solu¢do essa
normalmente extrema (vértice), e a partir dessa solugdo inicial identifica novas solugdes vidveis.
Logo, o algoritmo permite encontrar novos € melhores vértices da envoltoria convexa do problema
e além disso, determinar se o vértice escolhido € uma solugdo 6tima (GOLDBARG; LUNA, 2005).

O Método Simplex € capaz de indicar em sua execucao, caso exista solucao, se o problema tem
solugdo tnica, solugdo ilimitada, se possui infinitas solugdes ou se ndo possui nenhuma solugdo. Os
casos especiais sdo descritos a seguir. Em seguida, sdo apresentados os fundamentos tedricos para
o desenvolvimento do Método Simplex, de acordo com Goldbarg e Luna (2005).

Definicao 1 O conjunto C = {x/Ax = b, x > 0} denomina-se conjunto de solugées viaveis. Um

ponto extremo corresponde a um vértice da regido que representa o conjunto de solucoes viaveis.
A definicao de alguns conceitos sdo fundamentais para o desenvolvimento dos teoremas seguintes.

Definicao 2 (a) A base de uma matriz A(m X n) é uma matriz quadrada de m vetores coluna
linearmente independentes em R™. As variaveis associadas a essas colunas sdo chamadas de
variaveis basicas.

(b) Seja B uma base associada a matriz A. O vetor composto de xg = B™'b e xg = 0 é chamado
de solugdo bdsica, em que xg é o vetor das restantes n — m vardveis ndo bdsicas.

(c) Uma solugdo bdsica sem componentes negativas é denominada solucdo bdsica viavel.

Definicao 3 Um conjunto C é um conjunto convexo se para qualquer conjunto composto por dois
pontos distintos x| e xp, pertencentes a C, a combinagdo linear convexa desses pontos também
pertence a C.

Teorema 1 O conjunto C das solugoes viaveis de um modelo de Programagdo Linear é um conjunto
convexo.

Demonstracao 1 Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Ax=b

x>0

Se C é um conjunto convexo, equivale a dizer que:
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x=axi+(l—-a)x e C

xl,XQ€C${ 0<a<l1

Sejam duas solugoes viaveis de C, x1, x; tais que x| # x|, entdo:

Axl=b szzb

e seja:

x=ax;+ (1 —a)x;

0<axl

Entdo:

Ax = Alax; + (1 —a)xy] =
=ax;+ (1 —a)Ax; =

ab+(l-a)b=>b

e x > 0, uma vez que:

x=ax;+(1—a)x; >0

x120,x1>20e0<acx<l1

Teorema 2 Um ponto x é extremo em um conjunto de solucées viaveis C de um problema de
programacgdao linear se e somente se x > 0 for uma solugdo bdsica do sistema de equacoes lineares
Ax =b.

Demonstracao 2 A demonstracdo da primeira parte do Teorema (= ) é feita de acordo com Menezes
(2006).

= Serd demonstrado que se x é um ponto extremo entdo x é uma solucdo bdasica viavel (sbv).
Suponha, entdo, que x é um ponto extremo de x. Se x é o vetor nulo, entdo como a matriz A
tem posto completo, segue-se que x é uma sbv para alguma matriz base de A. Sem perda de
generalidade, suponha que as primeiras q componentes de x sdo positivas. Pela viabilidade de x,
para j=1,...,q,x; >0eax;+---+ayxy = b, onde a;j é a j-ésima coluna da matriz A. Para
demonstrar que x é uma sbv, devemos mostrar que os vetores ay, . . . , a4, associados as componentes
positivas de x, sdo linearmente independentes. Suponha, por contradicdo, que estes vetores sao
linearmente dependentes, isto é, existem niumeros A;, j = 1, ..., q, ndo todos nulos, tais que:

q
Z/ljaj = 0 (4)
j=1
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Selecionando
. Xj .
oc=mins—;4;#0,j=1,...,¢q
|/lj|
pode-se escolher €,com0 < € < o, tal que x; + €d; > 0ex; —€d; > 0para j=1,...,q.

Assim, define-se x' e x? por:

xl=x+el1>0ex2=x-€1>0,

onde A =[A1...,44,0..., 0]7. Segue-se pela definicdo de A e por (4) que AA = 0. Logo, pela
linearidade de A, Ax' = b e Ax* = b, de tal maneira que, usando x = (x' +x%)/2 , isto é, x é
uma combinacdo convexa de dois outros pontos distintos, contradizendo o fato de que x é um ponto
extremo. Logo, ay . . .ag, sdo vetores linearmente independentes e portanto, se x é um ponto extremo
de C, x é uma sbv de C. Isto finaliza a primeira parte da demonstragdo.

A demonstragdo da segunda parte do Teorema (<) é realizada de acordo com Goldbarg e Luna
(2005).

& Serd demonstrado que se x é uma sbv entdo x é um ponto extremo.

Seja C o conjunto formado pelos pontos x tais que:

Ax=b
x>0

Seja, ainda, uma solucdo viavel qualquer x, de dimensdo n, na qual, sem perda de generalidade,
as varidveis bdsicas sdo as m primeiras:

X1

Xm

0

com todos os componentes x; > 0

Suponha, por absurdo, que x ndo seja um ponto extremo do conjunto convexo C, definido
anteriormente. Entdo x pode ser obtido por uma combina¢do convexa de outros dois pontos
distintos desse mesmo conjunto. Chamando de y e 7 esses dois pontos, tém-se:

x=ay+(l-a)z

O<ax<l

Como y e z pertencem ao conjunto C, as seguintes relacoes de pertinéncia sdo validas:

Ay=Az=b>b

e

BRESSAN, G. M.; RAMOS, T. A. Aplicacdo da Programacdo Linear e do Problema do Transporte para otimizagdo da produgido agricola. C.Q.D.
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 19, p. 67-84, dez. 2020. Edi¢ao Iniciagdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol19ic201023169664gmbtar6784  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

75



e\
Te\
A

y=>0 7220

A relacdo x =ay + (1 — @)z, colocada em termos das coordenadas de cada um dos trés vetores,
fornece as seguintes relacoes:

xi=ay1+ (1l -a)z

xx=ay+ (1 —a)z

Xm = aym + (1 =)z,

0=aymn+1+(1—a)zn4

O=ay,+(1—a)z,

Devido as relacées 0 < a < 1,y > 0 e z > 0 as ultimas (n — m) relacées do conjunto acima
descrito s6 podem ser satisfeitas se Y+ = Zm+i =0, parai=1, ..., n - m. Portanto, tem-sex =y = Z,
pois tanto y quanto 7 sdo solugcoes basicas do sistema em andlise, calculados com as mesmas
variaveis bdsicas.

Desta forma, demonstra-se que ndo existem solucoes viaveis y e z, distintas da solucdo bdsica x
que satisfacam a relacdo x = ay + (1 — a)z. Por contradi¢cdo com a hipdtese inicial, demonstra-se,
entdo, que x é um ponto extremo do conjunto convexo C. Isto finaliza a demonstragao.

Teorema 3 1. Se uma funcdo objetivo possui um mdximo ou um minimo finito, entdo pelo menos
uma solucdo otima é um ponto extremo do conjunto convexo C do Teorema 1

2. Se a fungdo objetivo assume o mdximo ou o minimo em mais de um ponto extremo, entdo a
Sfungdo assume o mesmo valor para qualquer combinagcdo convexa desses pontos.

A demonstracdo encontra-se em Hillier e Lieberman (2012).

Lemal Seja f : w € R" — R uma funcdo definida por f(x1, x2,..., X;) = ajx; +a»xa + ... +
] ¢ p

apxp+b, a;j,b € R. Se dentre os valores que f assumir num segmento AB do R", o valor mdximo

(minimo) for assumido num ponto P interior deste segmento, entdo f sera constante em AB.

Teorema 4 Teorema Fundamental da Programacgdo Linear

Seja f: w C R" — R uma fungcdo definida na regido poliedral convexa V do R" por
fx1, x2,...,x,) = a1x1 +acxo + -+~ +aux, + b,a;;, b € R Suponha que f assuma valor
mdaximo (minimo) nesta regido. Entdo, se V possui vértice(s), este valor maximo (minimo) serd
assumido num vértice.
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A demonstracdo encontra-se em Luenberger (1973).
De forma geral, o Método Simplex € descrito matematicamente a seguir. Considere o problema
primal de otimizagdo linear escrito na forma padrao conforme segue (GOLDBARG; LUNA, 2005):

minf(x) = c'x

s.a:Ax=>b

x>0

em que A € R™" e, sem perda de generalidade, assuma que posto (A) = m.
A solucao geral do sistema em Ax = b pode ser descrita considerando uma particdo nas colunas
de A:

A= (B,N)

tal que B € R™ formada por m colunas da matriz A, seja ndo singular. A parti¢ao equivalente
é feita no vetor das varidveis:

x = (xB,xN)

em que xp € chamado vetor de varidveis basicas e xy vetor de varidveis nao bésicas. Assim,

Ax=b o Bxp+Nxy=b &

xp=B"'"b— B 'Nxy.
Dada uma escolha qualquer para xy, tem xp bem determinado, de modo que o sistema esta
verificado.

Definicdo 4 O vetor y dado por y' = C;B_l é chamado de vetor multiplicador simplex (ou vetor de
variaveis duais)

Definicao S Denomina-se estratégia simplex a seguinte perturbacdo da solucdo bdsica: escolha
k € N, onde N é o conjunto de indices de varidveis néo bdsicas, tal que cy — y'a; < 0; faca
xk=€2>0,x;=0,VjeN - {k}.

A estratégia simplex produz uma nova solugao dada por

Xg = x% + edp
XN = €€y

e o valor da func¢do objetivo é dado por:

@) = GO+ (cx =y ar)e

onde dg = -B lay e e; = 0,...,1,...,00" e R" ™" com 1 na k-ésima componente.

A direcio d € R”, dada por d = (dg,dy)" = (dp,e)”, define uma perturbacdo da solugio
bésica e chamada direcdo simplex. Se a solucdo basica for ndo-degenerada, isto €, x% > 0, entdo d
€ uma direcao factivel. Note ainda que o produto escalar entre d e o gradiente da funcio objetivo é
cl'd = c; —y'a; < 0. Portanto d é uma direcdo de descida.

Da estratégia simplex, pode-se determinar o maior valor de €, impondo xp > O :
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0 — i | =5 ;
€ =min d_B»ldBi<0’ i=1,...m

i € ai-€ésima componente de x%, que sai da base.

Em suma, o Método Simplex basicamente experimenta uma sequéncia de solugdes bdsicas
vidveis, na busca do valor 6timo para a fun¢do objetivo.

O algoritmo do Método Primal Simplex € descrito a seguir considerando um problema de
minimizacao escrito na forma padrao (ARENALES et al, 2015; GOLDBARG e LUNA, 2005). E
chamada de Fase I o procedimento para determinar uma solucao inicial e, Fase II o Método Simplex.

Fase I

Encontre uma parti¢do basica primal-factivel: A = (BN)

Faca PARE = FALSO, IT =0

(Sera FALSO até que a condi¢@o de otimalidade seja verificada. IT indica o nimero da iteracao.)

Fase I1

Enquanto NAO PARE faga:

onde x°

* Determine a solugdo bdsica primal factivel:

XB = B_lb

* Teste de otimalidade:
Determine a solucdo basica dual: y’ = CZB_I;
Encontre x; com custo relativo: c; — yTak < 0.
Se ¢ — yTak >0,Vk =1,...,n— m, entdo a solucdo na iteracdo IT € 6tima
PARE=VERDADE.

Senao:
* Determine a dire¢do simplex: dB = —B~'ay;, de mudanca nos valores das varidveis bdsicas

0

. . . 0
* Determine o passo: € = min {%Mm <0,i=1, ,m}
Bi

Se dpg > 0, o problema ndo tem solucdo 6tima finita.
PARE=VERDADE.

Senio:

» Atualize a particdo bésica: ap; <> ay, [T «— IT + 1.

Fim enquanto.

Por meio da execugdo do algoritmo, o Método Simplex alcanga a solu¢do 6tima do PPL, se este
possuir solugdo (ARENALES et al, 2015).
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S Descricao do local em estudo

A propriedade rural em que foi desenvolvido o estudo de caso descrito neste trabalho pertence a
uma familia de japoneses tradicionais da agricultura de hortalicas no Brasil. Essa familia reside no
municipio de Sertaneja/PR, onde também € localizada a propriedade em estudo, ilustrada na Figura
2. Nesta cidade, a familia de Kuriki adquiriu 4 alqueires de mata fechada. A propriedade tem como
atividade principal o cultivo de Hortalicas em geral. A producao principal da propriedade € o cultivo
de alface e tomate, sendo um dos principais encarregados pela distribui¢do de hortalicas em feiras e
escolas na cidade de Sertaneja/PR e Cornélio Procépio/PR.

Figura 2: Propriedade rural em estudo

Os servigos prestados de transporte na propriedade estdo especialmente em volta do Norte
Pioneiro do Parand, assim sendo dois pontos de distribui¢do, e seus principais centros sdo: Serta-
neja/PR e Cornélio Procopio/PR. Contudo, o local também transporta os alimentos para diversos
lugares, como feiras, supermercados, escolas, mercearias, entre outros pela cidade e regido, onde
fica localizada.

O tipo de mercadoria que a propriedade transporta estd relacionado nas seguintes categorias:
Alface; Tomate; Tomatinho e Pimentdo. Para realizar o transporte dos alimentos, a propriedade
possui trés caminhonetes e duas kombes proprias para a entrega. O tipo de veiculo varia de acordo
com a carga e a distancia que serd percorrida, para uma melhor qualidade de entrega dos produtos,
sem perda e transtornos.

6 Estudo de caso: aplicacao dos problemas do transporte e
problema de produciao agricola

Este estudo tem como objetivo aplicar a Programacao Linear para maximizar o lucro da produgao
de hortaligas da propriedade rural em estudo e minimizar o custo total de transporte de produtos de
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hortaligas para os destinos, satisfazendo as demandas (Problema do Transporte).

Para a modelagem matemética do Problema do Transporte, os seguintes dados do local sao
necessdrios: a propriedade rural produz um total de 5400 kg/més, os quais sdo distribuidos para
quatro destinos diferentes, sendo que 45% da produgdo de hortalicas sdo destinados para as feiras e
escolas localizado em Cornélio Procépio - PR. Outros 20% da produgdo sao destinados para locais
da cidade de Sertaneja - PR, 20% para as cidades vizinhas onde € localizada a propriedade rural,
15% para os outros lugares restantes. Em média, 10 canteiros de tamanho 12m de largura por 100m
de comprimento sio produzidos por més.

Os custos para transporte dos produtos da origem a cada destino sao obtidos com base nas dis-
tancias percorridas para realizar o transporte. A formulagdo matemética do Problema do Transporte
¢ descrita a seguir. As varidveis de decisdo do problema sao denotadas por x;; € representam a quan-
tidade (em quilogramas) de produto transportada da fonte de produ¢do com indice i(i = 1, ..., 10)
para o destino j(j =1,..., 4). A fung@o objetivo € expressa como:

min 0, 05X11 +0, 2X]2+0, 25)613 +0, 4)C14+0, OSX21 +0, 2)C22+0, 25)C23 +0, 4)C24 +0, OS)C31 +0, 2X32+
0, 25)633 + 0, 4X34 + 0, 05X41 + 0, 2)642 + 0, 25)643 +0, 4X44 +0, 05)651 +0, 2X52 +0, 25)653 +0, 4X54 +
0,05x61 + 0, 2x62 + 0,25x63 + 0, 4x64 + O, 05)671 +0,2x7, + 0, 25)673 +0,4x74 + 0, 05X81 +0,2xg +
0,25xg3+0, 4xg4 + 0, OSX91 +0, 2)C92 +0, ZSX93 +0, 4X94 +0,05x101+0,2x102+0,25x103+0, 4x10 4

Restricdes relativas a producdo das fontes:

Fonte 1: xj1 + x12 + x13 + x14 < 540
Fonte 2: x5 + x22 + x23 + x24 < 540
Fonte 3: x31 + x32 + x33 + x34 < 540
Fonte 4: x41 + x40 + x43 + x44 < 540
Fonte 5: x51 + x50 + x53 + x54 < 540
Fonte 6: xg1 + X6 + x63 + X64 < 540
Fonte 7: x71 + x72 + x73 + x74 < 540
Fonte 8: xg + xg + xg3 + xg4 < 540
Fonte 9: x91 + x92 + x93 + x94 < 540
Fonte 10: xj9 1 + X102 + X103 + X104 < 540

Restrigdes relativas as demandas dos destinos:

Destino 1: x11 + x2; + X371 +X41 + X51 + Xg1 + X71 + X81 +X91 + X101 = 2500
Destino 2: X12 + X202 +X32 +X42 + X502 + X2 + X720 +X82 + X902 + X102 = 1000
Destino 3: X13 +X23 + X33 +X43 + X53 +Xg3 + X73 +X83 + X903 + X103 = 1000
Destino 4: X14 + X024 + X34 + X44 + X54 + X4 + X74 + X84 + Xog4 + X10 4 = 900

Formulado o problema como um PPL, o método Simplex € aplicado para a obten¢do da solugdo
6tima, com apoio computacional do software LINDO (Linear Interactive and Discrete Optimizer).

A solucdo 6tima obtida, apds 14 iteracdes, €: o custo minimo para o transporte da producdo
¢ de R$935,00. A solucdo 6tima apresenta os seguintes valores para as varidveis de decisdao, em
quilogramas: X11 = 340,)613 = 200, X3 = 540, X3p = 540, X4 = 460, X43 = 80, X51 = 540, X61 = 540,
x71 = 540, xg1 = 540, x94 = 540, x109 3 = 180, x19 4 = 360.

Estes valores das varidveis de decisdo, que representam a solucao 6tima, sdo dadas em quilo-
gramas, pois representam a quantidade de produtos que deve ser transportada da fonte de producdo
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i(i=1,..., 10) paraodestino j(j =1,..., 4).

A seguir, o objetivo € formular um problema de producdo agricola para as hortalicas como um
PPL e aplicar formas de otimiza¢do que maximizem o lucro da producdo, respeitando as limitacoes
do solo e do local em estudo.

A Tabela 1 exibe a produtividade em quilogramas por m? dos principais produtos do local e
o lucro por quilogramas de producgdo, representado em reais. Esses dados foram obtidos no local
em estudo. Por falta de um local de armazenamento proprio, a produ¢cdo maxima estd limitada a
5.400kg por més. A érea cultivavel da propriedade rural é de 12.000 m?. Portanto, para atender as
demandas da propriedade, é imperativo que se plante 10 canteiros de 12m de largura por 100m de
comprimento.

Tabela 1: Produtividade do Local em Estudo

Cultura | Produtividade (kg/m”2) | Lucro por kg de producao
Alface 0,15 1,10 reais
Tomate 0,10 0,95 reais
Tomatinho 0,28 0,85 reais
Pimentao 0,11 0,75 reais

De acordo com o modelo de Goldbarg e Luna (2005), o problema em estudo foi modelado como
um PPL, conforme as equagdes a seguir. A equagdo 5 representa a funcdo objetivo(maximizar os
lucros), cujos coeficientes sao obtidos multiplicando-se os valores da Tabela 1, das colunas 2 e 3.
As restricoes do problema sdo representadas pelas equagdes 6, 7, 8 e as equagdes 9 sao as condi¢des
as condi¢des nio-negatividade. As varidveis de decisdo representam a drea em m? a ser plantada da
cultura, em que x| = alface; x, = tomate; x3 = tomatinho e x4 = pimentao.

max 0, 165x1 + 0,095x; + 0,238x3 + 0, 0825x4 )
Sujeito a:
Restri¢des associadas a demanda da propriedade rural m?:

x1 > 2600, xp > 1600, x3 > 500, x4 > 700 ©6)

Restri¢do de drea total (drea cultivavel):

X1+ X2 +x3 + x4 < 12.000m> (7)

Restricdo associada ao armazenamento (kg):

0, 15x1 + 0, 10x2 + 0,28x3 + 0, 1 1x4 < 5400 )

X1, X2, X3, x4 >0 9)

Portanto, de acordo com Goldbarg e Luna (2005), este tipo de PPL € capaz de ser resolvido apli-
cando o Método Simplex para a obtencao da solugdo 6tima, ou seja, a solugdo que maximiza a fungdo
5 sujeito as restri¢des 6 a 9. Com suporte computacional do software LINDO (www.lindo.com), a
solucdo 6tima obtida, apds 4 iteragdes, apresenta um lucro maximo de R$2.328, 55 e as varidveis de
decisdo (4rea em m? a ser plantada de cada produto) apresentam os seguintes valores: x| = 2600 m?,
x2 = 1600 m?, x3 = 7100 m* e x4 = 700 m?.
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Esta solugdo 6tima sugerida pelo Método Simplex € factivel de ser implementada na prética, pois
ndo ha qualquer limitagdo na venda desta quantidade ou na rotatividade da cultura. Desta forma,
nao € necessdrio incluir limitantes ou outras restri¢des na formulagcao matemadtica do problema.

7 Conclusao

O objetivo geral deste trabalho € apresentar uma proposta para maximizac¢ao dos lucros na drea de
producdo agricola de hortalica e minimizacao dos custos de transporte, promovendo aprendizagem
através da Programacdo Linear e do Método Simplex, na otimiza¢do dos problemas abordados.

Esta proposta considera a maximizag¢ao do lucro do produtor, respeitando as caracteristicas e as
limitagdes do solo e da propriedade agricola em estudo, e a minimizagdo dos custos de transporte
para os locais consumidores. Os resultados entdo contribuem para a tomada de decisido do produtor
quanto a drea que deve ser plantada e quanto ao transporte que deve ser realizado de forma otimizada.

Comparando os resultados obtidos pelos métodos de otimizagao apresentados neste trabalho com
os resultados reais das praticas do local em estudo, tem-se que os métodos de otimizagdo apresentam
vantagens. E importante ressaltar que as praticas da propriedade agricola em estudo nio utilizam
nenhum recurso cientifico para defini¢do e otimizagao das rotas de transporte e nem para o lucro da
producdo. Segundo informacdes do local, os produtores atendem conforme uma média de demandas
mensais e transportam conforme o chamado. Desta forma, o custo de transporte mensal do local
¢ de R$1.100,00 e o lucro maximo da producdo dos 4 tipos de hortalicas é de R$2.100,75, pois os
produtores sub-utilizam a producao principalmente da varidvel x3. Desta forma, a solu¢do otimizada
oferece uma diminuicao de 15% no valor total do custo de transporte € um aumento de 10,8% sobre
o lucro total de producdo das hortalicas.

Como perspectivas de continuidade deste trabalho, propde-se estudar um modelo diferenciado
para que a restri¢ao do armazenamento tenha mais influéncia da solugdo 6tima. Além disso, propde-
se também implementar um aplicativo que seja de facil utilizacio pelo produtor agricola, para que
possa inserir os dados numéricos referentes as demandas e obter as solugdes 6timas de sua produgdo
com lucro maximo e custo de transporte minimo.
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