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Demonstracoes de resultados classicos de analise
no R” utilizando a teoria do grau

Proofs of classic results of analysis in R" using degree theory

Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar de forma detalhada
provas de resultados cldssicos de andlise no R" utilizando a
teoria do grau de Brouwer, como o Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer e o Teorema de Perron-Frobenius. Além disso,
mostraremos que sob determinadas condi¢cdes uma aplicagcdo
continua € sempre sobrejetiva e discorreremos sobre a influén-
cia da derivada na preservacdo da orientacdo de aplicacdes
continuas e injetoras.

Palavras-chave: Andlise no R". Topologia Geral. Teoria
do Grau de Brouwer. Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.
Teorema de Perron-Frobenius.

Abstract

This paper aims to provide detailed proofs of classic results
of analysis in R” using the Brouwer degree theory, such as the
Brouwer Fixed Point Theorem and Perron-Frobenius Theorem.
Moreover, we will show that under certain conditions a conti-
nuous mapping is always surjective and discuss the influence of
the derivative in preserving the orientation of continuous and
injective mappings.

Keywords: Analysis in R”. General Topology. Brouwer De-
gree Theory. Brouwer Fixed Point Theorem. Perron-Frobenius
Theorem.
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1 Introducao

Quando trabalhamos com o espaco euclideano n-dimensional R", n > 1, observamos duas
diferencas principais com relagdo ao espaco euclideano unidimensional R. A primeira diz respeito
a topologia de subconjuntos de R”, que se torna muito mais complexa quando consideramos n > 1.
A segunda trata da importancia de conceitos da Algebra Linear, visto que tanto seu vocabuldrio
quanto seus resultados sdo de grande importancia para a prova de resultados envolvendo fungdes de
n variaveis.

Neste trabalho, apresentaremos provas de resultados conhecidos de andlise no R" desenvolvidas
com o uso da teoria do grau topolégico de Brouwer, tais como as provas do Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer e do Teorema de Perron-Frobenius. Além disso, mostraremos que sob determinadas
condi¢des, podemos garantir que uma aplicagdo continua de R” em R” € sobrejetiva e discorreremos
sobre como a derivada influencia na orientacdo de uma aplicacio continua e injetora.

Dividimos este artigo em trés secdes. Na primeira se¢io, apresentamos resultados e defini¢des
preliminares de andlise e topologia que serdo tteis ao longo do texto. Na segunda secdo, fornecemos
uma breve introdugdo a teoria do grau de Brouwer e listamos as principais propriedades do grau que
utilizaremos nas provas de resultados de andlise no R” ja anteriormente citados, que serao finalmente
exibidas na terceira secao.

2 Preliminares

Nesta secdo, apresentaremos definicdes e resultados preliminares de andlise e topologia geral
que auxiliardo o leitor a compreender melhor a teoria desenvolvida no artigo. Tais defini¢des e
resultados podem ser encontrados em [1], [2] e [3].

Definicao 1 Sejam duas aplicacoes continuas f,g: X — Y entre espagos topolégicos. Dizemos
que f e g sdo homotopicas se existe uma aplicacdo continua H: X X [0,1] — Y, chamada de
homotopia, tal que H(x,0) = f(x) e H(x, 1) = g(x) para todo x € X.

Teorema 2 (Teorema da Aplicaciio Inversa) Seja f : U — R uma aplicacdo de classe C* (k >
1) definida no aberto U de R", ou seja, f é diferencidvel e possui todas as suas derivadas até ordem
k, sendo as derivadas aplicacées continuas definidas em U. Se a € U é tal que f'(a) : R" — R" ¢
invertivel, entdo existe uma bola aberta B = B(a, d) C U tal que a restri¢do f|p é um difeomorfismo
sobre um aberto V que contém f(a).

Teorema 3 (Teorema de Sard) Sejam U um aberto de R", f: U — R" uma aplicagdo de classe
CURYeS={xeU: J¢(x) = 0}. Entao, f(S) é um conjunto de medida nula.

Teorema 4 (Teorema de Borel - Lebesgue) Seja K C R" um compacto. Toda cobertura aberta de
K c |J A, admite uma subcobertura finita K C Ay, UA,, U ... UA,,.

AeL
Teorema 5 (Teorema de Aproximacao de Weierstrass) Dada um funcdo continua f : [a,b] —
R, existe uma sequéncia de polinomios (p,)nen tal que lim p, = f uniformemente em [a, b].
n—oo

Proposicao 6 Se X c R" é conexo e f: X — R™ é continua, entdo f(X) é conexo.
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3 O grau de Brouwer

Nesta secdo apresentaremos o0 conceito e as principais propriedades do grau de Brouwer para
aplicacdes continuamente diferencidveis (de classe C' - veja a descricdo a seguir) e para aplicagdes
continuas. A teoria exibida aqui foi extraida das referéncias [4], [5], [6] e [7].

Consideraremos © C R” um subconjunto aberto e limitado de R” e C¥(Q,R") o espaco das
aplicacoes ¢: Q — R” k-vezes diferencidveis em Q, ou seja, ¢ e todas as suas derivadas até a ordem
k sdo continuas em Q. O simbolo C(Q, R”) denotari o espaco das aplicagdes continuas ¢: Q — R”.
Consideraremos o espaco C* (Q, R") munido com a norma || ||z : C*(Q,R") — R, definida por

¢ € CK(QRY), llgllk = max sup ||[D/p(x)],
<k xeQ

<JS

onde D/ representa a derivada de ordem j de ¢ e | - || € uma norma em R”, e consideraremos o
espago C(Q,R") munido com a norma || ||: C(Q,R") — R, definida por

¢ € C(QR"), [l¢llw = sup lo(x)]l.
xeQ

Sejam S = {x € Q : J,(x) = 0}, onde J,, representa o determinante da matriz jacobiana de ¢, e
b € R" tal que
b & ¢(9Q) U ¢(S), (1)

onde 0Q denota a fronteira de Q.

Observe que se x € ¢~ ({b}), entdo Jy(x) # 0 por (1). Assim, ¢’(x) € invertivel e o Teorema
da Aplicacdo Inversa garante que ¢ € um difeomorfismo de uma vizinhanga U, de x sobre uma
vizinhanca V}, de b, ou seja, ¢|y, : Uy — ¢(Uy) =V} é um difeomorfismo.

Proposicio 7 Sejam ¢ € CH(QR") e S ={x € Q : Jo(x) =0} Seb ¢ ¢(0Q) U ¢(S), entdo o
conjunto ¢~ ({b}) é finito e compacto.

Demonstracdo. Primeiramente, mostremos que ¢~ ! ({b}) é compacto. Com efeito, sabemos que Q
é limitado e, portanto, Q também ¢ limitado. Como ¢~ ' ({b}) c Q c R”, segue que ¢~ ' ({b}) é
limitado. Além disso, temos que ¢! ({b}) é fechado, visto que ¢ é continua e {b} é um conjunto
fechado em R”. Portanto, ¢~!({b}) é um conjunto compacto.
Agora, para cada x € ¢~!({b}), considere a bola aberta de centro x e raio r, > 0, B, _(x) C U,.
Assim,
¢ (b)) | B, (xp).
xjee ({b})

Dessa forma, como cada bola aberta B, (x;) € um conjunto aberto,

B;(x;) € uma cobertura para o compacto o ({b}),
xjep ' ({b})
constituida por conjuntos abertos. Logo, o Teorema de Borel - Lebesgue (Teorema 4) garante que
¢~ ' ({b}) admite um subcobertura finita, digamos

k
¢ (b)) < | By, (x)).
J=1
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Sabendo que ¢| Uy, - Uy, — ¢(Uy;) € um difeomorfismo para cada j, concluimos que

e (b)) = {x1x2,. ;)

de onde segue que ¢! ({b}) é um conjunto finito. Isso completa a prova. O

A seguir, apresentaremos a definicdo do grau topoldgico de Brouwer. Convém mencionarmos
que essa defini¢do € apresentada na literatura como caso regular do grau de Brouwer.

Definiciio 8 Sejam ¢ € CH(Q,R") e b ¢ ¢(IQ) U ¢(S). Definimos o grau topoldgico de Brouwer
da aplicacdo ¢ em relagcdo a €2 no ponto b como sendo o niimero inteiro

d(g,Q.b) = ) sgn(Jy(£)), @)
&icg™ ({b})

onde sgn é a funcdo sinal, dada por:

sgn: R— R
1, set >0,
t+—> sgn(t) =40, set =0,
-1, set<O.

Ainda, dizemos que d(¢,Q,b) =0 se b ¢ ¢(Q).
Observacao 9 Pela definicdo do grau topologico de Brouwer, a seguinte igualdade é valida:
d(p,Q,b) = d(¢—b,Q,0).

Com efeito, note que
px) =b & ekx)—-b = 0.

Considere ¢ — b = . Assim, ¥~ ' ({0}) = ¢~ 1({b}), donde temos
d(e—-0,Q,0) = d(y,Q,0).

Ainda, pela defini¢do de grau para d (¢, Q, b) e d(¢ — b, Q,0), temos

d(p,Q.b) = Y sen(Je(€)) e d(W,Q,0) = > sen(Jy(m).
&ice™ ({b}) niey™" ({0})

Pela definicdo de ¢, segue que se ¥ (n7;) = 0 entdo ¢(1n;) —b = 0. Assim, supondo que ¥ (1;) = 0,

tem-se que isto acontece se, € somente se, ¢(1;) = b. De fato,

vm) =0 e o) —b =0 o) = b.

Logo, a quantidade de elementos dos somatérios

Disen(Up(€)) e > sen(Jy(m)
&ieg™ ({b}) niey ™ ({0})
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deve ser igual.
Dai deduzimos que &; = ;. Com isso, temos

d(y,Q,0) = > sen(Jy(&)) = d(p,Q,b).
&ep™ ({b})

Portanto, como ¥ = ¢ — b, concluimos que
d(e—b,Q,0) = d(p,Q,b).

O préximo lema atesta que o grau topologico de Brouwer € localmente constante na topologia
de C'(Q,R"). Para verificar sua prova, o leitor pode consultar [4].

Lema 10 Sejam ¢ € C'(QR") e b ¢ p(dQ) U (S). Entdo, existe uma vizinhanga U de ¢ na
topologia de C'(Q,R") tal que para todo € U, temos que:

(i) b ¢y(0Q);
(i) x ey L ({b}) = Jy(x) #0;
(iii) d(y,Q,b) = d(¢,Q,b).

Agora, enunciaremos resultados sobre o grau topolégico de Brouwer para aplicacdes diferen-
cidveis. Observamos que as provas desses resultados serdo omitidas aqui por serem extensas € por
estarem bem detalhadas na literatura existente sobre o grau de Brouwer. O leitor interessado pode
consultar [4] e [6] para analisar tais provas.

Lema 11 Sejam ¢ € C'(Q,R") e by, by pontos de R" que néo pertencem a ¢(d) U ¢(S). Se by e
b, estdo na mesma componente conexa de R" \ ¢(9Q) U ¢(S), tem-se

d((p’ Q’ bl) = d(‘p’ Q’ bZ)

Lema 12 Sejam ¢ € C2(Q,R") e by, b, pontos de R" que néo pertencem a p(dQ) U ¢(S). Se by e
b, estdo na mesma componente conexa de R" \ ¢(0Q), tem-se

d(()D, Q, bl) = d(QD, Q., bz).

Apesar dos Lemas 11 e 12 serem similares, o mesmo nao pode ser dito de suas demonstragdes.
No Lema 11, temos uma aplicagio de classe C' e pontos que estdo na mesma componente conexa
de R" \ ¢(0Q) U ¢(S). Jd no Lema 12, temos uma aplicacio de classe C? e pontos que estio na
mesma componente conexa de R" \ ¢(9Q).

Ancorados pelos resultados acima, podemos estender a definicio do grau de Brouwer, onde
consideramos ¢ € C2(Q, R") e calculamos o grau de ¢ com relacdo a b em cada componente conexa
de R" \ ¢(0Q).

Definiciio 13 Sejam ¢ € C*(Q,R") e b um ponto de R" tal que b ¢ ¢(9Q) e b € ¢(S). Considere
Cp a componente conexa de R" \ ¢(0Q) que contém b. Sendo Cj, um aberto ndo vazio, existe
x € Cp \ ¢(S). Portanto, definimos

d(p,Q,b) = d(¢,Q,x), VxeCp\ ¢(S).
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A afirmacdo de que existe x € Cj \ ¢(S) segue em razdo do Teorema de Sard, visto que ¢(S)
tem medida nula.

Lema 14 Para ¢ € C*(Q,R") e b ¢ ¢(0Q), existe uma vizinhanca U de ¢ na topologia de
CY(Q,R") tal que, para toda € U, vale:

() b ¢y (0Q);

(i) d(y,€,b) = d(¢,Q,b).

Para transformacdes lineares invertiveis, € possivel deduzir a propriedade do grau enunciada
a seguir, uma vez que sdo suaves e todos os valores de uma transformacgdo linear invertivel sdao
regulares.

Proposicio 15 Se A: Q — R" é uma transformacdo linear tal que detA # 0, e 0 € Q, entdo
d(p,Q,0) = sgn det A.

A préxima proposicdo € conhecida como propriedade da invarincia do grau de Brouwer por
homotopia de classe C2.

Proposicio 16 (Invariancia por Homotopia de Classe C2) Se H € C2(Q x [0,1],R") e b ¢
H(0Q x [0,1]), entdo
d(H(,1),Q,b) =d(H(-12),Q,b),

para quaisquer ti,tr € [0, 1].

3.1 Propriedades do grau de Brouwer para aplicacoes continuas
Sejam ¢ € C(Q,R"),b ¢ ¢(dQ) e r = p{b, p(IQ)} = ir}afg |6 — x|| > 0. Sabemos que
Xe
C2(Q,R") é denso em C(Q, R") pelo Teorema de Aproximacdo de Weierstrass (veja Teorema 5).
Entio, existe ¢ € C*(Q,R") tal que || — ¢|lo < % donde b ¢ ¥ (0Q) e o grau d(y, Q, b) estd bem

definido.
Com efeito, seja

U={reC@R: Iv-¢lle <5} 3
Afirmamos que
dY1,,0) = d(Y2,Q,b), V1,42 €U. “)

De fato, definamos a seguinte homotopia

H:Qx[0,1] — R"
()C, t) = H(X, t) = ll//] (X) + (1 - f)l//z(X).

Afirmamos que b ¢ H(9Q x [0, 1]). De fato, parax € Q e paracada € [0, 1], tem-se
I1H(x, 1) =)l = [l (x) + (I =Dga(x) — 1o(x) = (1 -0)e)l,

donde segue que

[H(x, 1) =)l = [lt(W1(x) = e(x)) + (1 1) (pa(x) =)l
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Portanto,

IH (x,1) = eIl < llgi(x) =)l + (1 =0)llga(x) =), VxeQ.

Mas, como

1) =)l < 1= ¢llw e llga(x) =) < Y2 - ¢lle,  Yx €Q,

obtemos

|H(x,t) — o)l < i1 — ¢l + (1 =)l = ¢llcos
< t% + (l—t)g, Vx € Q,

donde segue que

Wﬂ%ﬂ—¢@m<<%

Logo,
b¢ H0oQx|[0,1]),

pois caso contrdrio, existiriam xg € dQ e g € [0, 1] tais que H(xg,t9) = b e

r
1 (x0.10) — ¢ (x0) [l < 7,

ou seja,

,
Ib=exo)ll < 3.

Mas, isso é um absurdo, pois sendo r = p{b, ¢(9Q)}, temos
16— = r, VxedQ.

Portanto, como b ¢ H(9Q x [0, 1]), segue pela Proposic¢do 16 que

d(H(-,0),Q,b) = d(H(-,1),Q,Db),

ou seja,
d(y,Q,b)

d(Wr,Q,b).

Com isso, podemos definir o grau topoldgico de Brouwer para aplicacdes continuas.

Definiciao 17 Definimos o grau topolégico de Brouwer para ¢ € C(Q,R"™) com b ¢ ¢(0Q), como
sendo

d(e,Q,b) = d(y,Q,b), Yy eU,

onde U é a vizinhanga de ¢ dada em (3).
O préximo resultado generaliza o resultado descrito na Obervacdo 9.
Proposicio 18 Sejam ¢ € C(Q,R") e b ¢ ¢(dQ). Entdo,

d(e,Q,b) = d(¢—0,Q,0).
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Podemos agora enunciar as principais propriedades do grau de Brouwer para aplicacdes con-
tinuas. O leitor pode consultar as referéncias [4] e [5] para verificar as provas das propriedades
descritas abaixo, que serdo apenas enunciadas.

Propriedade 19 (Normalizaciio) Seja I a aplicacio identidade de Q em R”, I(x) = x para x € Q.
Entdo,
1, se b € Q,

dl,Q.b) = {0 seb ¢ Q

Propriedade 20 (Existéncia) Se d(¢, Q, b) # 0, entdo existe xo € Q tal que ¢(xo) = b.

Propriedade 21 (Continuidade) Se ¢ € C (Q,R") e b ¢ p(0Q), entdo existe uma vizinhanca V de
¢ em C(Q,R") tal que, para toda aplicacdo €V, vale:

(i) b ¢ y(9Q);
(i) d(y,Q,b) = d(p,Q,Db).

Propriedade 22 (Aditividade) Seja Q = QUQ,, onde Q1 e Q, sdo subconjuntos abertos, disjuntos
de R", com b & p(0Q1) U p(0€2;). Entdo,

d(e,Q,b) = d(¢,Q1,b) + d(p,Q,b).
Propriedade 23 Se Q; C Q éaberto e b ¢ p(Q\ Q1), entdo
d(e,Q,b) = d(¢,Q1,D).

Propriedade 24 (Invariancia do Grau por Homotopia) Se H: Qx[0,1] — R"ey: [0,1] — R”
sdo fungoes continuas, satisfazendo y(t) ¢ H(IQ x [0,1]), entdo o nuimero inteiro
d(H(-,1),Q,y(t)) é constante em [0, 1].

Considerando y(¢) = b na Propriedade 24, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

Corolario 25 Se H: Q x [0,1] — R" é continua e b ¢ H(0Q x [0,1]), entdo d(H(-,1),Q,b) é
constante para todo t € [0, 1].

Propriedade 26 Sejam ¢ € C(Q,R") e by, by pontos de R" que ndo pertencem a ¢(9Q). Se by e
b, estao na mesma componente conexa de R" \ ¢(0Q), entdo

d(QO’ Q’ bl) = d(‘pa Q, b2)

4 Resultados de analise no R”

Esta se¢do tem como objetivo apresentar provas detalhadas de resultados cldssicos de andlise no
R" utilizando algumas propriedades do grau de Brouwer descritas anteriormente. Tais resultados
podem ser encontrados nas referéncias [S] e [8]. Cabe salientar que neste texto fornecemos uma
abordagem mais detalhada e didatica aos resultados, comparada as utilizadas nas referéncias citadas.

Nesta se¢do, B, (a) denota denota a bola aberta de centro a e raio r em R”, B, (a) denota a bola
fechada de centro a e raio r em R” e B, (a) denota a fronteira de B, (a), onde r > 0.
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Teorema 27 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Toda aplicacdo continua de B1(0) em B1(0)
admite pelo menos um ponto fixo. Ou seja, se f: B1(0) — B1(0) é continua, entdo existe x € B1(0)
tal que f(x) = x.

Demonstragdo. Defina ¢: B;(0) — R” por p(x) = x — f(x) para x € B1(0). Note que ¢ € uma
aplicacdo continua, pois f e a aplicagdo identidade sdo continuas. Se existir x € dB;(0) tal que
f(x) = x, entdo ndo hd o que provar. Suponhamos, entdo, que f(x) # x parax € dB(0). Com isso,
¢(x) # 0 parax € dB1(0), donde segue que 0 ¢ ¢(0B1(0)).

Agora, considere a homotopia entre a aplicacdo identidade e ¢, definida por

H: B1(0) x [0,1] — R"
(x,t) — H(x,t) = x — t.f(x).

Mostremos agora que 0 ¢ H(9B1(0) x [0, 1], R"). Observe que temos dois casos a considerar,
asaber: to = 1 ety € [0, 1). No primeiro caso, temos

H(x,1) = x — 1- f(x) = ¢(x) # 0, paratodox € dB;(0).
No segundo caso, para todo x € dB1(0), temos

o f O = 2ol f) < 10-1 < 1=lx]l,

de onde segue que 7y f(x) # x para todo x € dB(0). Ou seja, H(x,ty) # 0 para todo x € dB(0).
Sendo assim, 0 ¢ H(0B1(0) x [0, 1],R").

Pela invariancia do grau por homotopia (veja Corolério 25), sabemos que d(H(-,t), B1(0),0) é
constante para todo 7 € [0, 1]. Deste modo,

Como
H(x,0) =x e H(x,1) = ¢(x), Vxe€B(0),

segue da equacao (5) que
d(g.B1(0),0) = d(Id, B,(0),0) 21,

onde a igualdade () se deve a Propriedade 19. Assim, como d(¢, B1(0),0) # 0, a Propriedade 20
garante que existe xo € B1(0) tal que ¢(xo) = 0. Logo, existe xo € B;(0) tal que

f(x0) = xo,

o que completa a prova. O

Observacio 28 O Teorema 27 também vale para aplicagdes continuas f: B,(a) — B,(a), onde
B.(a) = {x e R" : ||x —al| < r}, a € R" é arbitrdrio e r é qualquer niimero real positivo. Pois
bem, é sabido que existe um homeomorfismo ¢ : B1(0) — B,(a), a saber, Y (x) = rx + a, com
Y~ ': B.(a) — B1(0) dada pory~'(x) = 4. Sendo f uma aplicagdo continua de B,(a) em B,(a),
a composta ¢ =y~ o f oy: B1(0) — B1(0) é continua e admite um ponto fixo pelo Teorema
27, ou seja, existe xy € B1(0) tal que ¢(xo) = xo. Dai, f(¥(x9)) = ¥(xo) e, por conseguinte,
W (xo) € By(a) é um ponto fixo de f.
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Na sequéncia, veremos que o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer pode ser estendido para
aplicacdes definidas num subconjunto convexo compacto qualquer de R”. Esta generalizacdo do
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer serd utilizada para demonstrar o Teorema de Perron-Frobenius.
Mas, antes disso, provaremos um resultado auxiliar.

Lema 29 Seja K um subconjunto convexo e compacto de R" tal que 0 € int K. A fungdo pg: R" —
R*, onde R* = {x € R : x > 0}, dada por

pr(x) = inf{1>0: x € AK}, xeR",
satisfaz as seguintes propriedades:
(P1) pk é um funcional sublinear, ou seja,

px(Ax) = Apg(x), VA>0,Vx e R, (6)

pr(x+y) < px(x) + px(y), Vx,y €R" (7
(P2) paratodo x € R", x € pg(x) - K;
(P3) K={xeR":0< pg(x) <1};
(P4) pk é uma funcdo continua.

Demonstragcdo. (P1): A validade de (£ 1) pode ser facilmente constatada usando a definicdo de px
e propriedades de infimo.

(P2): Tomemos x € R” arbitrariamente. Como pg(x) = inf{1 > 0 : x € AK}, existe uma
sequéncia (A,)peny € {4 > 0: x € AK} tal que A,, — pk(x) quando n — oo. Note que temos dois
casos a considerar: quando pg(x) = 0 e quando pg(x) > 0.

Primeiro, suponhamos que pg(x) = 0. Como A,x € K, entdo ||x|| < |4,|diamK. Pela
compacidade de K, segue que diam K < oco. Sabendo que A,, — 0 quando n — oo, podemos inferir
que x =0 € 0 - K. Ainda, pela defini¢do de pg, segue que pg(0) = 0. Sendo assim,

pk(x) =0 se, e somente se, x = 0. (8)

Agora, se pg(x) > 0, existe nyp € N tal que 1, > 0 para todo n > ng. Dessa forma, temos

/li € K sempre que n > ny. 9
n
Além disso,
X
— > uando n — oo. (10)
L x4

Como K ¢ fechado, segue que I#(x) € K. Por conseguinte, temos que x € pg(x) - K, o que
conclui a prova da Propriedade ($2).

(P3): Para provarmos (#3), tomemos x € K arbitrdrio. Entdo, x € 1 - K e claramente
0 < px(x) < 1. Logo, K ¢ {x e R" : 0 < px(x) < 1}. Se px(x) = 0 entdo x = 0, por (8).
Tomemos x € R" tal que 0 < pg(x) < 1. Como 1%()6) € K e 0 € K, segue pela convexidade de K

que .
PR
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Dai, {x e R" : 0 < px(x) < 1} C K e, portanto, K = {x e R" : 0 < pg(x) < 1}.
(P4): Pela subaditividade de pg (propriedade (7)), podemos inferir que

lpx(x) = pr(¥)| < max{pg(x—y),px(y —x)}. an
Afirmamos que existe M > 0 tal que
pk(x) < Mllx||, VxeR" (12)

De fato, como 0 € int K, existe £ > 0 tal que B(0,&) C K. Dado x € R" \ {0}, temos

y = ” i€ S(0,1) = {x e R" : |lx|| = 1},
de onde segue que
5y € B(0,¢),
pois
50 = 5<¢
2 T2t
X 2
Com isso, temos que > ” T € K e, consequentemente, x € —||x|| K, donde

2
—||x]| € {1 >0:x € AK}.
P>

Logo, considerando M = % segue que px(x) < M]||x||. Sex =0, temos pg(x) = 0 e, portanto,
pr(x) =0= M - ||0]|. Isso comprova a validade da afirmagdo. Por fim, por (11) e (12), concluimos
que

lpk(x) — px(Y)| < Mllx = yl], (13)

ou seja, px € uma aplicacao lipschitziana e, portanto, continua.
O

Teorema 30 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer Generalizado) Toda aplicacdo continua ¢ de
um subconjunto convexo compacto K de R" em si mesmo admite um ponto fixo.

Demonstracdo. Sejam K um subconjunto convexo e compacto de R" e ¢: K — K uma aplicacdo
continua. Podemos supor que int K # @ e 0 € int K. Note que se 0 ¢ K, basta considerar o conjunto
compacto e convexo K = K —X = {x - X : x € K}, com X € int K, e utilizar os mesmos argumentos
que usaremos abaixo, visto que 0 € int K.

Seja px: R" — R* a funcdo dada por

pr(x) = inf{1>0: x € AK}, xeR".
Pelo Lema 29 - (P4), px € uma aplicacdo continua. Definindo 4: K — B(0, 1) por

0, x =0,

h(x) = PrCT X0,
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temos que 4 € uma aplicacdo continua. Realmente, /4 € continua em x # 0, pois € produto de funcdes
continuas, e € continua em x = 0, pois

lim h(x) = lim px()— < 0 = K(0),
x—0 x—0 ||)C||
X

onde a igualdade (x) segue do fato de pg ser continuaem 0, pg(0) = 0, e o fato da fung¢do 7(x) = Edl
ser limitada.
Temos também que i: K — B(0, 1) é uma bijecdo. De fato, a aplicag¢do g: B(0,1) — K por

0, y =0,
gy) =1 Iyl
Pr(y)

y, y#0,

€ a inversa de A.
Inicialmente, note que se ||y|| < 1 ey # 0, entdo g(y) € K, pois

Iyl llyll G Iyll
| hy) = Blpey =i <1 B yek,
Pr(y) Pr(y) rr(y)
onde (xx) se deve ao Lema 29 - (P3).
Além disso, note que goh=idgehog = idm. Com efeito, paray € B(0,1), y # 0, vale
Iyl
¥l Iyl 7
h(g(y)) = h( y| = px |-
Pr(y) Pr(y) H [Rl] y”
Pk (y)
lixll iyl 14
_ e PO 5T Y (1
B Iyl
P (¥)
=Yy,

enquanto que para x € K, x # 0, tem-se

Pk (X)x
[H]

pr(Px () - 1)

X
M O

g(h(x)) = g(pK(X) ) =
[l

pr(x) - B - x (15)
2 g (x)
= X.

Portanto, sendo 4 uma bijec¢do continua definida num conjunto compacto, sua inversa g também
€ continua. Logo, 7 € um homeomorfismo.

Podemos afirmar, entdo, que a aplicacdo f = hogpo h': B (0) — B;(0) é continua, posto
que ¢: K — K é continua. Sendo assim, o Teorema 27 garante que existe xo € B1(0) tal que
f(x0) = (xp), ou seja,

hopoh™(x))=xg = @(h'(x0)) =h"(x0),

donde concluimos que 4! (xg) € K é ponto fixo de ¢ e completamos a prova. O
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Teorema 31 (Teorema de Perron-Frobenius) Seja A = [a;;] uma matriz n X n tal que a;; > 0
para quaisquer 1 < i, j < n. Entdo, existem A > 0 e x # 0, com x; > 0 para todo 1 <i < n, tal que
Ax = Ax. Em outras palavras, A possui um autovetor correspondente a um autovalor ndo negativo.

Demonstragdo. Vamos considerar R” munido com a norma [|x||s = X7, |x;|, x € R".! Defina

n
D=3xeR":x; >0paratodoie le-:l
i=1

Note que parax,y € D et € [0, 1] temos

n

Z[tx+(1—t)y]l- = th,- + (l—z)Zy,- =t+1-1 =1,
i=1 i=1

i=1

donde segue que D € um subconjunto convexo de R".

A aplicagdo y: R} — R, dada por y(x) = 3/ x;, onde R} = {x € R" : x; > 0 paratodo i €
{1,...,n}}, é claramente continua. Como {1} € um subconjunto fechado de R, segue que D =
y~1({1}) é um subconjunto fechado de R”. Além disso, D é limitado, pois se x € D entdo ||x||; = 1.
Portanto, podemos afirmar que D € um subconjunto compacto de R".

Se Ax = 0 para algum x € D, ndo hd o que mostrar, pois basta tomar 4 = 0. Suponhamos entao
que Ax # 0. Note que o conjunto (y o A)(D) é compacto, pois a aplicagdo y o A: R” — R dada por
yoA(x) = 27 [Ax]; parax € R" é continua, uma vez que y € continua e a aplicagdo x € R" > Ax
¢ linear em R" (e portanto continua), e D é compacto.

Como a;; > 0, entdo existe @ > 0 tal que »" | [Ax]; > a paratodo x € D. De fato, segue da
compacidade de (yoA)(D) que o infimo de (yoA)(D) é atingido em D, ou seja, existe X € D tal que
inf(y o A)(D) = Ax. Além disso, Ax > 0, pois a;; > 0e X" | X; = 1. Tomando & = inf(y 0 A)(D),
temos que a < )., [Ax]; para todo x € D.

Por fim, defina f : R” — R" por

n

-1
f) = (Z[Ax],-) Ax.

i=1

Claramente, f € continua, visto que € uma funcdo composta de fung¢des continuas. Ademais,
f(D) c D, pois dado x € D temos [ f(x)]; > 0, jd que a;; > 0 para quaisquer i, j € {1,...,n}, e
n
im Lf ()] = 1.

Portanto, pelo Teorema 30, existe xo € D tal que

n

-1
f(x0) =x0 = (Z[AXOL') - Axg =x0 = Axp = (

i=1

[AxO]i))Co = Axo = /lXQ,
i=1

onde A = 3", [Axo];, donde segue o resultado. O

Teorema 32 Seja f € C(R",R") tal que {f(x), x)/||x|| — oo quando ||x|| — oo, onde { , ) é um
produto interno em R" e || . || é a norma induzida pelo produto interno { , ). Entdo, f é sobrejetiva.

IN3o hé perda de generalidade em fazermos esta consideracao, pois em R quaisquer duas normas s@o equivalentes.
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Demonstragdo. Para provarmos este teorema, vamos mostrar que para qualquer y € R” existe r > 0
tal que d(f, B,(0),y) # 0, pois assim a Propriedade 20 permitir-nos-a concluir que a equagio
f(x) = y possui a0 menos uma solu¢do em B, (0).

Seja y € R" arbitrdrio e considere a seguinte homotopia entre f — y e a aplicacdo id — y
(id: R" — R" éaaplicacdo identidade), H: R"x[0, 1] — R”",dadapor H(x,t) = tx+(1-1)f(x)—y,
parax € R" e parat € [0, 1]. Note que se x # 0 entdo

(H(x,1), x) = 1(x, x) + (1 = ) (f (x), x) = (¥, x)

(I-1) 1
(f(x), x) = —(y, x)
[lxl [lxl
Como (f(x), x)/||x|]| — oo quando ||x|| — co, podemos tomar r > ||y|| tal que {f(x), x)/|lx|| >
lv|| sempre que ||x|| > r.
Tomando x € R” tal que ||x|| = r > ||y|| e £ € [0, 1] arbitrario, temos pela Desigualdade de
Cauchy-Schwarz que

= llxll - | zllxll +

(H(x,t),x)=r-|tr+ (1-1) (f(x), x)— —1 (y, x)]
x| x|
N PR Sl T inyunxn]
x| x|
. _t)<f(x),x>—||y||]
x|

>r- [yl + (T=Dliyll = lixll
=0,

ou seja,
(H(x,t),x) >0 paratodo (x,7) € dB,(0) x [0, 1]. (16)

Afirmacdo: 0 ¢ H(0B,(0) x [0, 1]).

De fato, se existissem xo € dB,(0) (||xo|| = r) ety € [0, 1] tais que H(xo, t9) = 0, entdo teriamos
(H(x0, 1), xo0) = 0, ao contrario do que concluimos em (16).

Portanto, d(H (x, -), B;(0),0) estd bem definido e € constante em [0, 1], pela Propriedade 25, o
que implica d(id — y, B,(0),0) = d(f — y, B,(0),0). Pela Proposicdo 18, obtemos

d(id, B;(0),y) = d(f, B;(0),y). a7
Mas, como r > ||y||, entdo y € B,(0), e pela Propriedade 19 segue que
d(id, B,(0),y) = 1. (18)

De (17) e (18) segue que d(f,B,(0),y) = 1 # 0. Logo, pela Propriedade 20, a equagao
f(x) =y admite pelo menos uma solucido em B,(0). Sendo y € R” arbitrario, concluimos que f é
sobrejetiva. m|

Para finalizar esse artigo, discorreremos sobre um resultado que aborda como a derivada influ-
encia a orientacao de aplicacdes continuas e injetoras. Mas antes, recordaremos alguns conceitos
fundamentais.

Qualquer base ordenada do espaco euclidiano n-dimensional R” possui uma orienta¢do particular.
Dizemos que uma base 8 de R" tem orientacdo positiva se a matriz de mudancga de base de 8 para a
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base candnica {ey, ... , e,} possui determinante positivo e dizemos que B tem orientacdo negativa
caso contrdrio. Ainda, sendo A: R" — R uma transformacdo linear, dizemos que A preserva a
orientacdo se det(A) > 0 e reverte a orientagdo se det(A) < 0.

Sabendo que a derivada é uma transformagdo linear, podemos verificar se ¢’(x) preserva ou
ndo a orientagdo ao analisarmos o sinal de J,(x). Se ¢ € C 1(Q,R") é um difeomorfismo, com Q
conexo, pode-se verificar que se ¢’(x) preserva orienta¢do para algum x € Q, entdo ¢’(x) preserva
orientacdo para todo X em Q. Com efeito, como ¢! o ¢ = id, segue da diferenciabilidade de ¢ e

¢~ que
det[(¢™" 0 9)’ (x)] = det[(¢7") (¢(x)) 0 ¢'(x)] = det[(¢™") (p(x))] - det[¢(x)] = 1 = det[id' (x)].

Portanto, det[¢’(x)] # O para todo x € €. Por conseguinte, como Q € conexo e J, é continua
em Q, entdo J,(£2) C R € conexo (veja Proposicdo 6) e, portanto, J,(€) = I é um intervalo. Como
det[¢’(x)] > 0e 0 ¢ I entdao det[¢’(X)] > O para qualquer x em Q. De forma similar, se ¢’(x)
reverte a orientacdo para algum x € Q, entdo ¢’(x) reverte a orienta¢ao para todo x em €, sempre
que ¢ € C'(Q,R") é um difeomorfismo e Q é conexo.

Observe que sob a forte suposi¢io de que ¢ é um difeomorfismo de classe C!, foi relativamente
facil deduzir o comportamento global da orientagcdo da derivada de ¢, inspecionando seu comporta-
mento local. Uma pergunta aqui nos cabe: serd que podemos tirar conclusdes sobre o comportamento
global da orientacdo da derivada de ¢, estudando seu comportamento local e considerando hipéteses
mais fracas a respeito de ¢? Com o auxilio da teoria do grau de Brouwer, responderemos que sim.
Mais especificamente, veremos que podemos inferir o mesmo comportamento da derivada de ¢ se
¢ for uma aplicac@o apenas continua e injetiva definida em um conjunto conexo, tendo apenas o
mesmo conhecimento local. Enfatizamos, assim, o poder da teoria do grau de Brouwer neste caso,
uma vez que podemos ter ¢’(x;) = 0 para algum x; € Q ou ¢’(x;) pode ndo existir para algum
Xy € Q.

Proposicio 33 Seja Q c R" um conjunto aberto, conexo e limitado e ¢ € C(Q,R") uma aplicagdo
injetora. As seguintes afirmacoes sdo validas:

(i) Para todo a € Q tal que ¢ é diferencidvel em a e ¢'(a) invertivel, temos sgnJy(a) =
d(p,Q, ¢(a)).

(i) sgnJ, é constante em Q, = {x € Q : ¢ é diferencidvel em x e det[¢’(x)] # 0}.

Demonstragdo. (i): Para a prova deste item, construiremos uma homotopia entre ¢ e uma aplicagao
linear, a saber ¢’(a). Com efeito, como ¢ € diferencidvel em a, segue que

e(x) =¢(a)+ ¢ (a)(x —a) +r(x —a), com %1_1)13 w = (19)
parax € Q.
Por hipétese, ¢’(a) é invertivel. Portanto, det[¢’(a)] # 0 e existe (¢’(a))™! tal que
Izl = (¢ (@) 7' ¢’ @)zl < [I(¢' (@)~ lll¢’ (a)z]
z € R", donde deduzimos que existe ¢ := 1/]|(¢’(a))~!|| > 0 tal que
l¢’(a)zll > cllzll paratodo z € R". (20)

MIZUGUTIL L. O.; AFONSO, S. M. S. Demonstragdes de resultados cldssicos de andlise no R utilizando a teoria do grau. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 19, p. 85-101, dez. 2020. Edicéo Iniciacio Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol19ic201023169664lomsmsa85101  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

99



" of
=
=)

Pela diferenciabilidade de ¢ em a, existe 69 > O tal que
|lr(x —a)|| <cl|lx —all paratodo x € B_50(a) c Q. (21)

Considere § = min{dy, p(a, dQ)/2}, onde p(a, dQ) denota a distancia entre o ponto a € o conjunto
9Q. Como a ¢ 6€, temos 6 > 0. Ainda, pela injetividade de ¢, segue que ¢(x) # ¢(a) para todo
x € Q\ Bs(a). Sendo assim, a Propriedade 23 garante que

d(p,Q, p(a)) = d(¢, Bs(a), p(a)). (22)

Definamos H: Bs(a) X [0,1] = R" por H(x,t) =te(x)+ (1 -t)¢’(a)(x —a)ey: [0,1] - R"
por y(t) = tep(a). Asrelacdes (19), (20) e (21) implicam que, para quaisquer x € dBs(a)et € [0, 1],
vale

IH(x,1) =yl = llte(x) + (1 = )¢'(a) (x — a) — te(a)|
= llt(p(a) + ¢'(@)(x —a) +r(x — a)) + (1 = )¢’ (a) (x — a) — tp(a)l
=ll¢'(a)(x —a) +1r(x - a)|
> |l¢'(a)(x = a)|l - tlr(x - a)|l
> [l¢'(a)(x = a)|| = |lr(x — a)|l
> cllx —all = cllx - all
=0,
ou seja,
|[H(t,x) —y(1)|]| >0 para quaisquer x € dBs(a) e t € [0, 1].

Portanto, pela Propriedade 24, segue que

d(¢,Bs(a), ¢(a)) = d(H(-, 1), Bs(a), y(1))
=d(¢'(a) - ¢'(a)(a), Bs(a),0)

Como det[¢’(a)] # 0, a equacdo ¢’'(a)(x) — ¢’(a)(a) = ¢’(a)(x —a) = 0 possui uma Gnica
solugdo, a saber, x = a. Portanto, para todo r > 0 tal que Bs(a) C B,(0) temos pela Propriedade 23
que

d(¢'(a) — ¢'(a)(a), Bs(a),0) = d(¢'(a) — ¢'(a)(a), B;(0),0). (24)

Definindo uma homotopia G : B,(0) X [0, 1] — R" por G (x,1) = ¢’(a)(x) — t.¢'(a)(a), obser-
vamos que, para t € [0, 1] fixo, a equagdo G(x,1) = 0 (¢’ (a)(x) — t.¢’(a)(a) = 0) tem uma tnica
solucdo (x = ta) que satisfaz ||x|| = ||za|| < ||a|| < r. Por conseguinte, podemos inferir que

G(x,t) # 0 para quaisquer x € dB,(0) e t € [0, 1].
Entao, o Coroldrio 25 implica que
d(¢'(a) — ¢'(a)(a), B+(0),0) = d(¢'(a), B,(0),0). (25)

Ainda, como ¢’(a) é uma transformacao linear invertivel, obtemos por meio da Proposi¢do 15 que

d(¢'(a), Br(0),0) = sgn det(¢'(a)) = sgnJy(a). (26)
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Finalmente, por (22), (23), (24), (25) e (26), concluimos que

d(p,Q, p(a)) =sgnJy(a),

finalizando a prova de (i).

(i1): Como ¢ € continua e € é conexo, entdo ¢(€) é conexo pela Proposi¢do 6. Por meio da

Propriedade 26, podemos deduzir que d(¢,Q,-) é constante em ¢(Q). Portanto, para x,% € €,
temos pelo item (i) que

sgnJy(x) = d(p,Q, ¢(x)) = d(¢,Q, p(X)) = sgnJy (%),

donde segue que sgn J, € constante em L. O
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