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Resumo

Um estimador de erro eficiente inclui uma predigédto proxima do erro real,
mesmo quando a solucdo analitica € desconhecidaaparaioria dos problemas da
Engenharia. A confiabilidade do estimador surge eoexisténcia de limites inferiores
e superiores do erro estimado quando viabilizadwsrpplementagédo computacional.
Neste trabalho, através da disponibilizacdo dosrgaldos erros residuajse dos erros
reais ||le|| da solucdo numérica do transporte do contamin@8teem meio poroso
saturado, sdo apresentadas certas constanees, tais queC,|le|]l <n < C,lle|l. Os
valores desses limites tornam-se otimizados cordsad empregados estratégias de
deformacéo ou estratégias de refinamento adaptstime a malha inicial de elementos

finitos.

Palavras chave:Estimador Residual, Equagcao de Advecc¢ao-Dispdr&igao, Meio
Poroso Saturado, indice de Eficiéncia, Codigo JsMapdo dos Elementos Finitos.

Introducéo

Resultados computacionais, mesmo quando obtidosurde apropriado modelo
matematico que caracteriza um fenémeno fisico t@egsse, ndo estdo inumes aos erros
numeéricos inseridos pelos processos de discretizé&gfiacdes diferenciais parciais ou
equacles integrais quando sao manipuladas por sdisps digitais perdem

informacdes, uma vez que as aproximacdes numdtliigaem do modelo continuo.
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Estes erros de aproximag&do, quando ultrapassam @egnitude, invalidam a
predicdo numérica do modelo matematico. Emboraragocom frequéncia, os erros de
aproximacao dificeis de identificar e de avaliamcomedidas intuitivas ou heuristicas.
Nos ultimos 20 anos, teorias matematicas e proardive computacionais foram
desenvolvidos para estimar o erro de aproximacdo selu¢cdes numeéricas dos
problemas de valores iniciais e de fronteiras emerdas areas da Engenharia. Neste
cenario surgem técnicas e demonstracées matemptcafundamentar os chamados
estimadores de eraposteriori

As analises destes estimadores, baseadas em igfsabtidas no poés-
processamento das solu¢cdes numéricas, fornecetedisuperiores e inferiores do erro
de aproximacdo em uma norma apropriada. Assim, sgr® estimado pode ser
controlado, € possivel melhorar a qualidade dac&olunumeérica ou pela modificacdo
da malha que representa o dominio, ou pelo aumdatmrdem da funcédo de
aproximacédo, ou otimizagdo do passo de tempo owpiwo processo do algoritmo
numerico capaz de reduzir o erro. SegunadiGCH e BATHE (2005), o0 maior requisito
de um estimadorn para aproximar ou limitar o erro refe||, € a existéncia de
constantes positivag, e C, tais queC; |le|l < n < C;l|e]||. Assim, se o erro redk|| for
pequeno, entdo a desigualdadg C,|le|| implicar4 que o estimadar serd um valor
pequeno, pois a constante possui um valor ndo muito grande. Inversamentea se
estimativan for um valor pequeno, entdo a desigualdégée|| < n implicara que o
erro real|le|| também sera pequeno, pois a const@ht@ossui um valor ndo muito
pequeno. As desigualdadédle|| < n < C,|le|| ainda representam uma estimativa do
erro no sentidglobal e indicam o intervalo que contém o erro total salon dominio
computacional ©eN (2002).

Neste trabalho sdo obtidos os limites superioregeeores do indicador elemento
residual do estimador de erro da equacéo paraldljcgue descreve os fenébmenos de
adveccao-dispersado-reacam@) em meio poroso saturado, considerando o traresport
em regime de pequena advecc¢ao, conforme descriflem

O modelo matematico que descreve o transporte dearmmantes em agua

subterranea, consideran@ce= C(X, t) a concentracdo do poluente, é dado por:
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0,C-div(DOC)+vIIC+AC=f em Qx(0T]

C=C, sobrel, x(0,T] 1)
nDOC =g sobrel, x(0,T]
C=C, emQ

sendoQ [J IR? o dominio poligonal limitado e com fronteira Lipstz I' consistindo de
duas partes disjuntap a fronteira de Dirichlet €y a fronteira de Neumann, tais que
L, OMN, =Q. O tempo finalT é arbitrario, no entanto, precisa ser especificado

matriz de dispersad ¢é continuamente diferenciavel e simétrica, unifemmante
definida positiva e uniformemente isotropica. Edaino campo de velocidadesé
continuamente diferencidvel e o termo de reac&aima fungéo escalar continua e néo-
negativa [11].

Esses modelos computacionais que implementam i&¢aiy de soluto em meio
poroso saturado surgem constantemente em publgapdetificas ([4],[5],[8] e [12])
devido a suma importancia dada a compreensdo eis@oevdo transporte de

constituintes dissolvidos em agua subterranea.

1 Um Estimador Residual Espacial e a Solu¢do Analia

Em situacbes em que na equacdo (1) o termo adweetddominante sobre o termo
dispersivo, o0 método residual apresenta-se comeécaich apropriada para obter
estimativasa posteriori do erro da solucdo numérica da equacdo de traesgder
contaminantes [6]. Nesse método residual, a cantdo de cada elementd da

triangulacaoZ, para a estimativa do erro espacial da malhaiéaopelo indicador:

R¢ = f; —Ti(C,”fn —C,};}l)+ div(D”D(éC,‘”rn + (1—6?)C;;_11))

n (2)
—\" DD(QC% + (1_5)(:;;_11)—/1” (6(3{}” + (1—0)C;;_11)

A normaL? do indicador elemento residual (2), implementada limguagem
Java, foi determinada utilizando os pontos de Gaussetlmento quadrilatero

delimitado pelas classicas funcbes Lagrangiammjs=%(1—uju)(l—ij) [7] em
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coordenadas IocaiéJ,W). Desta forma, um estimador de erro espagipbsteriorie

com caracteristicas residuais, para a equacao@iaefl), sera dado por:

= Z Ak HRKHLZ(K) 3)

KOT

1 1
sendoay = min {hKe‘E,ﬁ‘E} a funcéo de ponderacdg; o diametro do element$ e

€ 0 menor autovalor da matr2. A constantg8 > 0 é tal quel — %div v=p.

Visando uma comparacao entra a solugdo numérieguiecdo do transporte (1) e
a correspondente solucao analitica 2D disponivdita@tura (p. ex. [14]), algumas
hipoteses sobre o aquifero em estudo precisanossideradas, entre elas:
* 0 aquifero de extensao infinita tem contaminacéwm p@ntual de comprimento
finito;
» adensidade e a viscosidade do fluido sdo constante
¢ 0 contaminante est4 sujeito a transformacao quidegaimeira ordem;
* 0 fluxo uniforme ocorre na direg&axom velocidade constaniee
» os coeficientes de disperséo longitudinal e trass¥€D,, Dy) sdo constantes.
As condicdes iniciais e de contorno para obtedaggo analitica do transporte de
contaminantes em aquiferos, que obedecem as caagfids acima, sdo dadas por:
oC

C=C,, x=0eY <y<Y, C=0 a__o % = 00
X
oc _ )

sendoY; a ordenada do limite inferior da fonte de contamia enkx =0 e
Y, a ordenada do limite superior da fonte de contameenx = 0.

Assim, segundo MKLER (1992) a solucdo analitica 2D é expressa por:

C(x,y,t) CyX 2D 1 e[ 4D, ap,z° } erf[{zé;y}_erf{ﬂ:l dz (4)

\/_ z* /D, 27%,/D,

O termo referente a integral da solucao acima@xapado, no codigoAl/A, pela

implementacéo da formula de translacdo Gauss-Leg¢ap
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2 Resultados e discussao

Para a verificacdo dos limites do estimador de e¥sidual para a equacdo do
transporte de contaminantes, € implementada umte foéo pontual contendo o
elemento reativd’Sr (estroncio-90) que migra faciimente de um armazesnto de
residuos radioativos para um aquifero confinadovakgveis do modelo de transporte
implementadas no cédigevh sdo as apresentadas na tabela 1 e a solucdo rai@éric

comparada com a solugéo analitica (4).

Tabela 1 — Variaveis do transporte dé°Sr em aquifero confinado, adaptadas de BKLER (1992).

VARIAVEL DESCRICAO INPUT DOS DADOS

Velocidade Velocidade real do fluxo de 4gua double Vx=1.0;  //velocidade em x

uniforme (m/dia) Il velocidade em y

Dispersividade
longitudinal (m)

Dispersividade
transversal (m)

Porosidade efetiva

Frente de
contaminante (m)

Concentracao de

subterranea na diregdo horizontal. doubl e Vy=0.0;

Estima a dispersao longitudinal
D, =a,V, em fun¢do da pluma.

Estima a dispersao transversal
Dy, =a,V, em funcéo da pluma.

Define a porosidade efetiva.

Implementa a concentragdo na
fronteira de Dirichlet de 150m.

Concentragio constante estimada rigpubl e solute

doubl e longiDisp  =100.0;
// de 0.1m a 100m - (Kumar, 2009)

doubl e transDisp =20.0;

doubl e poro =0.15; /I porosity

int Ymed=3; //nos acima e abaixo
da contaminacéo pontual.

=100.0;

0sr (mg/L) fonte de 100 mg/L.

=0.0000678; 1l
sy =28 anos

Decaimento de 1
ordem (1/dia)

Escalar que implementa o termo dedoubl e reaction
decaimento de 12 ordem ¥sr. tempo de meia vida do

Coeficiente theta Escalar da discretizagéo temporal. doubl e theta =1.0/2.0; /I método
de Crank-Nicolson-Galerkin
Solugéo Analitica Variavel booleana para comparar abool ean AnalyticalSolution = true;

solucdio numérica com a analitica. // Solucdo 2D de Wexler 1992

package org.arena.water.gwfem2d.transport2D

As dimensfes do dominio computacional retangularl€®0n de comprimento
por 800n de largura. A malha inicial foi dividida de forntpe os 1024 elementos
retangulares sobreponham os 1089 nds igualmendgadps na direcdoe na direcao
y. A figura 1 compara a frente de contaminacdo abpidla solucdo analitica com a
respectiva solugcdo numeérica, ambas implementadasesmo cOdigoAVA.

A técnica empregada na solu¢cdo numérica para ewtasurgimento de
concentragcbes negativas e oscilagbes espurias édsgoemaSymmetrical Streamline
Stabilization(S®) [13]. A discretizacdo temporal da equacéo (1)ofatida pelo popular

meétodo de Crank-Nicolson [2].

FIRMIANO, A. et al. Estimando os limites inferiores e superiores do erro residual da solug&o numéricade um modelo ADR. C.Q.D. -
Revista Eletr6nica Paulista de Matematica, Bauru, v. 2, n. 2, p. 100-109, dez. 2013.
DOI: 10.21167/cqdvol 22201323169664af ml pjpmew100109 - Disponivel em: http://www2.fc.unesp.br/revistacqd/index.jsp

104



() solugao analitica deWexler (1992)

(b) solugédo numérica do codiglJAVA

m0,8-1

m0,6-0,8

Il
Il

m0,4-0,6
m0,2-0,4

mo0-0,2

[0,8-1

m0,6-0,8
[0,4-0,6
m0,2-0,4

mO0-0,2

FIGURA 1 —Comparacao entre a solugdo analitica (a, a solugdo numeérici
(b) do transporte do®’Sr em aquifero confinado no instante = 80(d

Através da disponibilizagdcomputacionallos valores dos erros residuais e
erros reais da solucdo numérica do transpor®®Sr, para a malha original e em tox

0S passos de tempo, detern-se as constant€s = 1,7 eC, = 4,0, tais que
Cillell = m < Gllell )

A figura 2 apresenta o erro residual forido pelo estimador espacial limitado
pela norma euclidiana do erro real. Veri-se que o limite inferiod,7||e|| é valido
para todos os passos de tempo da simulacdo numénigaanto que o limiteuperior
aplicase a partir do 40° passo de tempo. Para limitagrgarmente os passos de ten

anteriores ao 40°, basta aumentar o valor da aur(C,.

e Err0 Residual
Limite Inferior
= | imite Superior

Limites Superiores e Inferiores do
Estimador em malha grosseira
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FIGURA 2 —Visualizacéo dos limites inferiore<1, 7||e|| e superiores4, 0||e||
do estimador de erro residual em malha grosseil
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As desigualdades (5) mostram que o erro residadeta zero na mesma taxa de

convergéncia em que o erro real tende a zero, easenulacdo do transporte ¥sr,
o indice de eficiéncia, conforme [10], é limitadw d.7/ < E; = ”nq < 4,0 a partir do 40°

passo de tempo.

Em uma segunda analise é feita uma reorganizacgo@oda malha inicial em
uma estratégia que concentra os nés disponiveig gufrente de contaminacéo. Nesta
nova malha deformada os limites superiores e resi do erro residual estimado,
conforme apresentado na figura 3, obedecem asudddagles:

llell < n < 2,0]el| (6)
Limites Superiores e Inferiores do ====Erro Residual
Estimador em malha deformada Limite inferior
14 Limite Superior
12
10 e

/

Erro Numérico

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIGURA 3 — Obtencao dos limites inferiored, 0||e|| e superiores2, 0]|e|| do
estimador de erro residual em malha deformada

Desta forma, verifica-se que para limitar o errsideal, a partir do 40° passo de
tempo, € necessario constanfgs= 1,0 e C, = 2,0, que determinam um intervalo de
amplitude 1,0. Isto representa uma melhora de S®ocomparado ao intervalo de
amplitude 2,3 para limitar, a partir do 40° passdampo, o erro residual estimado na
malha original. O indice de eficiéncia do estimad®idual na malha deformada passa
a ser limitado pod0< E; < 20a partir do 40° passo de tempo.

Numa terceira estratégia, um elemento da malhardeafta sera refinado se o seu

residuo superar, em uma determinada porcentagaemvalor do erro maximo obtido

sobre todos os elementos dessa malha. O valor donpaot, geralmente indicada
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pelo usuario do codigo, é considerado neste tral@imo sende = 0,5, uma escolha
popular e bem estabelecida [11].

Sendo a malha deformada uma malha estruturada elepnentos quadrilateros,
o elemento marcado para o refinamento sera suliiividorizontalmente em dois
elementos congruentes. Para evitar nés de enfontalnes elementos vizinhos da
esquerda e da direita também serao refinados.

Nesta Ultima estratégia verifica-se que o errodiedi € limitado pela

desigualdade:
0,55]lell = < 0,90]|el| (7)

a figura 4 apresenta o estimador residual limitpdlm erro real da malha deformada

combinada com a uma estratégia de refinamento adapt

Limites Superiores e Inferiores do e E 11O residual
Estimador em malha deformada Limite inferior
e refinamento e Limite superior
[]
=)
@
s
RN
g
P}
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
No. de passos de tempo de 10 dias [d]

FIGURA 4 — Obtencéo dos limites inferiore®, 55||e|| e superioresd, 90||e|| do estimador de erro
residual em malha deformada combinada com estratégide refinamento

Desta forma, para limitar o erro residual a padir 40° passo de tempo, é
necessario um intervalo de amplitude 0,35, o queesponde a uma melhora de 85% se
comparado com a amplitude encontrada para limiw@raeresidual na malha original. E

ainda, o indice de eficiéncia do estimador residisglacial na malha deformada com

refinamento passa a ser limitado @p5< E; < 090, a partir do 40° passo de tempo.

! Do ingléshanging nodesUm no sera considerado de enforcamento se naarealbtir pelo
menos um elemento, tal que o nd pertence ao ineiama aresta d€ mas nao € vértice do
elementK.
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3 Conclusao

Foram obtidas constantes especifi€ag C, como limites inferiores e superiores
para um estimador de er@ posteriorin da solucdo numérica do transporte do
contaminante®Sr em agua subterranea. A disponibilizacdo do ezed ||e|| foi
realizada através de um codigovd que determina a solugdo numeérica do modelr A
em regime predominantemente advectivo e depois a@n@m a respectiva solugao
analitica [14] numa implementacdo que consideramarapo de velocidades uniforme
num meio isotrépico e homogéneo.

Sobre malha grosseira, em malha deformada ou erhan@m refinamento
adaptativo, o estimador de erro residgaloi limitado inferior e superiormente pela

norma euclidiana do erro relfd||, estabelecendo-se a seguinte desigualdade:
Cillell = n < Gllell

para todos 0s passos de tempo t;.

Com a reorganizacdo dos nos da malha inicial emestratégia que concentra os
nés disponiveis com aproximacdo maior na frentecdetaminacdo, o estimador
residual apresentou uma diminuicdo de 57% na amplitio intervaldC;, C,) formado
pelas constantes positivas que limitam o erro vasida desigualdade indicada acima. E
guando essa estratégia foi combinada com a daameéinto adaptativo com parametro
T = 0,5, 0 estimador residual corresponde com uma dimiioude 85% na amplitude
do intervalo(C;, C,) para limitar o erro residual na malha.

Desta forma, verifica-se que o erro residual esfiontende a zero na mesma taxa
de convergéncia em que o erro real tende a zette. faB® observado fornece ao
estimador residualp caracteristicas confiaveis quando empregado nascOsEs

numéricas dos modeloDA.
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