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Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO) sao discutidos em detalhe. As demonstra-
coes envolvidas nas solugdes sdo complementadas pela disponi-
bilizacao dos respectivos links das figuras interativas utilizando
0 GeoGebra. E esperado que o artigo possa ser apreciado tanto
por estudantes que preparam-se para as fases finais de compe-
tiches nacionais ou internacionais quanto por professores que
atuam no ensino e interessam-se em desafios olimpicos. Além
da Transformacao de Inversao, a fundamentacdo teérica € ba-
seada em uma combinagdo de conceitos como: Teoremas de
Desargues, da Bissetriz e Pitdgoras, Incentro e Circuncentro,
Colinearidade, Triangulo Pedal, Lei dos Senos e elementos de
Topologia.
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Abstract

Five problems proposed for the International Mathematical
Olympiad (IMO) are discussed in detail. The demonstrations
involved in the solutions are complemented by the availability
of the respective links of the interactive figures using Geo-
Gebra. It is hoped that the article can be appreciated both
by students preparing for the final stages of national or inter-
national competitions and by teachers interested in olympic
challenges. In addition to the Inversion Transformation, the
theoretical foundation is based on a combination of concepts
such as: Desargues, Bisetrix and Pythagoras Theorems, Incen-
ter and Circumcenter, Collinearity, Pedal Triangle, Sine Law
and Topology elements.
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1 Introducao

A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical Olympiad) € uma
competicdo para estudantes do Ensino Médio. Os objetivos sdo descobrir, estimular e desafiar estu-
dantes talentosos em Matemadtica. Fortalecer relagdes de amizade internacional entre matematicos,
criar oportunidades para o intercambio de informagdo sobre programas e conteidos de estudo e
promover a Matematica em geral.

Na preparacao para uma Olimpiada Internacional de Matematica cada delegacdo (menos o pais
sede) pode enviar problemas para formar a base de dados inicial, chamada lista longa (LongList,
LL). Os mesmos ndo podem ter sido usados em competi¢des anteriores, nem publicados e devem
abranger varios tépicos de Matematica pré-universitaria. O pais sede da competi¢cao cria um Comité
de Selecdo que escolhe os melhores problemas da LL para formar a lista curta (ShortList, SL).
Os professores Lideres, um por equipe, recebem a SL no primeiro dia da reunido e escolhem, por
maioria simples, os seis problemas da SL que serdo usados na IMO. As duas listas sdo mantidas em
segredo até a IMO do préximo ano.

As resolugdes neste artigo complementam algumas poucas disponiveis nos féruns em lingua
inglesa e nas publicagdes das competicdes. Utilizando argumentos menos rebuscados, focou-se na
apresentacdo mais detalhada das transi¢oes, possibilitando que alunos e professores conseguissem
acompanhar o desenvolvimento do problema. Como complemento, uma versdo interativa de cada
uma das figuras do texto estd disponibilizada no site do GeoGebra.

O presente texto foi elaborado a partir de materiais didéticos utilizados durante uma aula do curso
“Geometria Olimpica com GeoGebra" para professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e
Meédio de todo o Brasil. Outros conjuntos de problemas resolvidos de olimpiadas internacionais de
Matemitica sobre Serie Harmonica (LOPEZ LINARES; BRUNO-ALFONSO; BARBOSA, 2020),
Poténcia de um ponto e Eixo Radical (LOPEZ LINARES; SANTOS; JESUS, 2021a) e Extremos
com desigualdades na Geometria (LOPEZ LINARES:; SANTOS; JESUS, 2021b) foram publicados.

Inicia-se na se¢ao 2 com uma introducao dos conceitos bdsicos sobre a Transformacdo de
Inversdo. Na secdo 3 sdo resolvidos cinco desafios propostos para as IMOs. Nos Problemas 3 e
4 apresentam-se duas solugdes para cada um, sem utilizar a inversdo e usando a Transformagdo de
Inversdo.

2 Conceitos basicos

Definicao 1. Dados um plano 1, uma circunferéncia i € I, com centro O e raio r, e um ponto P € [,
o ponto P’ que pertence a semirreta OP e satisfaz

OP - OP = r?

¢ chamado inverso de P em relagdo a i (Figurall)). O ponto O é chamado “centro de inversdo” e i
é chamada de “circunferéncia de inversdo”. Também utiliza-se a notacdo

P’ = Inv(P,i).
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Figura 1: Ilustracdo da Definicdo |1{e da constru¢do dos pontos inversos P’ e Q’. Quando S € i =
S’ = S. Versdo interativa aqui.

Os pontos no interior de i sdo transformados em pontos no exterior de i e vice-versa. Também
convenciona-se que “o infinito”, denotado pelo simbolo co, e o centro de inversao O formam um par
inversivo.

Segue diretamente da Defini¢@o[I|que os pontos sobre a circunferéncia de inversao sao invariantes.
Isto é, quando o ponto S € i = §’ = §. Adicionalmente, P = Inv(Inv(P,i),i). Ou seja, P’ =
Inv(P,i) se, e somente se, P = Inv(P’,i).

A seguir descreve-se um procedimento de constru¢ao do inverso P’, com régua e compasso,
quando o ponto P estd no interior da circunferéncia de inversdo (Figura I)):

1. Tragar a semirreta OP.
2. Tragar uma perpendicular a O P passando por P e marcar o ponto A na interse¢do desta com i.

3. Construir o segmento O A. Tragar uma tangente a i passando por A e marcar o ponto P’ na
intersecao desta com a reta OP.

Como /AOP = /AOP’ (comum) e ZOPA = /OAP’ = 90° tem-se AOPA ~ AOAP’. Segue
que
AP A0 PO
= =— P-OP =0A%=r%
PA- PO A0 0P O =0AT=r
Segue o procedimento de construcdo do inverso Q’, quando o ponto Q estd no exterior da
circunferéncia de inversdo (Figura[I)):

1. Tragar a semirreta OQ.

2. Tracar uma tangente a i partindo de Q e marcar o ponto de tangéncia B. Construir o segmento
OB.

3. Marcar Q' como a projecao ortogonal de B sobre OQ.
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Analogamente ao caso anterior vale AOQB ~ AOBQ’ e
00-0Q'=0B*=r.

Proposicao 2 (Propriedade dos inversos de dois pontos). Considera-se uma circunferéncia de
inversdo i de centro O e raio r (Figura[2)). Sejam os pontos P, Q, (ndo colineares com O e diferentes
deste) e P’ = Inv(P,i) e Q' = Inv(Q,i). Entdo AOPQ ~ AOQ'P’ e

Q/P/:

o o./’_

Figura 2: Guia para a demonstragdo da Proposi¢do[2] Versdo interativa aqui.

Demonstragdo. Tem-se,

OP-0OP =00 -00Q’ =r’. (1)
Isto €,
oP _0Q
00 OP"

Como /POQ = /Q’OP’ (comum), pelo critério de semelhanga lado-angulo-lado, segue que:
AOPQ ~ AOQ’P’. Com isto:
LOPQ = /0Q'P’,
LOQP = /0OP'Q'.
Também vale que:
0Q _ PQ
oP Q/P/'
r2

~ . A D . , . )
Na equagdo anterior coloca-se em evidéncia Q' P’ e de (1)) utiliza-se OP" = 55 para concluir que:

72

“oro00 ¢

QIPI

O
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Até aqui apresentou-se a inversdao de pontos isoladamente. A seguir estudam-se os inversos dos
lugares geométricos (LG) reta e circunferéncia. Isto €, conjuntos de pontos.

Definicao 3. Dados um plano | e um lugar geométrico f € 1, o LG f’ €, é chamado inverso de f
quando o ponto P € f se, e somente se, o ponto P’ € f’.

Embora P’ # P em geral, existem casos em que o LG ndo muda apds a inversao.

Proposicao 4 (Inversdo de reta que passa por O). A inversa h’ de uma reta h que passa por O é ela
mesma. Ou seja, b’ = Inv(h,i) = h (Figura[3).

Demonstragdo. Segue diretamente da Definicao|l} Os pontos no interior de i e sobre a semirreta OC
transformam-se nos pontos no exterior de i e vice-versa. Convenciona-se que “o infinito”, denotado
pelo simbolo co, pertence a toda reta 4. Logo, O = Inv(co,i) e oo = Inv(0,i) pertencem tanto a h

’
quanto a i’. O
N
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Figura 3: Guia para a demonstragdo das Proposicoes [ [5] e [0l Versdo interativa aqui. Podem
movimentar-se os pontos A, B e C e mudar o raio da circunferéncia de inversao i.

Proposicao 5 (Inversao de reta que nao passa por O). A inversa f’ de uma reta f que ndo passa
por O é uma circunferéncia que passa por O (Figura[3). Adicionalmente, a reta n, tangente a f’ em
O, é paralela com f.

Demonstracdo. Construir uma reta k perpendicular a f passando pelo centro de inversdao O. Marcar
o ponto B = kN f e escolher um ponto arbitrario A € f (A # B). Sejam A’ = Inv(A,i) e
B’ = Inv(B,i).

Como viu-se na Proposi¢do 2| tem-se AOAB ~ AOB’A’. Segue que /OA’B’ = /OBA = 90°.
Do fato de ZOA’B’ = 90°, paratodo A € f (A # B), o ponto A’ pertence a circunferéncia f” de
diametro O B’. Convenciona-se que “o infinito” pertence areta f e O = Inv(co,i) € f’.

Reciprocamente, dado um ponto A" € f' (A’ # B"e A" # O) tem-se ZOA’B’ = 90° (pois OB’ é
didmetro de f”). Pela Proposi¢do[2)segue que AOB’A’ ~ AOAB. Portanto, ZOBA = LOA’B’ = 90°.
Como Z/OBA =90°, paratodo A" € f’' (A" # B’ e A’ # O), todo ponto A estd contido numa reta
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perpendicular ao segmento O B. Como O € f’, por convengio, co = Inv(0, i) e “o infinito” pertence
areta f.

Para a segunda parte, suponha-se, por absurdo, que as retas f e n ndo sejam paralelas. Logo,
existe o ponto P = (f N'n) # co. Entdo, P’ € f’ Nn’. Como a reta n passa por O, pela Proposi¢dod]
segueque n =n"e P € f'nn (P’ # O, pois P # o). Ou seja, tanto P’ quanto O sdo pontos
diferentes que pertencem a intersecdo de f” e n. Contradi¢cdo, n ndo seria tangente a f”. O

Proposicao 6 (Inversdo de circunferéncia que passa por O). A inversa de uma circunferéncia ' que
passa pelo centro de inversdo O é uma reta f = Inv(f’,i) (Figura[3). Adicionalmente, a reta n,
tangente a f’ em O, é paralela com f.

Demonstracdo. Segue diretamente da Proposi¢do [5|e da propriedade:
Inv(Inv(P,i),i) = Inv(P’,i) = P.
O

Proposicao 7 (Inversdo de circunferéncia que nao passa por O). A inversa de uma circunferéncia d
que ndo passa pelo centro de inversdo O é outra circunferéncia d’ (Figural)). Adicionalmente, as
retas tangentes externas comuns de d e d’ passam por O. Isto é, o ponto O é o centro de homotetia
externoded e d .

Figura 4: Guia para a demonstracdo da Proposicdo|/| Versao interativa aqui.

Demonstracdo. Seja uma circunferéncia de inversdo i de centro O e raio r. Seja um ponto Q € d, P
a segunda interse¢ao da reta OQ com d, P’ = Inv(P,i), Q" = Inv(Q, i) e OA um segmento tangente
a d. A poténcia do ponto O relativa a d ndo depende da posi¢do especifica de Q e pode ser escrita
como:

0Q - OP = Potz(0) = 0A?.

Por outro lado, como P e P’ sdo um par de inversio vale:

OP'-OP =1
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Dividindo as duas dltimas equacdes encontra-se:

0Q _ Pots(0) OA? _
OP = 2 = 2 = cte.

. .~ . A . ~ [0} ~
Em palavras, independentemente da posi¢do do ponto Q sobre a circunferéncia d a razao O—g, nao

muda. Ou seja, os pontos Q e P’ sdo homdlogos. Com isto, d’ é outra circunferéncia e uma
tangente a d também o serd a d’. O resultado continua sendo valido quando P = Q, pois neste caso
OP =00 = 0A. O

Definicao 8 (Angulo entre duas circunferéncias que intersectam-se). O dngulo entre duas circunfe-
réncias que intersectam-se num ponto é definido como sendo igual ao angulo formado pelas suas
retas tangentes no mesmo ponto. Duas circunferéncias sao chamadas ortogonais quando este dngulo

€ 90°.

Proposicao 9 (Inversdo preserva o angulo entre retas). Sejam f e g duas retas que ndo passam por
O e intersectam-se no ponto P formando um dangulo a. Considera-se uma inversdo relativa a uma
circunferéncia i centrada em O. Sejam f’ e g’ as inversas de f e g, respectivamente. Entdo o angulo
formado entre ' e g’ em P’ = Inv(P,i) é a (Figura[9).

Figura 5: Guia para a demonstragio da Proposi¢do[9] Versdo interativa aqui.

Demonstragao. Como as retas f e g nao passam por O transformam-se, pela inversdo, nas circun-
feréncias f’ e g’ passando por O. Sejam pf e pg as retas tangentes a ' e g’ em O. Viu-se na
Proposicao[S|que pg || ge pf || f. Logo, o angulo entre p f e pg em O é . Consideram-se as retas
m e n, tangentes em P’ = Inv(P,i) a f’ e g’, respectivamente. Sejam I = pf NmeJ = pgNn.
Como os tridngulos /O P’ e JOP' sdo isésceles de base O P’ o angulo entre m e n também é . O

Os angulos entre duas retas quando alguma delas (ou as duas) passa(m) pelo centro de inversao
também sdo preservados.

2.1 Transformacao de reta e circunferéncia em circunferéncias concéntricas

Exercicio 10. Transformar por inversdo a reta g e a circunferéncia ¢ em circunferéncias concéntri-
cas. Construir dinamicamente as circunferéncias tangentes simultaneamente a g e c.
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2.1.1 Resoluciio do Exercicio [10}

A Figura[f] mostra uma construgéo geométrica inicial.

Figura 6: Construgdo geométrica inicial para o Exercicio[I0] Versdo interativa aqui.

1. Tragar areta f perpendicular a g e passando pelo centro C de c¢. Marcar o ponto D = g N f.

2. Esbogar um ponto A € ¢ tal que ZDAC = 90°. Construir com centro em D a circunferéncia
d de raio D A e marcar os pontos magicos P e Q na interse¢ao de d com f. d € perpendicular
com ¢ e g simultaneamente.

3. Os pontos P e Q sdo chamados magicos porque sao os tnicos onde pode ser colocado o centro
de uma circunferéncia de inversdo que transforma c e g em circunferéncias concéntricas. Vale
que: P = Inv(Q,c) e Q = Inv(P,c). Entendendo a reflexdo relativa a reta g como uma
operacdo de inversdo relativa a uma circunferéncia de raio infinito pode-se escrever também:

P=Inv(Q,g)eQ =1Inv(P,g).

4. A circunferéncia i, com centro em Q, transforma por inversdo ¢ e g nas circunferéncias
concéntricas ¢’ e g’, respectivamente (Figura|7). O centro comum destas dltimas é o ponto
P’ =1Inv(P,i).

5. Uma circunferéncia r que tangencie simultaneamente ¢’ e g’ (relativamente facil de construir)
¢ transformada pela inversdo relativa a i na circunferéncia ' que tangencia tanto ¢ como g
(dificil de construir por outro caminho).
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Figura 7: Construgdo geométrica final para o Exercicio[I0] Versdo interativa aqui.

3 Problemas resolvidos.

3.1 Inversao. Circunferéncias concéntricas. Teorema de Pitagoras. P12 SL
IMO 1982.

Problema 1. Quatro circunferéncias diferentes c, c1, ¢y e c3 e uma reta |l sao dadas em um plano.
A circunferéncia c e a reta | sdo disjuntas. As circunferéncias ci, cy e c3 sdo tangentes entre Si e
com c e l. Assumir que o raio de c seja R, determinar a distdncia do centro de c a l.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, Hungria. Problema 12 da lista curta, proposto
pela delegacdo da Finlandia (DJUKIC et al, 2011).

3.1.1 Resoluciio do Problemall]

A chave para resolver o problema estd em pensar na possibilidade de uma das circunferéncias
¢, por exemplo c3, ser uma reta paralela com /. A tangéncia entre c3 e / acontece no infinito. A
construgdo inicial € feita no espago inverso € com uma simetria que a circunferéncia ¢’ transforma-se
na reta c3. Isto facilita as contas.

Seja f uma reta perpendicular a / que passa pelo centro de ¢, marcar o ponto K = f N/. Existe um
ponto magico Y € f tal que uma circunferéncia de inversao 7, centrada em Y, mapeia ¢ e [ em duas
circunferéncias concéntricas ¢’ e I’, de centro comum Z e com ¢’ no interior de !” (Exercicio . A
Figura 8| mostra uma construgio geométrica inicial.
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Figura 8: Construcdo geométrica inicial para o Problema(l] Elementos do espago inverso em linhas
tracejadas. Versdo interativa aqui.

Construir as circunferéncias c¢; tangentes externamente com ¢’ € internamente com /', todas com
o mesmo raio. Construir ¢ de tal forma que ¢§ N /" = Y. Com isso Inv(c},i) = c3 € uma reta
paralela com /. Aplicando a inversdo aos outros elementos obtém-se a imagem da Figura[9]

Figura 9: Segunda constru¢do geométrica para o Problemal[l] Versao interativaaqui.

Sejam Oy, H e x = O1H o centro da circunferéncia c, a interse¢do das circunferéncias c| e ¢,
e a distancia entre os dois pontos anteriores, respectivamente. Como o raio de ¢ € R, no tridngulo
retangulo OHO, pelo Teorema de Pitdgoras, vale:

2+ (x=-R)?=(x+R)>

Segue que x = 4R e a distanciade O até L é OK = 7R.
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Na Figura [T0] sdo mostrados simultaneamente todos os elementos das duas constru¢des anteri-
ores. Incluidos os pontos de tangéncia, dois a dois, entre as curvas. Quando permite-se que as
circunferéncias ¢/, ¢, e ¢/, girem um angulo y em torno do ponto Z suas inversas cy, ¢; € ¢3 formam
o padrao animado no Passo = 4.

Figura 10: Terceira construcdo geométrica para o Problema [IL Todos os elementos das duas
construgdes anteriores. Versdo interativa aqui.

3.2 Inversao. Incirculo e circuncirculo. Colinearidade. P14 SL IMO 1986.

Problema 2. A circunferéncia inscrita no triangulo ABC é tangente aos lados BC, CA e AB em D,
E e F, respectivamente. X,Y e Z sdao pontos médios de EF, FD e DE, respectivamente. Provar
que os centros do circulo inscrito e das circunferéncias circunscritas de XY Z e ABC sdo colineares.

A IMO 1986 foi realizada na cidade de Varsdvia, Polonia. Problema 14 da lista curta, proposto
pela delegacao da Irlanda (DJUKIC et al, 2011).

3.2.1 Resoluciio do Problema 2,

A Figura [T mostra uma constru¢do geométrica.
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Figura 11: Construgdo geométrica para o Problema[2] Versdo interativa aqui.

Seja I o centro do incirculo k do tridngulo ABC. Como AF = AE e FX = XE tem-se que XE
¢ altura no AAEI, retangulo em E. Utilizando uma das relagdes métricas segue:

IX -IA = IE?.

Da equagdo anterior uma inversdo em relacdo a k leva o ponto A para a posi¢ao do ponto X.
Analogamente, B para Y e C para Z. Isto €, sendo d e f os circuncirculos dos tridngulos ABC e
XYZ, chega-se a:

f=1Inv(d, k).

Como o centro de uma circunferéncia € colinear com o centro da sua inversa € o centro de
inversdo conclui-se que O (centro de d), J (centro de f) e I sdo colineares.

3.3 Teorema da Bissetriz. Triangulo Pedal. Lei dos Senos. Inversao. P2 IMO
1996.

Problema 3. Seja P um ponto no interior do AABC tal que:
LAPB - /C = /APC - /B. 2)

Sejam D e E os incentros dos AAPB e AAPC, respectivamente. Mostrar que AP, BD e CE sdo
concorrentes.

A IMO 1996 foi realizada na cidade de Mumbai, India. Problema 11 da lista curta e escolhido
como P2 da competi¢do, proposto pela delegacao do Canada (DJUKIC et al, 2011).
3.3.1 Primeira resolucio do Problema

A Figura[I2) mostra uma constru¢do geométrica inicial.
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Figura 12: Construcdo geométrica inicial para o Problema[3] Versdo interativa aqui.

Seja F = BD N CE. Quer-se mostrar que ' € AP. Como BD e CE sao bissetrizes, pois D e E
sdo incentros, pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz, bastard provar que:

AB _AF _AC

BP _FP_CP ©)

Sejam X, Y e Z os pés das projecdes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e AB, respecti-
vamente (Figura |'1;3'[) Os quadrildteros AZPY, BZPX e CXPY sao ciclicos, pois a soma de um par
de angulos opostos € 180°.

No quadrilatero C X PY tem-se que:

LXPY =180° - £C. “
Pelo angulo raso em Z vale que:
(XZY =180° — tXZB - (YZA. 5)
Utilizando agora que BZPX e AZPY sdo inscritiveis e (3] segue:
(XZY =180° - /XPB - /YPA. (6)
De (@) e considerando a soma dos dngulos em torno ao ponto P tem-se:
/APB =180° - /XPB - /YPA + /C. 7
Da comparagdo entre (6)) e (7) chega-se a:
(XZY = /APB - /C. (8)
Analogamente demonstra-se que:
(XYZ = /APC - /B. )
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De (2)), @) e (9) obtém-se 1XZY = /XYZ, 0 AXYZ é is6sceles e
XY = XZ. (10)

Adicionalmente, BP e CP sao didmetros das circunferéncias circunscritas a BZPX ¢ CXPY,
respectivamente. Pela Lei dos Senos aplicada aos AXBZ e AXCY obtém-se:

XZ = BPsen(/B),

XY =CPsen(20).
De e as duas equagdes anteriores segue:

BP /
_:sen( C). (11
CP sen(/B)
Utilizando mais uma vez a Lei dos Senos, agora no AABC, encontra-se:
/C AB
sen(£C) _ AB (12)
sen(/B) AC

Logo, juntando (T1)) e (12) conclui-se:
BP AB
CP  AC’
A equagio anterior € a parte de (3) que queria-se demonstrar. A Figura [I3] mostra uma construgio
geométrica.

Figura 13: Construgdo geométrica para o Problema[3] Versdo interativa aqui.

3.3.2 Construcio e resoluciio do Problema [3 por inversao.

A localizacdo do ponto P foi feita partindo de uma constru¢cao mais simples no espaco inverso.
Seja i uma circunferéncia de inversdo de centro em A e raio arbitrario r. Sejam B’ = Inv(B,1i),
C'=1Inv(C,i)e P =Inv(P,i).
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Constrdi-se a reta mediatriz m dos pontos B’ e C’ e posiciona-se P’ € m, de tal forma que P
esteja no interior do AABC. Ter-se-a que B’P’ = C'P’.
Na inversao de dois pontos, Proposigdo 2} obtém-se que:

72

B'P" = —PB,
AB - AP
1’2
P
AC - AP

Logo, dividindo as duas equagdes anteriores, encontra-se:

C'P = C.

BP CP

AB  AC’
Pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz o resultado segue. A Figura[T4mostra uma construgéo
geométrica utilizando inversao.

Figura 14: Construgdo geométrica utilizando inversdo para o Problema[3] Versdo interativa aqui.

3.4 Teorema de Desargues. Incentro e Circuncentro. Inversao. P9 SL. IMO
1997.

Problema 4. Seja AjAyAz um triangulo ndo isosceles com incentro 1. Seja c;, comi = 1,2,3, a
menor circunferéncia que passa por I e é tangente a AjAi+1 e A;Aiyr (considera-se a soma dos
indices modulo 3). Seja B;, comi = 1,2,3, 0 segundo ponto de intersecdo de ciy e ciya. Provar que
os circuncentros dos triangulos A1 B11, AyBy1 e A3B3l sdo colineares.

A IMO 1997 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. Problema 9 da lista curta,
proposto pela delegacdo dos Estados Unidos (DJUKIC et al, 2011).
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3.4.1 Resoluciio do Problema 4

A Figura[I5| mostra uma constru¢do geométrica inicial.

Figura 15: Constru¢ao geométrica inicial para o Problemal] Versdo interativa aqui.

Nesta resolugdo, considera-se i = 1,2, 3 e a soma de todos os indices modulo 3. Para construir
¢;, primeiro esbog¢a-se uma perpendicular, passando por /, a bissetriz interna b; (no vértice A;). A
intersecao dessa perpendicular com os dois lados mais proximos determina um triangulo, do qual ¢;
¢ o incirculo.

Seja ¢ a circunferéncia circunscrita ao AA| Ay A3z (Figura[I6). Denotam-se por O; os centros das
circunferéncias c; e por M; o ponto médio do arco A;;1A;+2 de ¢ que ndo contém A;.

Primeiro, nota-se que a reta O;4+10;;> € a mediatriz o; do segmento /B;, e consequentemente o
circuncentro R; do AA;B;I esta contido em o;. Segundo, sejam M, M, as retas m;. Da igualdade
das medidas dos segmentos M, A; = M;;11, pela Proposicao 2.3 em (LOPEZ LINARES; SANTOS;
JESUS, 2021c), tem-se que m; € mediatriz dos pontos A; e I. Isto implica que R; estd contido na
reta m;. Ou seja, R; = 041040 N My 1 M5,

No que segue consideram-se os AM1M>M3 e AO10,03. Como as retas M101, M0, e M303
sdo concorrentes em I, pelo Teorema de Desargues, as intersecdes dos prolongamentos dos lados
correspondentes R;, com i = 1,2, 3, sdo colineares. A Figura[l6|mostra uma construgio geométrica.
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Figura 16: Construcdo geométrica para o Problema[d] O ponto R, € R} R3, ndo aparece pela escala.
Versdo interativa aqui.

3.4.2 Resoluciio do Problema [ por inversao.

As circunferéncias circunscritas aos AA;B;I, com i = 1,2, 3, serdo denotadas por d;. Sabe-se
que, se Ry, Ry e R3 sdo os circuncentros dos triangulos A1B1, AyB>1 e A3B3l, respectivamente,
entdo eles sdo os centros de dy, d> e d3, que tem o ponto / em comum. Para mostrar que os R;
sdo colineares bastard provar que as circunferéncias d; tem um segundo ponto J # [ em comum. A
Figura 7] mostra uma construgdo geométrica inicial utilizando inversdo.

Figura 17: Construg¢do geométrica inicial utilizando inversdo para o Problemaf] Versdo interativa
aqui.

Constroéi-se uma circunferéncia de inversio i de raio arbitrario, diferente de zero, e centro em /.
Denota-se por X’ o inverso de X. Como as circunferéncias c¢; passam pelo centro de inversio /, suas
: = ’ r_ ’ r _ n/ ’ : AL
inversas s@o as retas c;. Tem-se que B} = ¢}, Nc; ,ouc; =B, B . As inversas das retas A;A;41,
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sdo as circunferéncias Al’.Al’. ol de mesmo raio, pois equidistam de /. A relacdo de tangéncia entre
retas e circunferéncias € preservada apds a inversao.

Seja P; o centro da circunferéncia Al’. . A; .»1. Devido a igualdade dos raios, nota-se que P; Py ||
BB . Logo, o AP1P,P3 € homotético com o AB|B}B’,. A Figura (18 mostra uma construgéo
geométrica somente dos elementos apds inversao.

Ca

Figura 18: Construgdo geométrica somente dos elementos apés inversdo para o Problemafd] Versdo
interativa aqui.

Como A7 e [ sdo as interse¢des das circunferéncias AJA}, [ e A’A] I, tem-se que A} e I sdo
simétricos em relagdo ao segmento P41 P;yp. Com isto, o AA’l A’2A’3 também € homotético com o
AB| B, B’. Consequentemente, A} B, A}, B} e A, B sdo concorrentes no centro de homotetia J’. Ou
seja, as circunferéncias A;B;I, com i = 1,2, 3, passam pelo ponto J = Inv(J’,i) # I. A Figura
mostra uma construcao geométrica com todos os elementos apresentados.

Figura 19: Constru¢do geométrica utilizando inversdo para o Problemafd] Versdo interativa aqui.
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3.5 Topologia. Inversao. P8 SL IMO 1999.

Problema 5. Uma circunferéncia é chamada “Separadora” para um conjunto de cinco pontos num
plano se passa por trés deles, um quarto ponto estd no seu interior e o quinto no exterior. Provar que
todo conjunto de cinco pontos, que ndo tenha trés colineares nem quatro conciclicos, tem exatamente
quatro Separadoras.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 8 da lista curta, proposto
pela delegacdo do Japao (DJUKIC et al, 2011).

3.5.1 Resoluciio do Problema 5

Sejam A, B, C, D e E os pontos e uma circunferéncia de inversao i com centro em E. Sejam A’,
B’, C’ e D’ os inversos respeito a i. Uma circunferéncia Separadora que passa por E transforma-se
numa reta, passando por dois pontos dentre A’, B’, C’ e D’, e de forma que separa os outros dois
inversos, um em cada lado da reta. Uma Separadora que ndo passa por E transforma-se em outra
circunferéncia, passando por trés pontos inversos € com o quarto ponto inverso no seu interior.

Seja M’ a envoltdria convexa de A’, B’, C’ e D’. Ha dois casos: i) M’ € um quadrilatero ou ii)
M’ € um tridngulo com o quarto ponto no interior.

i) M’ é um quadrilatero, por exemplo A’B’C’D’. Neste caso duas das circunferéncias Separadoras
(p e g) sdo inversas das diagonais A’C" e B’'D’. Se /A’ + /C’ < 180° as outras duas Separadoras (k
e r) sdo as inversas das circunferéncias A’B’C’ e A’D’C’. Caso contrario, de B'A’D’ e B'C’'D’. As
inversas das outras 6 circunferéncias e retas utilizando A’, B’, C’, D’ e E nao sdo Separadoras. A
Figura 20| mostra uma constru¢do geométrica neste caso.

-
-

5 ,-),—’

- \
LA+ £C" = 161.34° < 180°

N
\.

Figura 20: Construgao geométrica do Problemal[5] Casoi) M’ é um quadrildteroe A"+ /C’ < 180°.
Versdo interativa aqui.

ii) M’ é um tridngulo, por exemplo, A’B’C’ com D’ no interior. Neste caso as circunferéncias
Separadoras sdo as inversas «, 3, v e ¢ das retas D’A’, D’B’, D’C’ e da circunferéncia A’B’C’.
Nenhuma outra reta ou circunferéncia satisfaz as condi¢des do problema. A Figura|21|mostra uma
constru¢do geométrica neste caso.
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Figura 21: Construgdo geométrica para o Problema[5] Caso ii) M’ € o tridngulo A’B’C’ com D’ no
interior. Versao interativa aqui.

4 Comentarios finais

Foram discutidos em detalhe cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de Mate-
madtica. As demonstracdes envolvidas nas solucdes foram complementadas pela disponibilizagao dos
respectivos links das figuras interativas no GeoGebra. Adicionalmente, foram utilizados os concei-
tos bdsicos relativos aos Teoremas de Desargues, da Bissetriz e Pitdgoras, Incentro e Circuncentro,
Colinearidade, Triangulo Pedal, Lei dos Senos e elementos de Topologia.
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