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Estudo numérico da transferéncia de massa para
a equacao de conveccao-difusao em escoamentos
em tubos permeaveis

Numerical study of mass transfer for the convection-diffusion
equation in permeable tubes flows

Resumo

O presente trabalho analisou numericamente o desempenho da
equacao de convecgao-difusio no problema de escoamentos em
tubos permedveis, o qual estd relacionado ao processo de filtra-
cdo tangencial. Paraisso, o nimero adimensional de Sherwood
e a espessura da camada de concentracao foram analisados para
investigar a transferéncia de massa na superficie permedvel. A
equacdo de conveccado-difusao foi discretizada pela técnica de
diferencas finitas. Os resultados numéricos mostraram-se qua-
litativamente e quantitativamente com boa concordancia com
os dados da literatura.

Palavras-chave: Simulacdo numérica. Diferencas finitas.
Transferéncia de massa. Filtragdo tangencial.

Abstract
The present work numerically analyzed the performance of the
convection-diffusion equation in the flow problem in permea-
ble tubes, which is related to the crossflow filtration process.
For that, the dimensionless Sherwood number and the concen-
tration layer thickness were analyzed to investigate the mass
transfer in the permeable surface. The convection-diffusion
equation was discretized using the finite difference technique.
The numerical results were qualitatively and quantitatively in
good agreement with literature data.
Keywords: Numerical simulation. Finite differences. Mass
transference. Crossflow filtration.
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1 Introducao

A filtracdo tangencial consiste em uma operacdo unitdria de separacdo sélido-liquido e
liquido-liquido, tendo alta aplicabilidade em industrias alimenticias, farmacéuticas, de cosméticos e
quimicas. Este mecanismo de filtracdo é um processo eficaz, tendo como vantagem a ndo alteracdo
de fase do filtrado e ndo alteracdo de sua composi¢ao quimica (KASTER, 2009), ocorrendo de forma
espontinea e independente da temperatura ou densidade do produto.

O processo de separacdo € realizado em tubos permedveis ou membranas e ocorre devido a
diferenca de pressdo, a qual impele parte do produto através das membranas (ou tubo permedvel),
enquanto que o fluido restante flui tangencialmente a superficie permedvel.

O acimulo de particulas préximo a superficie permedvel, denominado camada de polarizacao,
provoca aumento na resisténcia hidrdulica para o fluxo de permeado e, consequentemente, o declinio
do fluxo com o tempo, tendo, entdo, uma perda de eficiéncia (VENEZUELA, 2008; VENEZU-
ELA; PEREZ-GUERRERO; FONTES, 2009). Por isso, um melhor conhecimento da formacao
da camada e a deposicdo de particulas na membrana poderia resultar em um uso econdmico da
filtracao tangencial em muitas aplicacdes técnicas. Assim, uma investigacdo minuciosa dos feno-
menos de transporte € necessdria para o melhor entendimento dos mecanismos de transferéncia de
massa presentes no processo. Um estudo intenso no desenvolvimento de ferramentas numéricas,
que sdo capazes de auxiliar no entendimento do fend6meno, vem sendo trabalhado por diversos
pesquisadores (ASADI TASHVIGH; FOULADITAJAR; ZOKAEE ASHTIANI, 2015; DAMAK
et al, 2005; DZHONOVA-ATANASOVA; TSIBRANSKA; PANIOVSKA, 2018; LEE; CLARK,
1997; MIGNARD; GLASS, 2001; PARASYRIS; DISCACCIATT; DAS, 2020; PARIS; GUICHAR-
DON; CHARBIT, 2002; RICHARDSON; NASSEHI, 2003; SILVA; FERREIRA; FONTES, 2011;
VENEZUELA; PEREZ-GUERRERO; FONTES, 2009).

Portanto, o propdsito do presente trabalho € investigar a equacdo de convecgdo-difusdo na
transferéncia de massa na superficie permedvel em escoamentos em tubos permedveis. Para isso,
o nimero adimensional de Sherwood e a espessura da camada de concentracao foram comparados
com correlacoes da literatura.

2 Descricao matematica do modelo de filtracao

Nesta investigacdo € considerado um escoamento incompressivel, isotérmico e completa-
mente desenvolvido em tubo cilindrico com paredes permeaveis.

2.1 Formulacao matematica

A formulacdo matemdtica adimensional analisada é a equagdo de conservacao das espécies
quimicas, representada pela equacdo diferencial de conveccao-difusao (ZEMAN; ZYDNEY, 1996)

dc  d(rc) 110 ( 80)’ 0

”a_z+v dr  Peror FE

z

. . . . : : . . uoR
em que u € a velocidade axial, v € a velocidade radial, ¢ € a concentracdo de soluto, Pe (7) €o

nimero adimensional de Peclet e r e z sdo as coordenadas radial e axial, respectivamente.
Analisou-se a Eq. (1) para dois casos:
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- velocidade radial nula

oc 119/ dc
e ] Phadl P 2
uc’)z Per@r(rar)’ 2
em que
\2
u(r) = 2u0[1 - (E) ], 3)
e up € a velocidade axial de entrada do escoamento e R € o raio do tubo;
- velocidade radial nao nula
dc  9d(rec) 110 oc
had - _ 2|y 4
u6z+v or Perﬁr(rﬁr)’ @

em que as velocidades u e v sdo obtidas da literatura (YUAN; FUNKELSTEIN; BROOKLYN, 1956
apud VENEZUELA; PEREZ-GUERRERO; FONTES, 2009)

Re,, Re?
= |12+ 28 (22 49r2 2 9r4 1 255) 4 (166 — 76012 +825r* — 30075 +75r° —6r7) | (5)

36 10800
1 Re,,
uy = 1 Rew . 83 R 5 +4 Re Z, (6)
- ——+—Re
18 5400 "
u = uuz, (N
2Rew |, 14 Rey 5 o4 5 g  Re 2 4
=- — ="+ ——(=4r"+9r" —=6r’+r°) + 166r° — 380r"+
"= T Re [r o ¥ g (T O =6 ) 4 heng (1668 g

+275r° = 75r° + 15¢7 - rg], ®)

Od P, p . . Vy . , . .
em que Re ) € o numero adimensional de Reynolds e Rew( ) € o nimero adimensional

7

de Reynolds na parede permedvel.

2.2 Camada limite de concentrac¢iao

Na filtracdo tangencial as particulas presentes na corrente de alimentacdo sdo conduzidas
por convecgao para a superficie permedvel, acumulando-se perto dessa regido, até que o equilibrio
entre o fluxo difusivo e convectivo seja atingido. Este actimulo, conhecido como concentragcdo de
polarizacdo, faz com que seja formado um perfil de concentracdo perpendicular a superficie da
membrana, resultando-se em um gradiente de concentra¢ido que provoca uma resisténcia adicional a
transferéncia de massa.

A regidao onde ocorre formacgdo do gradiente de concentragdo de soluto, adjacente a membrana,
varia do valor da concentracao na superficie da membrana, c,,, até a concentracao de alimentacao, c,
cuja distancia entre esses valores € caracterizada como a espessura da camada limite de concentracgao,
definida como 6 (CUNHA, 2014; ZEMAN; ZYDNEY, 1996).
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Figura 1: Espessura da camada limite de concentragdo

Calculo da espessura da camada limite de concentraciao

A espessura da camada limite de concentracdo, 9, é aproximadamente igual a distancia entre a
superficie da membrana e um valor onde a concentracdo € proxima o suficientemente do valor de sua
entrada, de modo que o equilibrio entre os fluxos convectivo e difusivo & atingido quando § < 1073,
assim, seu célculo € dado pela seguinte expressdo (DAMAK et al, 2004)

(CW - CO)
co

5= <1073, 9)

2.3 Numero de Sherwood

Sherwood € um nimero adimensional que quantifica a taxa de transferéncia de massa e é
representado pela razdo de transferéncia de massa convectiva e difusiva

kd
Sh=—, 10
D (10)
em que d é o didmetro do tubo, D o coeficiente de difusividade e k é coeficiente de transferéncia
de massa, o qual é um importante parametro de estudo do processo de filtracio por membranas

(DAMAK et al, 2004; ZEMAN; ZYDNEY, 1996)

_po
or r=R
k=—"—, (11)
Cy — Co
Substituindo-se a Eq. (11) em (10), tem-se
-2R 0
Sh=—2%¢9 (12)
Cw —CoOr|._p
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2.4 Condicoes de fronteira

Como o fluxo € simétrico, entdo, apenas metade do tubo € considerada. As condi¢des
de fronteira para velocidades e concentracdo de soluto na forma adimensional sao definidas por
(DAMAK et al, 2004; GERALDES; SEMIAO; PINHO, 2001)

(1) entrada: um perfil laminar ndo desenvolvido é prescrito

z=0, 0<r<ili, u=1, v =0, c=1; (13)
(11) eixo de simetria: nao hé fluxo de massa passando pela fronteira, portanto

L ou dc
=0, 0<z<—, — =0, =0, —=0; 14
' =R or ’ ar (14)
em que L € o comprimento do tubo permedvel;
(iii ) superficie permedvel: a velocidade axial € nula, a velocidade radial € definida pela velocidade
de permecdo (constante nesse trabalho) e a concentracdo € definida pela equagdo de balango

c ) ‘
de massa, Ns = v,cy — DO_’ em que considera-se nulo o fluxo de soluto através do tubo
r

permeadvel, pois, no estado estaciondrio as particulas sd@o quase 100% rejeitadas pela superficie
permedvel (PAES; SILVA, 2019; RIPPERGER; ALTMANN, 2002)

2 dc

=1, 0 — |
d ReSc or|,_,

IA
N
IA
x|~

15)

, u=20, V="V, CywVyw =

vy . . . . . p . -
em que Sc D ¢ o nimero adimensional de Schmidt e v,, é a velocidade de permeacao

(considerada constante nesse trabalho);

(iv ) saida: o fluxo desenvolvido e a baixa difusividade molecular do soluto permitem a aplicagao
de uma condicao de perfil desenvolvido

ou ov oc
=L, 0<r<i, — =0, — =0, — =0. 16
¢ ’ 0z 0z 0z (16)

3 Discretizacao

As Egs. (2) e (4) juntamente com as condi¢des de fronteiras, Eqs. (13) - (16), foram
discretizadas pela técnica de diferencas finitas em malha computacional co-localizada, utilizando-se
passo 1/2, Az/2 e Ar/2.

O termo difusivo das Eqgs. (2) e (4) foram aproximado por diferencas centrais e os termos
convectivos por diferencas centrais e diferencas atrasadas, respectivamente. As discretizagoes dos
termos convectivos geraram as concentragdes c;y1/2,, Ci—1/2,j € Ci j—1/2, as quais ndo estao definidas
na malha computacional. Para a aproximacdo desses termos, aplicou-se o esquema convectivo
upwind de segunda ordem (FORTUNA, 2000; PAES; SILVA, 2019)
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Figura 2: Malha co-localizada.

3 1 3 1

5Cij = 5Ci-1,j» Uij 2 0 5Ci-1j = 5Ci-2.j» Uij = 0

2 2 2 2

Civ1/2,j = ’ Ci-1/2,j = ’

3 1 0 3 1 0
5Ci+l,j = 5Ci+2,j> Uij < 5Ci.j = 5Ci+l,j, Uij <
2 J 2 J? J 2 J 2 J? J

3 1

5Cij-1 = 5Cij-2 Vij 2 0

Cij-1/2 = : (I7)
3 1

5Cij — 5Cij+l, Vij <0
2 J 2 Jtl> J

Assim, tem-se, na forma discretizada

- equacio de conveccao-difusdo com velocidade radial nula (Eq. (2))

1 1
Cij =g [Ci,j+1(ri,j +rijs1)Az+ ¢ jo1(rij +rij-1)Az+ (deimyj — Ci—2,j)uz], (18)

- equacao de conveccao-difusao com velocidade radial nao nula (Eq. (4))

1 Tijj ¥ lij+1 YV Tij +1ij+l Uui,j
Cij = B, Ci j+1 (AT - E) + ATQ‘,]‘—I + ZTAZ(3Ci—1,j +cizj) | (19)

Per; jAr?’

3u
B = X + (ri,j_l +2r,~,j +rl-,j+1)Aze

~ (ui,j Vi Tt 20 "i,j+1)

Az Ar 2

Os sistemas de equagdes lineares, gerados pelas discretizagoes das Eqgs. (2) e (4), foram resolvidos
pelo método iterativo de Gauss-Seidel.
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Discretizacio do nimero de Sherwood

A Eq. (12) foi discretizada pela técnica de diferencas finitas, com aproximacgdo por diferencas
atrasadas,

Sh— -2R Odc N 2 Ci,j_ci,j—l'

- 20
Cw—CoO0r|_g Cy—1 Ar (20)

4 Resultados e discussoes

Para a andlise da transferéncia de massa na superficie permedvel, resultados numéricos
desse trabalho foram comparados com correlagdes da literatura para o nimero adimensional de
Sherwood e para a espessura da camada de concentracdo. Para as simulagdes utilizou-se L = 0, 0375
meR=0,015m.

4.1 Malha computacional

Com o objetivo de definir uma malha refinada, mas, com baixo custo computacional, si-
mulacOes para diferentes malhas foram realizadas. A Fig. 3 apresenta os perfis de concentracao,
c/cp, proximo a superficie permedvel em funcdo da coordenada axial, z/R, para diferentes malhas
computacionais. Para estas simula¢des foram utilizados Re = 500 e 700; Sc = 500.

(a)
18—| AR R SN N N SN NN TN N AN TR NN SUN NN NN SN N TR S B
1 =+ 730x300 B
1 -+ 1250x500 i
- ; P
L6 1500x600 et
i i =
g 1 = 1600x640 P st i i
g ] 1875x750 i I
= _,r-"'.:-"" B
3 14 el —
9 o -
E n i L
T ofi"
. Vi i
1,2 f,‘, —
4 & L
4 & L
Ar L
'
]._ll T T T T I T T T T | T T T T I T T T T | T T T T I_
0 0,5 1 1,5 2 2,5
z'R

Pode-se notar que a partir da malha 1500 X 600 os resultados numéricos para a concentracao nao
sofrem alteragdes considerdveis, ou seja, um maior refinamento, ndo ird influenciar nos resultados
analisados neste trabalho. Assim, a malha computacional 1500 x 600 é adotada para as proximas
simulagdes.
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(b)
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Figura 3: Concentragdo proxima a superficie permedvel em funcdo da coordenada axial, para
diferentes malhas computacionais: (a) Re = 500 e (b) Re = 700.

4.2 Comparacoes com o numero de Sherwood

Os resultados numéricos para o nimero de Sherwood, Eq. (12), obtidos das simulagdes das
Egs. (2) e (4), foram comparados com as seguintes correlagcdes

* correlacdo de Venezuela (2008): obtida das simula¢cdes com a equacdo de conveccao-difusao
parabdlica (Eq. (4))

Sh =0,7438(ReSc/z)%374(1 + 1751,9133Re™ 121325112695 R2:5607), (1)

 correlacdo de Venezuela (2008): obtida das simulagcdes com a equacdo conveccao-difusao
eliptica (Eq. (4) com a parcela axial difusiva)

Sh =0,9938(ReSc/z)"¥%7(1 +2,8546Re 0 506723 R 111035 (22)
em que 0,005 < Re,, <0,014,200 < Re <700e 800 < Sc < 2500;
* correlacdo de Damak et al (2004): obtida por simulacdes com a equacdo de conveccao-difusao
eliptica e as equacdes de Navier-Stokes
Sh=1,23(ReSc/z)"3(1+0,01Re™ 125105 Re 1132, (23)
emque 0,02 < Re,, <0,3,300 < Re <1000e 600 < Sc < 3200;

* correlacdo de Leveque (ZEMAN; ZYDNEY, 1996): muito utilizada na literatura de membrana
para escoamento laminar, porém, a correlacdo nio foi desenvolvida para filtracdo por mem-
brana, mas para transferéncia de massa em sistemas impermeaveis, entretanto, € interessante
comparar os valores e verificar o efeito da suc¢do da parede,

Sh=1,62(ReSc/z)>. (24)
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Figura 4: Comparagdes dos resultados numéricos de Sherwood com correlagdes da literatura, Egs.
(21) e (22), para Re,, = 0,005, Re = 500 e Sc = 2500: (a) Eq. (2) e (b) Eq. (4).

A Fig. 4 apresenta comparagdes dos resultados numéricos de Sherwood, Eq. (12), obtidos das
simulacdes das Egs. (2) e (4), com a equagdo de convecgao-difusdo parabdlica, Eq. (21), e a equacao
de conveccao-difusdo eliptica, Eq. (22), em fun¢do da coordenada axial, z/R.
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Observa-se que os resultados numéricos da Fig. 4 (a) possuem uma boa concordancia qualitativa
com as correlagdes, porém, quantitativamente o erro relativo médio é de 35% e 46%, para as
simulagdes com as Egs. (21) e (22), respectivamente. Isto pode ser explicado devido a limitacdo da
Eq. (2) que ndo possui a parcela convectiva radial e o termo axial difusivo. Na Fig. 4 (b), pode-se
observar que os resultados possuem uma boa concordincia qualitativa e quantitativa, em especial,
para a comparacao dos resultados da Eq. (4) com a Eq. (21), em que o erro relativo médio € de 4%,
enquanto que a comparacio dos resultados da Eq. (4) com a Eq. (22) o erro relativo médio € de
13%.

(a)

IEDD _| 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I_

1 —- Solugio Numérica - Eq. (2) -
1o+ — Eq. (23) C
300 — -
= 600 - -
400 — -
200 — -
0 -

5

(b)

IDDD _| 1 1 1 1 I 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 -

1 -- Solugdo Numérica - Eq. (4) -

a0 — Eaq (23) i

600 — -

‘—:Q . -
00 — -

200 — -

D _l T T T T I T T T T | T T T T | T T T T I T T T T |_

0 05 1 13 2 25

zZ'R

Figura 5: Comparagdes dos resultados numéricos de Sherwood com a correlacao da literatura, Eq.
(23), para Re,, = 0,02, Re =500 e Sc = 1500: (a) Eq. (2) e (b) Eq. (4).

A Fig. 5 apresenta comparagdes dos resultados numéricos de Sherwood com a Eq. (23), em
funcdo da coordenada axial, z/R. Nota-se na Fig. 5 (a) que os resultados apresentam uma boa
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concordancia qualitativa, porém, com um erro médio de 31%. Este erro também pode ser explicado
devido a Eq. (2) ser simplificada quando comparada com a equacdo de concentracdo utilizada por
Damak et al (2004) (equacdo de convecgao-difusdo eliptica). J4 para a comparagdo da correlagdao
com Eq. (4), Fig. 5 (b), houve uma boa concordancia com erro relativo médio de 2%.
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Figura 6: Comparagdes dos resultados numéricos de Sherwood com a Eq. (24) para Re = 1000 e
Sc =1500: (a) Eq. (2) e (b) Eq. (4).

Com o objetivo de avaliar a suc¢@o na parede permedvel, apresenta-se na Fig. 6 a comparagao dos
resultados numéricos de Sherwood com a Eq. (24), em fung¢ao da coordenada axial, z/R, para dois
diferentes Re,,. Observa-se na Fig. 6 que para baixos valores de Re,, a comparacio dos resultados
numéricos de Sherwood com os resultados da correlacao de Leveque, Eq. (24), apresentam uma boa
concordancia, sendo que para a Eq. (2) (Fig. 6 (a)) o erro relativo médio € de 10% com Re,, = 0,02
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e para a Eq. (4) (Fig. 6 (b)) o erro relativo médio € de 9% com Re,, = 0,05. Isto é explicado
pelo fato de que, como mencionado anteriormente, a correlacdo de Leveque foi desenvolvida para
transferéncia de massa em sistemas impermedveis, logo para baixos valores de Re,,, tem-se pouca
transferéncia de massa na parede, ou seja, tem-se o comportamento do escoamento proximo ao
de uma parede impermedvel. Ja para os resultados numéricos para Re,, = 0,15, tem-se uma
discrepancia nos valores de Sherwood, quando comparados com os resultados da correlagcao da Eq.
(24), pois, nesse caso a transferéncia de massa € maior.

4.3 Comparacoes com a espessura da camada de concentracao

Osresultados numéricos da espessura da camada de concentracdo, Eq. (9), foram comparados
com a correlacdo da literatura (VENEZUELA; PEREZ-GUERRERO; FONTES, 2009)

1
s=1-

R, (25)

13t
l+|=——F—
(RReScReW)

em que e ¢ € uma taxa assintotica, com os seguintes limites: 0 < ¢ < 1.

As Figs. 7 e 8 apresentam comparagdes dos resultados numéricos da espessura da camada de
concentracdo, Eq. (9), obtidos das simulacdes com as Eqgs. (2) e (4), respectivamente, com a
Eq. (25) em funcdo da coordenada axial, z/R. Observa-se uma boa concordancia qualitativa e
quantitativa, com melhor resultado para a simulacdo com a Eq. (4) com erro relativo médio de 5%,
enquanto que para a simulacdo com a Eq. (2) o erro relativo médio foi de 9%.

D,DDD? _I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I
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Figura 7: Comparacdo dos resultados numéricos da espessura da camada limite de concentragao,
obtidos pelas Egs. (2) e (9), com a Eq. (25), para Rew = 0,011, Re =700, Sc = 2500, e ¢ =0, 4.
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Figura 8: Comparacao dos resultados numéricos da espessura da camada limite de concentragdo,
obtidos pelas Egs. (4) e (9), com a Eq. (25), para Rew = 0,005, Re = 500, Sc = 1650,e ¢ =0, 2.

5 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo estudar o desempenho da equacao de convecgao-difusio na
transferéncia de massa na superficie permedvel, em problemas de escoamentos em tubos permeaveis.
Para isso, considerou-se dois casos: equacao de convec¢ao-difusao com as parcelas convectivas axial
e radial e equagdo de convecgao-difusdo com parcela convectiva radial desprezada.

As equacgdes foram discretizadas pela técnica de diferencas finitas e tiveram seus termos con-
vectivos aproximados pelo esquema upwind de segunda ordem. Os resultados numéricos foram
verificados com as comparacdes do nimero adimensional de Sherwood e da espessura da camada
limite de concentragdo com correlacoes da literatura.

As comparagdes do niimero de Sherwood com as correlacdes de Venezuela (2008) e Damak et
al (2004), apresentaram uma boa concordancia qualitativa para ambos equacionamentos. Porém,
quantitativamente s6 obteve-se bons resultados com a comparacdo com a Eq. (4).

Observou-se, para valores baixos de Re,,, uma concordancia qualitativa e quantitativa dos
resultados numéricos do nimero de Sherwood com a correlacao de Leveque (ZEMAN; ZYDNEY,
1996), a qual foi formulada para escoamentos em sistemas impermeaveis. Isso se deve ao fato que
para valores baixos de Re,,, tem-se velocidade de permea¢do menor e, consequentemente, menor
transferéncia de massa, ou seja, um comportamento semelhante ao de uma parede com pouca ou
sem permeabilidade.

Por fim, as comparagdes da espessura da camada limite de concentragdo, com a formulacao
matematica definida por Venezuela, Pérez-Guerrero e Fontes (2009), apresentaram boa concordancia
qualitativa e quantitativa para ambas equacdes (Egs. (2), (4)), porém, a Eq. (4) apresentou melhor
desempenho.

Portanto, conclui-se que a modelagem utilizando a Eq. (4) produziu resultados numéricos
consistentes com a fisica do problema e comportamentos compativeis com a tendéncia geral da
literatura. Recomenda-se, para trabalho futuro, a simulagdo numérica com um equacionamento
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considerando a parcela axial difusiva na equagdo de convecgao-difusao.
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