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Uma extensao dos octonios de Padovan para
inteiros nao positivos

An extension of Padovan’s octonions to non-positive integers

Resumo

O presente trabalho realiza uma extensao para os nimeros in-
teiros nao positivos, dos termos da sequéncia de Padovan em
oito dimensodes, sendo entdo denominados de octdonios de Pa-
dovan. Contudo, diante das defini¢des dos octonios, € entdo re-
alizada uma extensdo desses nimeros, obtendo assim algumas
propriedades e teoremas matemadticos, tais como: fungdo gera-
dora, representacido da matriz geradora, dentre outras. Logo,
observa-se o seu processo de complexificacdo, ressaltando uma
construgdo evolutiva da sequéncia de Padovan.
Palavras-chave: Extensdao. Octdnios de Padovan. Sequéncia
de Padovan.

Abstract

The present work extends to of non-positive integers, the terms
of the Padovan sequence in eight dimensions, being then cal-
led Padovan octonions. However, given the definitions of the
octonions, an extension of these numbers is then performed,
thus obtaining some properties and mathematical theorems,
such as: generating function, representation of the generating
matrix, among others. Therefore, its complexification process
is observed, emphasizing an evolutionary construction of the
Padovan sequence.

Keywords: Extension. Octonions of Padovan. Padovan se-
quence.
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1 Introducao

O estudo de sequéncias numéricas em assuntos referentes ao contetido matematico de algebra
real de divisdo normativa, tem se tornado um atrativo para muitos pesquisadores. Diante disso,
podemos considerar o trabalho de Karatas e Halici [1], em que relata estudos sobre as divisdes por
zero na dlgebra de dezesseis dimensdes, definindo entao somente os octonios em 1845.

Os octonios podem ser definidos como octetos de nimeros reais e, possuem propriedades
nao comutativas, nao-associativa e normatizada [2]. Com base na dlgebra dos quatérnios, em
que H = {ag + aji + arj + azk | 2 = j2 = k2 = -1,ijk = —1,a9,a1,a>,a3 € R}, € entdo
estabelecida a dlgebra dos octonios O, numa base natural no espago sobre R formado pelos elementos:
eo = l,e; =i,ep = j,e3 = k,eq = e,es =ie,eq = je,e; = ke e a multiplicacdo desses nimeros é
mostrada na Tabela 1.

Tabela 1: Tabela de multiplicagdo dos octonios de O.

1 €1 € €3 €4 €5 €6 €7
1 1 €1 € €3 €4 €5 €6 €7
er e | -1 |e3 |-ex|es | -e4|-e7 | €g
er|ex|-e3|-1 |e |eg |e7 | -e4 | -e;5
es|es|e |-e |-1 |e7 |-e¢|e5 | -es
eq | €4 | 5| -6 |-€7|-1 | e |e |es
€5 | €5 | €4 -€7 | €6 -€1 -1 -€3 | €2
€6 | €6 | €7 €4 -€5 | €2 | €3 -1 -€1
€7 1€7 | -€6 | €5 €4 -€3 | -€2 | €1 -1
Fonte: KECILIOGLU E AKKUS [3].

Com isso, os octonios utilizam a seguinte notagao:

7
p= Z PsCs,
p=0

em que p; € o coeficiente real, com p € O, escrito na forma p = Re(p) + Im(p), onde Re(p) = po
representando a parte real e, Im(p) = ZZ:1 ps€s representando a parte imagindria.

A vista disso, iremos abordar neste trabalho, os octdnios aplicados 2 sequéncia de Padovan, uma
sequéncia numérica e de ndmeros inteiros, pouco estudada na literatura de matemética pura e na
drea de ensino.

A sequéncia de Padovan a qual o nome foi atribuido em homenagem ao arquiteto italiano
Richard Padovan (1935 -), nascido na cidade de Padua [4,5,6,7]. Sendo entdo uma sequéncia linear
e recorrente, de terceira ordem e apresentando os seus termos apenas nimeros inteiros, cujos valores
iniciais sdo definidos como Py = P; = P, = 1 e a sua relacdo de recorréncia dada por:

Pn:Pn—2+Pn—3’

com n > 3. Os primeiros valores de P, sao 1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, .. ..
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Assim, nas proximas secoes € realizado um estudo, referente a extensao dos octonios de Padovan,
fundamentada no trabalho de Tasyurdu e Akpinar [8], em que trata da definicdo dos octdnios de
Padovan, retratando algumas propriedades e teoremas mateméticos.

Definicao 1. Para todon > 0 e n € N, a formula de recorréncia dos octonios de Padovan para
indice inteiro positivo, com os valores iniciais OPy = 1 +i + j + 2k + 2e + 3ie + 4je + Ske,
OP; =1+i+2j+2k+3e+4ie+5je+7Tkee OP, = 1+2i+2j+3k+4e+5ie+7je+9ke, é dada
por:

OP, =0P,» +OP, 3.

Assim, pode-se perceber que a partir do trabalho de Tasci [9], em que trata dos quaternions de
Padovan, foi possivel chegar aos octonios. De posse dessas definicdes, serdo discutidas algumas
propriedades inerentes a esse processo de extensdo, tratando assim da fungdo geradora, matriz
geradora e outros teoremas.

2 Os octonios de Padovan para indices inteiros nao positivos

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros ndo positivos dos
octonios de Padovan, com base na sua defini¢do, realizada no trabalho de Tasyurdu e Akpinar [8], e
no estudo de Tasci [9] para os quaternions de Padovan.

Definicao 2. Para todo n > 0 e n € N, a formula de recorréncia dos octonios de Padovan para
indice inteiro ndo positivo, com os valores iniciais OP_; = i + j + k + 2e + 2ie + 3je + 4ke,
OP,=1+j+k+e+2ie+2je+3keeOP_3=i+k+e+ie+2je+2ke, édada por:

OP_, =0P_p3—OP_yy;.

Definicao 3. Para todon > 0 e n € N, o octonion de Padovan, para indice inteiro ndo positivo, é
definido pela equacao:

7
OP_, = Zp—mses-
s=0

Assim, temos os primeiros valores dos octonios de Padovan para indice inteiro ndo positivo,
expressos na Tabela 2.

Tabela 2: Primeiros termos dos octonios de Padovan para indice inteiro ndo positivo.

OP_y |i+j+k+2e+2ie+3je+4dke

OP_, | 1+j+k+e+2ie+2je+3ke

OP_3 |i+k+e+ie+2je+2ke

OP_4 | j+e+ie+ je+2ke

OP_s | 1+k+ie+ je+ke

OP_¢ | -1+i+e+ je+ke

Fonte: Elaborado pelos autores.

Com base no trabalho [10], podemos estabelecer o teorema da funcio geradora dos octonios de
Padovan, para os niimeros inteiros nao positivo.
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Teorema 4. A funcdo geradora dos octonios de Padovan para indice inteiro ndo positivo, é expressa
por:

7 7 7
—(D Pses) = (O (Py+ Psi)e)x = () (Psa + Po1)eg)x
s=0 s=0

g(OP_,.x) = —=

x3-x-1

Demonstracdo. Realizando a multiplicacdo da funcdo por x e x>, tem-se que:

g(OP_u) = > OP_yx" = OPg+ OP_1x + OP x> + ...+ OP_x"+ ... (1)
n=0

xg(OP_p,x) = OPox + OP_1x> + OP_ox> + ...+ OP_,_1x" + ... )

x2g(OP_y,x) = OPox> + OP_1x> + OP_ox* + ...+ OP_ox" + . .. (3)

23g(OP_,,x) = OPpx> + OP_1x* + OP_ox® + ...+ OP_,_3x" + . .. 4)

Baseado nas Equacgdes vistas acima, podemos realizar a operacao 4-(3+2), tem-se que:

(x> =x=1)g(OP_,,x) =—OPy — (OPy+ OP_)x — (OP_» + OP_))x*
+(OPy—OP_,—OP_3)x>+ ...+ (OP_,_3—OP_, —OP_,_)x" + ...

Considerando a formula de recorréncia (Definicao 3), pode-se obter:

(x> —=x—1)g(OP_y,x) = —OPy — (OPy + OP_;)x — (OP_» + OP_;)x*

7 7 7
~(Q Pyes) = (O (Py+ Piie)x = (Y (P + Poi)eg)x
s=0 s=0

s=0
g(OP—n’ )C) =

x3-x-1
)

Algumas propriedades inerentes aos octonios de Padovan com indice inteiro ndo positivo, serao
analisadas a seguir.

Teorema 5. A soma dos termos com indice inteiro ndo positivo dos octonios de Padovan, sdo
expressos por:

n 7
Z OP—m = 0P—n+3 + 0P—n+2 + (Z(Ps+l + Ps+2)es)-

m=1 s=0

Demonstragdo. Utilizando a relagdo de recorréncia dos octonios de Padovan, com n € N, tem-se
que:

OP_, =0P_y13—0OP_y;,. (5
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Assim, avaliando a relagdo dada na Equacgdo 5, em valores de n, obtemos:

OP_1 =0P, - 0Py
OP_,=0P,-0P_,
OP_3=0Py—-0P_,
OP_4=0P_; -0OP_3

OP_, 3=0P_,—0OP_,»

OP_;, 2 =0P_y41 —OP_;4

OP_y-1 =OP_;42 —OP_,
OP_, =0P_p13 = OP_py;.

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

n
Z OP_,, =OP_,.3+OP_,.»+OP>+OP;. (6)

m=1

Considerando os valores iniciais através da Defini¢do 3, conclui-se que:

n 7
Z OP_, =0OP_p;3+0P_,p + (Z(P_Hl + Ps+2)es)'

m=1 s=0

O

Teorema 6. A soma dos termos pares, com indice inteiro ndo positivo, dos octénios de Padovan é:

n

7
D OP 2y = 0Py = (. Puney).

m=1 s=0

Demonstracdo. Utilizando a recorréncia OP_,, = OP_,,3 — OP_,,, observa-se que

OP_,=0P;-0P_;
OP_4=0P_ —0OP_
OP_¢=0P_3—-0P_;

OP_2,-2=0P_ 2441 —OP_1
OP_2, = OP_2y43 — OP_41.

Com isso, tem-se que:

n
Z OP_2, = OP_2443+ 0Py

m=1

7
= 0Py = OP 253+ () Pyiiey).
s=0
O
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Teorema 7. O somatorio dos niimeros de indices impares, para os niimeros inteiros ndo positivo,
dos octonios de Padovan, sdo expressos por:

n 7
Z OP 21 =OP g0 + (Z Pyioey).
m=1 =0

Demonstracdo. De modo andlogo como realizado para a demonstragdo dos teoremas anteriores,
pode-se facilmente validar também este teorema, realizando os cancelamentos sucessivos das ope-
racoes algébricas. O

3 As matrizes inversas dos octonios de Padovan

Para analisar as matrizes geradoras dos octonios de Padovan para indice inteiro ndo positivo,
calcula-se a inversa da forma matricial de Padovan unidimensional, denominada de matriz base Q,
com base no trabalho de Sokhuma [11].

Teorema 8. A matriz geradora de Padovan, para n € N, é dada por [11]:

n

010 Pn—2 Pn—3 Pn—4
Q"=1|1 0 1| =|Py-1 Py Pp3|,paratodon > 5. (7
1 00 Py3 Pyy4 Pus

Assim, tem-se que ¢é calculada a inversa da matriz geradora de Padovan (Teorema 8), obtendo:

n

1 P—n—2 P—n—3 P—n—4
0 =|P-p-1 Py P3|, (8)
-1 P_y3 P_yg P_ys

0=0"=

S = O

0
0
1

Logo, para obtermos a forma matricial dos octonions de Padovan, € realizada a multiplicacdo da
OP_, OP_3 OP_y4
matriz o pelo vetor |OP_;y OP_; OP_3]|.
OP_3 OP_4 OP_;

Teorema 9. Paran > 0 e n € N, a matriz geradora dos octonios de Padovan, com indice inteiro
ndo positivo, é dada por:

n

OP_, OP_3; OP_4 [0 0
0.|OP_; OP_, OP_3|=|1 0
OP_3 OP_4 OPs| [0 1

11" [oP., OP; OP_,

0 OP_1 OP_, OP_; )
-1 |OP_-3 OP_4 OP_s

-OP—n—2 OP_, 3 OP_,_4

= |oP_,., OP_,.» OP_,_3|. (10)
_OP—n—3 OP_;—4 OP_s

Demonstracdo. Pelo principio da indugao finita, tem-se que:
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Paran = 1, tem-se:

OP_, OP_3 OP_4
O. OP_1 OP_2 OP_3
OP_ 3 OP_4 OP_;5

0 0 1][OoP., OPs OP_4
1 0 0||lOP., OP_, OP_;
0 1 -1]|OP_3 OP_4 OP_s

OP_; OP_4 OP_;

= OP_, OP_3 OoP_y4
_OP_l—OP_3 OP_,—-0P_4 OP_3—-0P_;
[OP_; OP_, OP_s

=|0OP_y OP_3 OP_4].

_OP_4 OP_s; OP_g

Assim, a igualdade € vélida.
Supondo que seja valido para qualquer n = k, k € N, tem-se:

OP_, OP_; 0P| [0 0 11[oP, oPs 0P

oloP_, oP,, oPs|=|1 0 0| |oP., OP_, OP_;
OP_3; OP_4 OPs| |0 1 -1| |OP_5 OP.y OP_s

—P—n—Z Py 3 P_y4||OP, OP_3 OP_4
=|P-p-1 P-p-2 P3| |OP-1 OP, OP_;
| P-yn-3 P-p-a P_ys5||OP-3 OP_4 OP_s
[OP_» OP_x3 OP_j_4
=|OP_jp—-1 OP_jp_p OP_;_3].
[OP_¢-3 OP_j-4 OP_j_s

Agora, verificando que seja valido paran = k + 1, tem-se:

OP., OP oP4] [o o 11°[0 0 1][oP,, OP; 0P,

otlopP., oP, oPs|=|1 0 O| |l O O||OP.,, OP., OP_;
OP_3; OP_4 OPs| [0 1 -1| [0 1 -1||OP3 OP_4 OP_s

Pxo P_y3 P[0 0 1][OP., OP3z OP_,
=|P_y.1 P_x_» P_xz||l O O||OP., OP_, OP_;
_P_k_3 P_k_4 P_k_5_ 0 1 -1 OP_3 OP_4 OP_5

[P_t—3 P_xs P_y_s|[OP_, OP_3 OP_4
=|P-k-2 P-k-3 P_p4||OP-y OP_, OP_3
| P_k—a P_g-5s P_xq||OP-3 OP_4 OP_s
[OP__3 OP_y_4 OP_;_s
=|OP_p_p OP_j_3 OP_j_4].
|OP_¢-4 OP_j—5 OP_j¢

O

Existem ainda outras cinco matrizes geradoras para a extensdao dos octonios de Padovan, to-
talizando seis matrizes geradoras vélidas. Assim, a partir da matriz abaixo (Equagdo 11), s@o
permutadas as linhas e colunas, simultaneamente, e multiplicada pelo mesmo vetor do Teorema 8.

0 1 0 " Py Pyyg Py
0 -1 1| =|P_p-3 P_p—5s P_,_4|,paratodon > 0. (11)
I 0 0 Py P—n—3 P_p»
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4 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos a extensdo dos octonios de Padovan para os niimeros inteiros,
bem como a funcdo geradora, matriz geradora e algumas propriedades desses nimeros. Assim,
em estudos futuros, planejamos examinar as aplicacdes dos octdonios de Padovan e seus principais
recursos, ressaltando a sua importancia na fisica quantica, matematica aplicada e teoria dos grafos.
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