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O planimetro polar de Amsler no ensino de
geometria

Amsler’s polar planimeter in geometry teaching

Resumo

E notéria a preocupacio de muitos professores em se introduzir
instrumentos diferentes dos habituais nas aulas de Matematica,
de se utilizar objetos palpaveis que os auxiliem no processo
de ensino-aprendizagem e que se tenha como objetivo produzir
prazer no ato de sua execugdo. De tal forma, abordamos o fun-
cionamento do Planimetro Polar de Compensacdo e sua utili-
zacdo como meio facilitador da aprendizagem de Geometria na
Matematica do Ensino Médio. Visamos analisar o tema, elabo-
rar estratégias para tornar o processo de ensino-aprendizagem
da Matematica mais dindmico propondo o uso do Planimetro
Polar em sala de aula, o que pode ajudar o docente a ensinar
Matematica para os estudantes secundaristas. Apresentamos,
também, uma revisao de literatura de pesquisas a respeito da
histéria, do funcionamento e utiliza¢io do instrumento. Dessa
forma, o tema € bastante desafiador e importante para o ensino
da Matemdtica. E uma necessidade que deve ser trabalhada
0 quanto antes para que o processo ensino-aprendizagem da
disciplina seja melhorado cada vez mais.

Palavras-chave: = Geometria. Planimetro. Ensino-
aprendizagem.

Abstract

It is well known that many teachers are concerned with intro-
ducing instruments that are different from the usual ones in
mathematics classes, with the use of palpable objects that help
them in the teaching-learning process and that aim to produce
pleasure in the act of its execution. In such a way, we appro-
ach the operation of the Polar Compensation Planimeter and
its use as a facilitator of the learning of Geometry in High
School Mathematics. We aim to analyze the theme, develop
strategies to make the mathematics teaching-learning process
more dynamic by proposing the use of the Polar Planimeter in
the classroom, which can help the teacher to teach Mathema-
tics to high school students. We also present a review of the
research literature regarding the history, functioning and use of
the instrument. Thus, the theme is quite challenging and im-
portant for the teaching of Mathematics. It is a need that must
be addressed as soon as possible so that the teaching-learning
process of the discipline is improved more and more.
Keywords: Geometry. Planimeter. Teaching-learning.
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1 Introducao

Este trabalho visa mostrar que o Planimetro Polar pode ser utilizado como instrumento para
diferentes niveis de ensino da Matematica, aprofundando ainda mais o conhecimento pratico-tedrico
de Geometria. O Planimetro, hodiernamente, € usado em vdrios cursos do Ensino Superior e
pretendemos, com este trabalho, estender sua utilizacdo para o Ensino Médio.

Geralmente, as aulas de Matematica do Ensino Médio sdo ministradas utilizando-se como
instrumentos apenas o livro didatico, quadro e pincel (ou giz), porém, discute-se muito a necessidade
de se mudar a forma de ensinar. Segundo [1] “cabe a Matemadtica do Ensino Médio apresentar ao
aluno o conhecimento de novas informagdes e instrumentos necessdrios para que seja possivel a
ele continuar aprendendo”. Dessa forma, cabe a nés professores, a proposicao de novos métodos
de aprendizagem ativa, em que os alunos deixem de ser pacientes do processo educacional e se
tornem protagonistas do mesmo, de maneira que se tenha a certeza de que o conhecimento foi de
fato absorvido e, até mesmo, composto pelos alunos. Além disso, quer-se educar para a iniciativa,
pois a cidadania que pretende-se construir implica participacdo e nao se realiza na passividade.

Neste trabalho propomos alguns problemas que visam facilitar e/ou melhorar o ensino de Geome-
tria, em concordancia com os fatos supracitados, através do uso do Planimetro. Essas recomendacoes
sdo reforcadas:

Nao somente em Matemdtica, [...] a resolu¢do de problemas € uma importante
estratégia de ensino. Os alunos, confrontados com situagdes-problema, novas
mas compativeis com 0s instrumentos que ja possuem ou que possam adquirir no
processo, aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando etapas,
estabelecendo relacdes, verificando regularidades, fazendo uso dos préprios erros
cometidos para buscar novas alternativas; adquirem espirito de pesquisa, apren-
dendo a consultar, a experimentar, a organizar dados, a sistematizar resultados,
a validar solugdes; desenvolvem sua capacidade de raciocinio, adquirem auto-
confianca e sentido de responsabilidade; e, finalmente, ampliam sua autonomia e
capacidade de comunicacio e de argumentacdo. [1]

Portanto, o uso adequado do Planimetro Polar podera facilitar a solu¢ao de alguns problemas de
Matemitica, fazendo com que o leitor tenha uma interessante alfabetizacao cientifico-tecnolégica.

Esse artigo estd dividido em cinco se¢Oes. Além desta introducdo, as demais se¢des estao dis-
postas da seguinte forma: Na se¢do 2 mostraremos parte da histéria do instrumento, apresentaremos
o modelo de Planimetro Polar com o qual trabalharemos, identificaremos cada uma de suas partes e,
em seguida, veremos como manused-lo corretamente. Na se¢do 3 mostraremos o teorema de Green
e sua aplicac@o como principio do funcionamento do Planimetro. Na quarta se¢do falaremos sobre
as escolhas feitas nas aulas e sobre a introdu¢do do uso instrumento na sala de aula e e finalmente
na sessao 5 as discussoes e conclusdes baseadas nos resultados sdo apresentadas.

Esperamos que a leitura seja agraddvel e que o leitor possa desfrutar de um conjunto enorme de
conhecimentos, utilizando uma ferramenta muito simples de manusear.

2 O planimetro

O Planimetro Polar de Compensacdo, ou simplesmente Planimetro, € um instrumento dptico,
criado por volta de 1854 pelo sui¢o Jakob Amsler, usado para a determinacao de dreas de superficies
planas limitadas quaisquer, tomando como base o contorno que a delimita. O aparelho € bastante
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utilizado em varios cursos do Ensino Superior, tais como as Engenharias, Cartografia, Arquitetura,
Desenho Técnico, Geografia, Geologia, Medicina, entre outros.

Figura 1: Esquema de uso de um Planimetro.
Fonte: Autores

Ao imaginarmos a imensa dificuldade que temos em calcular dreas de regides irregulares notamos
0 quao interessante € o instrumento. De acordo com essa importincia notdria, veremos, ao longo de
nosso trabalho, como € possivel o instrumento calcular a drea de uma superficie apenas percorrendo
seu contorno delimitador. Apesar da simplicidade aparente do Planimetro, o mesmo faz célculos de
algumas integrais de superficies, nem tdao simples, para a determinacao de dreas.

2.1 Historia

Historicamente, a inven¢do do Planimetro deu-se a necessidade, no inicio do século XIX, de
se obter a drea de figuras planas fechadas de tragado irregular. Com isso, surgiram véarios projetos
de instrumentos com a tentativa de se ter um resultado com uma certa precisdao. Citaremos, aqui,
alguns dos principais e mais relevantes trabalhos para a historia.

O primeiro projeto que se tem noticia foi criado por Johann Martin Hermann em 1814 e
construido em 1917. Chamado de Planimetro de Cone, o projeto tinha um cone girando através
de um rolamento e consistia em uma integral definida onde a velocidade de rotacdo do cone era
diretamente proporcional a medida de y, conforme a Figura 2 abaixo.
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Figura 2: Esquema do projeto de Hermann.
Fonte: [2]

Outro projeto, o Planimetro Rotacional, foi elaborado em 1855 por James Clerk Maxwell. O
Planimetro de Maxwell (Figura 3), consiste em uma esfera mével que rola de forma tangente a
um hemisfério fixo de mesmo raio a medida que o tracador percorre o contorno da figura. Os
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procedimentos para uso e outros detalhes podem ser encontrados no trabalho do inventor, intitulado
“Description of a New Form of Platometer, an Instrument for measuring the Areas of Plane Figures
drawn on Paper” (Maxwell’s Collected Papers, v. I, p. 230), apud [2].

Figura 3: Planimetro de Maxwell.
Fonte: [2]

Por volta de 1875, foi inventado o Planimetro de Prytz, como uma alternativa ao Planimetro de J.
Amsler. Também de uso simples, o “Planimetro de Haste”, como fora batizado por Prytz, consistia
em uma haste com duas curvas que formavam angulos retos, onde uma das pontas era a tragcadora T
(Figura 4).

Q T

Figura 4: Planimetro de Prytz.
Fonte: [3]

Ja em 1854, Jakob Amsler inventou o Planimetro Polar Mecanico (pré-computador analégico),
o que o faria ser conhecido mundialmente (Figura 5(a)). Anteriormente a criacdo de J. Amsler,
os equipamentos ndo eram muito eficazes, pois tinham uma utilizagdo pouco prética e, alguns,
eram até imprecisos. Posteriormente, surgiram os Planimetros Digitais (Figura 5(b)), que s@ao um
aperfeicoamento do Planimetro de Amsler, com 0 mesmo principio de funcionamento e que sao os
mais utilizados nos dias de hoje devido a facilidade de leitura do resultado.

Além desses modelos, existem também os Planimetros de Uma S6 Unidade, de Unidades Dife-
rentes, de Becker, Pantografico, Ortogonal, de Carrinho, Linear, entre outros.
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(a) Planimetro com leitura mecanica (b) Planimetro com leitura digital

Figura 5: Planimetros de Amsler.
Fonte: [4], [5]

2.2 Composicao do planimetro

Para comecarmos a utilizar o Planimetro, precisamos identificar suas partes e entender como €
feita a leitura do contador e, assim, manused-lo corretamente.

O Planimetro que trabalharemos € o Planimetro Polar de Compensacdo com leitura mecanica da
fabricante Zero Setting (Figura 5(a)), formado por duas hastes metélicas, denominadas haste polar
e haste tracadora ou principal, unidas a um receptaculo por uma de suas pontas formando, assim,
um angulo entre elas que pode variar de 0 a 180 graus.

Na haste polar hd o pdlo, em uma ponta, que consiste em uma agulha sob um peso, para ser
fixada em uma superficie plana e, na outra ponta, um pino para uni-la ao receptiaculo. O pélo € o
eixo em torno do qual o aparelho serd girado.

A haste tracadora exibe tracos numerados, distantes 1mm um do outro, para colocacao no
receptaculo de acordo com a escala trabalhada e contém, em sua ponta mdvel, o tracador que possui
uma lente circular com um ponto marcado no seu centro para uma melhor visualizacio do trajeto a
ser percorrido pelo mesmo.

O receptaculo (Figura 6) € uma caixa metdlica no formato de um prisma retangular que contém
uma fenda pela qual passa a haste tragadora; uma pequena cavidade onde € encaixado o pino da
haste polar; um vernier para o ajuste do coeficiente de calibragem; um pino de zeragem do contador
€ uma peca para o travamento da haste tracadora.

TRAVA DISCO CONTADOR
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Figura 6: Receptéculo.
Fonte: [6]
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Além disso, no receptdculo hd, também, os elementos de registro que sdo: um tambor cilindrico,
chamado de integrante, que gira perpendicularmente a haste tracadora e um disco contador ligado
ao eixo de rotacdo do integrante, que indica a quantidade de voltas que ele d4 quando a ponta mével
do instrumento se desloca sobre a superficie. O disco contador, que € dividido em 10 unidades,
avanc¢a uma unidade a cada volta completa do integrante. Quando o tragador € deslocado sobre uma
curva plana fechada, o contador calculard a 4drea delimitada por ela.

Para calcular a 4rea delimitada por uma curva plana através de um Planimetro tem-se uma melhor
precisao do resultado obtido se a folha contendo a curva a ser medida estiver fixada a uma mesa
plana horizontal, preferencialmente, com uma fita adesiva para que a mesma ndo escorregue sobre
a mesa. Além disso, para um melhor rigor, recomenda-se que seja feita mais de uma leitura.

2.3 Como utilizar o planimetro

Ap6s o Planimetro montado e a folha fixada, inicia-se a medicao de acordo com as etapas a
seguir:

1. Escolha e marque um ponto sobre a curva limitadora da figura para iniciar a medi¢ao;
2. Coloque o ponto central da lupa da haste tragadora sobre o ponto escolhido no item anterior;

3. Fixe aagulha do pélo da haste polar em um ponto qualquer da mesa que seja, preferencialmente,
fora da superficie a ser percorrida de forma que o tracador consiga percorrer todo seu perimetro;

4. Zere o contador apertando o pino de zeragem do mesmo ou anote o valor da leitura inicial do
contador, nesse caso, o resultado final serd a subtracdo da leitura final pela leitura inicial;

5. Percorra o tragador ao longo do perimetro da figura, no sentido horario, até retornar a sua
posic¢ao inicial.

Quando a figura for muito grande e o tragador do Planimetro ndo conseguir percorrer todo seu
perimetro, a mesma poderd ser subdividida em duas ou mais figuras e, assim, a drea total serd a
soma das dreas de todas as subdivisoes.

A precisdo dos resultados dos cdlculos de areas obtidos através do Planimetro € enorme, porém,
para uma maior eficicia € necessdrio que se tenha uma operacao regular e rigorosa, evitando-se ao
maximo erros na movimentagao do tragador sobre a curva delimitadora da regido. Além disso, tem-
se um aumento considerdvel na precisdo do Planimetro quando se faz o célculo para dreas maiores,
chegando em torno de 0, 15% de erro relativo, como indica [6], uma vez que a drea da regido a ser
medida pelo Planimetro e o erro relativo sdo inversamente proporcionais. Porém, é recomenddvel
que o uso do Planimetro em trabalhos nos quais se requeira uma maior precisdo seja feito apenas
para comparacao de resultados com outros obtidos por meios superiores, analiticamente.

Finalizada a contagem, parte-se para o procedimento de leitura, que € dividido em etapas, andlogo
ao de um paquimetro. A leitura do resultado obtido no contador € feita observando quatro leituras
(digitos).

O primeiro digito € a leitura direta do algarismo indicado no disco contador do nimero de voltas
do integrante; o segundo digito € o ndmero indicado no tambor que coincide com o zero da escala
fixa; o terceiro digito € a fragdo decimal indicada no tambor que coincide com o zero da escala fixae
o quarto digito € a fracdo que € observada analisando-se qual marcagdo do integrante coincide com
uma marcacao da escala fixa. Caso em alguma das leituras a indicacdo do algarismo fique entre dois
algarismos, o escolhido serd sempre o menor entre eles.
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Cada Planimetro tem um nimero de cadastro com sua devida constante de calibragem, fornecida
pelo fabricante e geralmente mostrados em uma tabela fixada no estojo do mesmo (Figura 7).

Figura 7: Tabela com as constantes de calibragem.
Fonte: Autores

A constante de calibragem serve para determinarmos a posi¢do da haste tracejadada no recepta-
culo de acordo com a escala a ser utilizada. Para isso, basta observar o valor desejado da constante
de calibragem, indicado na tabela, na haste tracejada e iguald-lo a ponta da barra de ajuste do
coeficiente de calibragem fixada na caixa. A calibragem também pode ser feita sem a utilizagcdo
da tabela contida no estojo fazendo-se, apenas, alguns testes de comparagao dos resultados obtidos
com o Planimetro em 4reas de figuras planas conhecidas.

O resultado obtido na leitura deve ser multiplicado pelo valor, chamado de fator de multiplicacao,
indicado na tabela de acordo com a devida constante de calibragem utilizada.

Exemplo 2.1: A Figura 8 abaixo mostra o registro de uma leitura feita por um Planimetro a partir
de um desenho na escala 1:1000 com haste tracadora ajustada em 149, 3mm. Vejamos qual € a 4rea
da figura de acordo com a leitura:

»

[8)]

=

i

w

Figura 8: Registro de leitura.
Fonte: [4]
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De acordo com o ponteiro do disco contador, que estd entre os nimeros 1 e 2, o primeiro digito
da leitura € igual a 1. O segundo digito da leitura € igual a 4, pois o zero da escala fixa se encontra
entre os algarismos 4 e 5. Como o zero da escala fixa encontra-se entre o 0 e o 1 da parte decimal,
tem-se que o terceiro algarismo € o 0. Os tragos coincidentes entre as escalas fixa e mével indicam
que o quarto, e ultimo, algarismo € o 5. Logo, a leitura final é 1405.

Analisando a posicdo de ajuste da haste tracadora (149, 3mm) na tabela com as constantes de
calibragem, vé-se que o fator de multiplicacio para a medida é igual a 0, 4m?, daf temos:

A=1405-0,4 =
A =562cm? ‘

Para facilitar os cdlculos na hora de obter a drea de uma figura, pode-se regular a haste tracadora
no receptdculo em uma posicio de forma que lem? (ou outras poténcias de 10) determinado pelo
tracador seja igual a uma unidade de drea da figura. Assim, ndo serd necessdrio o uso da tabela a
todo instante.

Exemplo 2.2 : Considerando que a leitura na Figura 8 foi obtida com haste tracadora ajustada na
escala 1:1, a 4rea da figura serd igual ao da leitura, ou seja, 1405cm?. Com isso, calculamos apenas
a drea da figura. Para obter a drea real da superficie representada pela figura, tomando a escala
1:2000 como exemplo, faz-se o seguinte:

Tem-se que:

lem © 20m =
lem? & 400m?

A =562 -400m? =
| A =224800m* |

3 Funcionamento

O principio basico para o funcionamento do Planimetro € uma aplicag¢do do resultado do Teorema
de Green.

Ao utilizarmos o Planimetro podemos notar que ele tem a capacidade de relacionar integrais de
linha com integrais de superficie, o que nos remete ao Teorema de Green, que geralmente € estudado
em cursos de Calculo.

3.1 Teorema de Green

O Teorema de Green relaciona uma integral dupla de uma regido R com parcelas de uma integral
de linha da curva C que a limita.

Segundo o Teorema de Green:

Sejam F(x,y) = (f(x,y), g(x,y)) um campo de vetores no plano, C uma curva fechada simples
e R uma regido cercada por essa curva, sem que haja singularidades do campo em R. Temos que:

dg 0
/f(x,y)dﬂg(x, y)dy = / /R (a—i - a—]y()dxdy,
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ou seja, a integral de linha de uma curva C em um campo F(x,y) € igual a integral dupla da
diferenca entre as derivadas parciais das componentes f(x,y) e g(x,y) do campo em relacdoa y e
X, respectivamente, na regido cercada pela curva.

Diante da igualdade acima, é ficil notar que quando a diferenca entre as derivadas parciais

0 0
(6_g - (9_f) for igual a uma constante k, ela pode ser tirada da integral. Assim teremos a igualdade:
X y

/f(x, v)dx + g(x,y)dy =k - / / dxdy, onde,/ / dxdy é a area da regido cercada por C.
c R R

Por fim, temos, que a 4rea da regido serd dada por:

//Rdxdy = % . [f(x,y)dx+g(x,y)dy,

o que nos mostra que o Teorema de Green pode ser usado para a determinacdo de dreas de regides
cercadas por curvas fechadas.

3.2 Aplicacao do teorema de Green no planimetro

Considerando que as hastes do Planimetro tenham medidas iguais a r, uma com centro na origem
(0,0) e outra em um ponto (a, b), conforme a Figura 9. Seja V o vetor que representa a haste
tracadora do Planimetro e W um vetor perpendicular a ele.

Y

<

(0,0) a

Figura 9: Hastes centradas em (0, 0) e (a, b).
Fonte: Autores

VI=1Wl=vO-b)2+(x-a)?=

W (—(y—b) x-a)

Temosque: vV = (x—a, y—b)ew = (—(y—b),x—a). Dai,

Assim, o campo serd dado por F = —— = ,
. | o . .
Determinaremos, agora, a € b. Considere a equacdo das circunferéncias descritas pelas hastes
do planimetro:

(x—a)*+ (y - b)? =r>.
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Do desenvolvimento da segunda equacdo do sistema acima, segue:

x2+y2:ﬂ+b dlb_x2+y2_@:x2+y2—2ax.
2y y 2y y 2y

Substituindo os valores na equacdo da circunferéncia centrada na origem, temos que:

4y%a® + (X2 +92)? +4a%x? — dax(x* +y?) = 4yH? =
42 +y2)a? —4x(x® +yH)a + (2 +y*)? - 4y*? = 0.

Tomando (x% + y?) = R%:

R* — 422
az—ax+#:0:
4R2
X \/RZXZ—R4+4y2F2
a=-+
2R
42
a=2+2 L1 )
2 2\ x2+y?

Escolhemos o valor positivo de a pois o0 mesmo implica no sentido anti-hordrio percorrido pela
haste tracadora como o positivo. Assim, a escolha do valor negativo de a nao altera o resultado.
Com a positivo, temos que:

bV xVR2x2 — R4 +4y2r2 -
2 2Ry
4 2
p=24i g )
2 2 x2+y2

Usando os valores de (1) e (2), temos que o campo do Planimetro serd dado por:

1[ vy x 4r?
=—— by=—--=+= -1]1, 3
Floy) ==y =b) = ( R A e 3
()= tamw= 2 A o)
X, = X—-d4ad)=—|—-——=— — .
WY =15 r\2 2\x2+)y2?
Derivando as equacdes (3) e (4), temos:
o 1 1 2y.4r? 1 8xyr?
of __1.x P a2l G
dy 2 2 4,2 (x2 + y2)2 2 472
24— A2 4 y2)2 |
X2 +y2 x2+y2
dg 1 1 2x.4r? 1 8xyr?
og _ 1, B S A N =7 . (6
ox 2 2 4,2 (x% + y2)2 2 472
2| 1 —4(x2 +y?2)2 AN
\x2 +y2 a2 +y2

FERREIRA, F. A. P. S. A. et. al. O planimetro polar de Amsler no ensino de geometria. C.Q.D. - Revista Eletronica Paulista de Matematica,
Bauru, v. 19, p. 33-54, dez. 2020.
DOI: 10.21167/cqdvol19202023169664fapsafjcslhvlsjfclojlscf3354  Disponivel em: www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

42



" of
=
=)

Fazendo a subtracgado (6) — (5):

ax oy ox  dy ox ady|
Portanto,
(98 a5 _1
\ox  ay)

Notamos, entdo, que ao aplicarmos o Teorema de Green no Planimetro, a constante de multipli-
cacdo da drea dependerd somente do comprimento das hastes, isto &,

1
/f(x, v)dx + g(x,y)dy = — - area da regido cercada por C,
¢ r

o que implica que o funcionamento do Planimetro depende do comprimento das hastes r, do didmetro
do tambor d e da quantidade de voltas k do tambor que € indicada pelo disco contador.
Logo, o campo determinado pelo Planimetro é F'(x,y) = (f, g). Portanto, como indica [7]:

1
knd = /fdx + gdy = — - drea da regido cercada por C,
¢ r

isto €, a drea cercada por C € igual a kndr.

4 O uso em sala de aula

O objetivo principal do nosso trabalho € a incorpora¢do do uso do Planimetro nas aulas de
Geometria e ndo somente a apresentacao do instrumento como atividade extra-curricular a disciplina,
aliando a forma tradicional de ensino ao uso do instrumento. Nesta se¢do iremos descrever algumas
escolhas que foram feitas para introduzirmos o uso do equipamento e, também, expor e comentar
alguns fatos ocorridos durante a elaboragao e realizacdo das atividades propostas.

4.1 As aulas

A aplicagdo do presente trabalho foi feita no Centro de Ensino Luiz Montenegro Tavares, escola
da rede Estadual do Maranhao situada na cidade de Coroatd com o devido apoio de todo o corpo
escolar.

Visando introduzir o uso do Planimetro nas aulas de Matematica, as mesmas tiveram que ser
levemente modificadas, tanto em relacio a forma de introduzir o conteido quanto na quantidade de
aulas separadas para o conteido de Geometria.

Em relacdo a metodologia de ensino, muitos autores destacam a importincia de se utilizar
materiais que sejam manipuldveis em sala de aula, tais como Poincaré, Locke, Rousseau, Pestalozzi,
Herbart, Froebel, Dewey, Montessori, Comenius, entre outros. Assim, o aluno deve ser ativo no
processo ensino-aprendizagem, manipulando instrumentos didéticos fisicos que possibilitem instigar
e agucar sua capacidade de raciocinar. Dessa maneira, as aulas foram devidamente planejadas
levando-se em consideragdo a introdugdo da utilizacao do Planimetro como método de ensino para
que o aluno possa desenvolver tais habilidades.

Na parte quantitativa, houve um acréscimo de aulas “separadas” para o conteido de Geometria,
uma vez que fora necessdrio uma explanacdo histérico-cientifica a respeito do instrumento, bem
como o tempo necessdrio para a utilizacdo do mesmo pelos discentes nas atividades propostas.
Contudo, as aulas foram bastante proveitosas.
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4.2 Usando o planimetro nas aulas

Para termos um melhor proveito, dividimos o uso do Planimetro em sala de aula em trés
momentos, tomando como referéncia o plano didético anual do ensino médio elaborado de forma
coletiva na rede.

No primeiro momento objetivamos que o aluno fosse capaz de reconhecer a importancia historica
do Planimetro para a Matemdtica, identificar as partes componentes do instrumento, fazer a leitura
dos resultados e que, através do processo de calibragem do mesmo, construisse no¢des de grandezas
e medidas para a compreensao da realidade e a solucdo de problemas do cotidiano sendo capaz de
desenvolver as seguintes habilidades:

* Identificar as relacdes existentes entre grandezas e unidades de medida.
 Utilizar a nocdo de escalas na leitura de representacdo de situacdo do cotidiano.
* Resolver situagdes-problemas que envolvam medidas de grandezas.

* Avaliar o resultado de uma medi¢ao na construcao de um argumento consistente.

 Avaliar proposta de interven¢do na realidade utilizando conhecimentos geométricos relacio-
nados a grandezas e medidas.

Para isso, ap6s a explanacdo do conteddo propomos algumas atividades inerentes ao mesmo.
A seguir, temos algumas delas, ndo necessariamente na ordem em que foram propostas, com as
respectivas solugdes esperadas:

Exercicio 4.1 : Determine a drea obtida por um Planimetro Polar com haste tragadora ajustada para
a escala 1:100 cuja leitura € a indicada na figura abaixo, onde a escala da figura € 1:500.

Figura 10:
Fonte: Autores

Solucdo: Primeiramente, faremos a leitura do resultado indicado no mostrador. De acordo com
o ponteiro do disco contador, que estd entre os nimeros 2 e 3, o primeiro digito da leitura € igual a
2. O segundo digito da leitura € igual a 0, pois o zero da escala fixa se encontra entre os algarismos
0 e 1 do tambor. Como o zero da escala fixa encontra-se entre 0 4 e 0 5 da parte decimal, tem-se que
o terceiro algarismo é o0 4. E, os tragcos coincidentes entre a escala fixa e a escala do tambor indicam
que o quarto algarismo € o 7. Logo, a leitura final € 2047.

Observando a posi¢ao de ajuste da haste tracadora vé-se, facilmente, que o fator de multiplicagao
para a medida € igual a 0, 1m?, dai temos:
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A=2047-0,1=|A =204, Tcm?>

Por fim, faz-se a conversao de escalas:
100cm & 500m = lm < 5m = 1m? & 25m?

Dai,

A=204,7-25m* =|A =5117,5m?

Figura 11: Aluna explicando a resolucao do Exercicio 1
Fonte: Autores

Exercicio 4.2 : Construa um poligono de drea conhecida (um quadrado de lado igual a 10cm, por
exemplo), em seguida determine a medida da haste tragadora para qual o fator de multiplicacdo seja
igual a 0, 1.

Solucdo: Inicialmente construimos uma figura onde a drea é conhecida.

Figura 12: Molde para regulagem
Fonte: Autores
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Tomamos um quadrado com drea igual a 100cm? como exemplo. Em seguida colocamos a haste
tracejada em uma posi¢ao qualquer e faremos a leitura para compararmos com o resultado esperado,
que é 1000. Caso a leitura observada seja menor que 1000, alteramos o comprimento da haste de
forma que o resultado aumente. Repetimos o processo até chegarmos na leitura esperada. Caso, em
algum momento, a leitura ultrapasse o 1000, altera-se o comprimento da haste no sentido contrario
em uma medida menor que a anterior.

Ap6s sucessivas medi¢des seguindo as instrugdes anteriores chega-se ao resultado final 1463mm.

Caso a primeira leitura seja maior que 1000 o processo serd andlogo.

Figura 13: Alunos resolvendo o Exercicio 2
Fonte: Autores

J4 no segundo momento, objetivamos que o aluno fosse capaz de verificar a veracidade de
resultados conhecidos com o auxilio do Planimetro usando-o como método de comparacao de
resultados. Além disso, que ele conseguisse utilizar o conhecimento geométrico adquirido nas aulas
para realizar a leitura e a representacdo da realidade e agir sobre ela. E assim pudesse:

* Interpretar a localizacdo e a movimentacao de pessoas e/ou objetos no espago tridimensional
e sua representacdo no espaco bidimensional.

* Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
* Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

 Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos propostos
como solucdo de problemas do cotidiano.

Propomos atividades onde o aluno fosse capaz de calcular dreas de poligonos conhecidos e alguns
mapas para comparar o resultado analitico com o resultado dado pelo Planimetro. Tais como:
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Exercicio 4.3: (Fuvest) Na figura seguinte, estdo representados um quadrado de lado 4, uma de
suas diagonais e uma semicircunferéncia de raio 2. Entdo a drea da regido hachurada é:

Figura 14:
Fonte: Fuvest

Solucao: Daqui em diante, sempre utilizaremos o Planimetro regulado para o fator de multipli-
cacdo igual a 0, 1.

Percorrendo o contorno da regidao hachurada com o Planimetro obtemos a leitura 0076. Dai, a
drea R daregido € igual a

R=0051-0,1=| R=5,1cm?

Por outro lado, note que o ponto A de interseccao da semicircunferéncia com a diagonal do qua-
drado € o centro do mesmo. Assim, ao tragcarmos uma reta a partir de A ao centro da circunferéncia,
conforme abaixo, dividimos a drea hachurada em duas dreas, onde uma ¢ um tridngulo de base e
altura iguais ao raio r da semicircunferéncia e a outra € a quarta parte de uma circunferéncia de raio
r.

Figura 15:
Fonte: Autores

Temos, entdo, que a drea da regidao R procurada € dada por:

2 2 2 2
2 2
R:R1+R2:%+%:>R:?+NT:2+”:) R =~ 5, 14cm?

Observe que o resultado do Planimetro € aproximado, uma vez que sua leitura abrange apenas
quatro algarismos.
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Exercicio 4.4: (ENEM) O tangram € um jogo oriental antigo, uma espécie de quebra-cabeca,
constituido de sete pecgas: 5 tridngulos retangulos e isdsceles, 1 paralelogramo e 1 quadrado. Essas
pecas sdo obtidas recortando-se um quadrado de acordo com o esquema da figura (a). Utilizando-se
todas as sete pecas, € possivel representar uma grande diversidade de formas, como as exemplificadas

nas figuras (b) e (c).

04

4]

L

Figura 16: Tangran
Fonte: ENEM

Se o lado AB do hexdgono mostrado na figura (b) mede 3cm, entdo quanto mede a drea da figura
(c), que representa uma ‘“‘casinha’?

Solucgao: Percorrendo o contorno da “casinha” (¢) com o Planimetro obtemos a leitura 0180.
Dai, a 4rea A da figura € igual a

A=0180-0,1=

De outra maneira, observamos que as dreas (a), (b) e (c) sdo iguais e que, a medida de AB € igual
a metade da medida da diagonal d do quadrado (a). Dai, seja [ o lado do quadrado (a), temos:

P+P?P=(2-d?=
212=(2-3) =
lzzﬁ:

2

‘A:IZ:ISsz‘

O que confirma o resultado anterior.

Exercicio 4.5: A figura abaixo representa sete hexdgonos regulares de lado 1cm e um hexdgono
maior, cujos vértices coincidem com vértices de seis dos hexdgonos menores. Entdo, qual a medida
da 4rea do hexdgono hachurado?
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Figura 17:
Fonte: Autores

Solucao: Percorrendo o contorno da regido hachurada com o Planimetro obtemos a leitura 0104.
Dai, a drea A da figura € igual a

A=0104-0,1=| A =10,4cm?>

Analiticamente, notamos que a drea do hexdgono maior € igual a soma da drea de um hexdgono
menor mais seis metades do mesmo, ou seja, tem drea igual a quatro hexdgonos menores. Assim:

31243
2

A=4. =2 A=6*V3=A=6V3>

A ~ 10,39cm?

Observe que o resultado € aproximado, servindo para efeito de compara¢do com o outro método.

Por fim, no terceiro momento, esperou-se que o aluno conseguisse, efetuando o cdlculo de
areas de regides desconhecidas através do Planimetro aliado a outras técnicas, construir nocdes de
grandezas e medidas para a compreensdo da realidade e a solu¢do de problemas do cotidiano. E,
com isso, desenvolver as habilidades descritas abaixo:

* Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

* Utilizar a nogao de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.
* Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

* Avaliar o resultado de uma medi¢ao na construcao de um argumento consistente.

* Avaliar proposta de interven¢do na realidade utilizando conhecimentos geométricos relacio-
nados a grandezas e medidas.

Para esse momento, abre-se um leque de atividades a serem propostas, pois somam-se a ele as
habilidades desenvolvidas nos momentos anteriores.
Seguem algumas das atividades propostas:

Exercicio 4.6 : Desenhe uma regido R, qualquer, e determine sua drea com a utilizacdo de um
Planimetro. Em seguida desenhe dois poligonos diferentes que tenham &dreas iguais a de R.
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Solucao: (Solucdo pessoal) Comecamos fazendo uma figura qualquer:

Figura 18: Alunos resolvendo o Exercicio 6
Fonte: Autores

Percorrendo o tragador sobre a regido limitadora da figura obtemos a leitura 0275. Dai, a drea A
da figura € igual a
A=0275-0,1=
A =27,5cm?

Faremos duas figuras com drea igual a A, um quadrado e um triangulo.
Para o quadrado temos:

A=1I=1=275=>
[ ~5,24cm

Para o triangulo, fixaremos a base b e acharemos a altura 4. Tome b = 9, 4cm, dai temos:

A:béh:27,5=9’4'h h=27,5

7 = 77 = | h=5,85cm

Entdo as duas figuras determinadas com drea A sd@o um quadrado de lado / = 5,24cm e um
tridangulo de base e altura b = 9,4cm e h =5,85cm.

Exercicio 4.7 : Qual a drea do pentdgono cujos vértices sdo determinados pelas coordenadas abaixo:

Vértice | X Y
A 49 | 0
B 5 7,6
C 5,8 19,9
D 23175
E 22 1-23
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Solucao: Primeiramente obtemos a forma do poligono em um plano cartesiano através de suas
coordenadas (figura 19).

Figura 19:
Fonte: Autores

Agora, percorrendo o contorno do pentdgono com o Planimetro obtemos a leitura 0710. Dai, a

drea A da figura € igual a:
A=0710-0,1=]A=Tlcm? |

Exercicio 4.8 : A borda B e o fundo F de um tanque tém formatos semelhantes, conforme as figuras
abaixo. Sabendo que a altura do tanque é Sm e que todas as dreas do tanque paralelas a B e F sdo

semelhantes a elas. Determine o volume do tanque com o auxilio de um Planimetro. (Escala das
figuras: 1:100).

(a) Borda (b) Fundo

Figura 20:
Fonte: Autores
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Solucao: Note, pelo Principio de Cavalieri, que podemos utilizar a férmula de volume: V =
%.(Al + VA - Ay + Ay), onde h € a altura do tanque, A; € a drea da borda e A, € a drea do fundo.

Para A obtemos a seguinte leitura do planimetro: 0340. Para A; obtemos 0150. Logo A; e A>
medem, respectivamente, 34m? e 15m?

Portanto, o volume do tanque sera:

—~

A1+VA1 ~A2+A2) =
=2.(34+V34-15+15) =
Vz5-71,58

3
V ~ 119, 3m3

_h
v=1_
%

Exercicio 4.9: Determine o valor da altura x do tridngulo abaixo com o auxilio do Planimetro,
sabendo que a escala utilizada € 1:100.

B

v

12 m

Figura 21:
Fonte: Autores

Solucdo: Através do Planimetro obtemos a leitura 0300. Dai, a drea A do tridngulo é dada por

A=0300-0,1=| A=30m? ]|

b-h 12 - 30-2
Por outro lado, sabemos que A = — Logo, 30 = > T o= o =
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S Consideracoes finais

A Matemdtica em si desperta o raciocinio dos alunos, porém, em sua grande maioria, 0S
mesmos tendem a apresentar dificuldades em absorver contetidos da disciplina. Isso leva muitos
pesquisadores e professores a incluir o uso de novos instrumentos as aulas na procura de caminhos
alternativos pra ensind-los. Contudo, essa inclusao deve ser somatoria, isto €, deve-se aliar os
novos métodos aos tradicionais com o intuito de aumentar a quantidade de formas de percepcao e
compreensao do aluno, sempre deixando claro para ele o elo de ligagdo entre 0s mesmos.

Vale ressaltar que o uso de tais instrumentos ndo deve ser feito de forma aleatéria mas, sim,
como uma estratégia cuja utilizacdo deve ser muito bem analisada antes de ser posta em pratica, o
que torna o exercicio do ensino de Matematica de maneira diferente uma tarefa ardua que exige dos
profissionais um enorme tempo de estudo e preparacdo. O que faz valer a pena o suor derramado €
o resultado de sua aplicacdo pois, em sua grande maioria, € positivo e benéfico ao aprendizado.

As atividades feitas em sala de aula com o Planimetro tiveram um resultado proveitoso, visto que
foi notdrio o envolvimento dos alunos, principalmente daqueles que, outrora, tinham dificuldade de
concentracao, percepcao e de aprendizagem. Viu-se que a utilizacdo dessa ferramenta possibilitou
uma enorme interacdo entre os alunos e o conteudo de Geometria, além de conseguir relacionar os
conteddos citados a outros da mesma disciplina e desenvolver nos alunos habilidades tteis ao estudo
da Matemdtica e, também, ao estudo de outras disciplinas.

Mais detalhes sobre a abordagem do tema e mais atividades propostas com o uso do planimetro
polar em sala de aula podem ser encontradas no texto original completo no site do ProfMat em [4].

De forma geral, o uso do Planimetro em sala de aula foi uma estratégia que tornou o processo
de ensino-aprendizagem nas aulas de Matematica bastante rico, dindmico, interessante e lidico. A
metodologia foi bem aceita pelos alunos e, estimulou e despertou a atencao de muitos deles, que
antes tinham desinteresse as atividades propostas da disciplina.

A necessidade de que sejam utilizados tais instrumentos mistura-se com a criatividade, pratica e
desejo do educador em melhorar a situagao da Educacao em nosso pais. Ratificamos que é extrema-
mente importante e necessario que o professor tenha vontade de instigar e agugar o conhecimento
do aluno para que ele seja capaz de usi-lo ao longo de sua jornada.
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