D

Revista Eletronica
Paulista de Matematica

ISSN 2316-9664
Volume 19, dez. 2020

Luisa Andrade Martins
Faculdade de Matematica
Universidade Federal de Uberlandia
luisaamartins10@ gmail.com

Ana Paula Tremura Galves
Faculdade de Matematica
Universidade Federal de Uberlandia
ana.galves @ufu.br

Artigo recebido em jul. 2020 e aceito em out. 2020

Espaco de Hausdorff e os fractais IFS
Metric spaces and IFS fractals

Resumo

Este trabalho tem como propdésito o estudo dos fractais que po-
dem ser vistos como pontos fixos de um sistema de fungdes ite-
radas (IFS), que s@o chamados fractais IFS. Tais fractais serao
definidos no espaco de Hausdorff, cujos pontos sdo subconjun-
tos compactos nao vazios de um espaco métrico completo X,
com a métrica de Hausdorff, que determina o grau de corres-
pondéncia entre dois conjuntos segundo sua distancia. Para tal,
foram estudados conceitos bdsicos de espacos métricos como
compacidade, sequéncia de Cauchy, espacos métricos comple-
tos, entre outros. Além disso, serdo apresentados o conceito
de ponto fixo e o teorema do ponto fixo de Banach, os quais
serdo de grande importincia na definicao e na demonstragdo de
resultados sobre fractais IFS.

Palavras-chave: Fractais IFS. Espaco de Hausdorff. Métrica
de Hausdorft. Teorema do ponto fixo de Banach.

Abstract

This work aims to study fractals that can be seen as fixed points
of an iterated function systems (IFS), which are called IFS frac-
tals. Such fractals will be defined in Hausdorff space, whose
points are not compact empty subsets of a complete metric
space X, with Hausdorff metric, which determines the degree
of correspondence between two sets according to their distance.
To this end, basic concepts of complete metric space were stu-
died, such as: compactness, Cauchy sequence, space complete
metric space, among others. In addition, the concept of fixed
point and the Banach fixed point theorem will be presented,
which will be of great importance for the definition and results
demonstration on IFS fractals.

Keywords: IFS fractals. Hausdorff space. Hausdorft metric.
Banach fixed point theorem.
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1 Introducao

As distancias conferem uma noc¢do de proximidade muito diversa daquela resultante da obser-
vagdo intuitiva humana e daquela que leva a interpretacdo adequada do processo em andlise. A
distancia de Hausdorff, um dos tépicos que serdo estudos nesse artigo, tem sido bastante utilizada
para tais propdsitos.

O presente trabalho tem como objetivo inicial, o estudo da teoria de contragdes e pontos fixos.

A teoria sobre pontos fixos € de vasta aplicagdo em matemdtica. Uma pergunta natural a se fazer
¢é: serd que toda fungdo tem ponto fixo? Na pratica, dada uma funcdo f, de certa forma € dificil
assegurar-se da existéncia de um ponto fixo para f, ou seja, um ponto x do dominio da fungéo tal que
f(x) = x. Na maioria das situacdes, o interesse é garantir a existéncia de um, e somente um, ponto
fixo para a funcdo dada.

Devido a valiosas informacdes que um ponto fixo pode oferecer, grandes matemadticos enrique-
ceram a teoria com grandes teoremas sobre o assunto. Um desses teoremas, de interesse de estudo
no trabalho, € o teorema do ponto fixo de Banach, também conhecido como teorema das contragdes.
Além de apresentar o teorema, ele serd utilizado no estudo do conceito do espaco de Hausdorff e
dos fractais IFS, o qual € o foco final desse trabalho.

Do ponto de vista informal, fractais sdo estruturas que apresentam irregularidades e fragmentacao
em uma faixa de escala muito ampla, aparentemente infinita, como, por exemplo, as encontradas
nas nuvens, nas fumacas, nas montanhas, nas arvores e em diversos outros objetos da natureza. Em
sintese, um fractal € uma forma cujas partes sao réplicas do todo sob algum aspecto.

Desse modo, de acordo com [1], os fractais podem ser classificados em trés categorias principais.
Estas categorias podem ser determinadas pelo modo como o fractal € formado ou gerado.

Primeiro, temos os fractais deterministicos, conhecidos como fractais geométricos, sdo subcon-
juntos gerados por transformacdes geométricas simples do préprio objeto nele mesmo. Temos os
fractais gerados por computadores, que também sdao chamados de fractais de fuga. E por fim, os
fractais aleatérios, sdo também chamados de fractais naturais, quando o todo € estatisticamente
semelhante a uma ampliacdo de uma parte, dizemos que o fractal € aleatdrio.

Como objetivo final do trabalho, estaremos interessados em mostrar, que determinados fractais
podem ser entendidos como pontos fixos de um sistema de funcdes iteradas IFS para algum espaco
métrico munido com uma métrica de Hausdorff, os chamados fractais IFS. Para isso, faz-se necessario
os conceitos de métrica, espagos métricos, ponto fixo e o teorema do ponto fixo de Banach citados
anteriormente.

Os sistemas de fungdes iteradas sao sistemas de fungdes que t€m a caracteristica de convergirem
para um dado conjunto quando aplicados vérias vezes sobre si mesmo.

2 Conceitos preliminares

Nessa se¢do serdo apresentados alguns conceitos preliminares da teoria de espagos métricos,
necessdrios para o desenvolvimento do trabalho. Alguns resultados bésicos sobre espagos métricos,
espacos métricos compactos e sequéncias serdo assumidos neste artigo, porém suas demonstracoes
podem ser encontradas em [2]. Para maiores detalhes sobre o assunto, consultar [3], [4] e [5].
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2.1 Contracoes em espacos métricos

Dentre as funcdes continuas, temos as contracdes, que serdo de extrema importancia para nosso
estudo, sendo utilizada como hipétese no teorema do ponto fixo de Banach que serd apresentado na
secdo seguinte, € em outros resultados fundamentais para a defini¢ao dos fractais IFS.

A ideia de uma contragdo pode ser expressa como uma funcdo de um espaco métrico em si
mesmo, reduzindo as distancias. A defini¢do formal veremos a seguir:

Definicao 1 Seja (X, d) um espaco métrico. Uma transformagdo f : X — X é uma contragdo se
existir uma constante s € R, com 0 < s < 1, tal que

d(f(x), f(y)) < s.d(x,y), Vx,y€X.

Chamaremos a constante s de fator de contracdo de f.

1 2
Exemplo 2 Seja f : R — R, tal que f(x) = 3 + 7 Note que

d(f(x), f(y)) =

1 2 (1 2 1 1
—x+=—|=y+2]||=2lx = y| = =d(x. V).
3 *3 (3y+3)' 3|x M 3 (x,y)

: ) 3 - 1
Assim, temos que f é uma contragdo com fator de contragdo igual a 3 Observe que qualquer
re [%, l) é também fator de contragdo de f.
Proposicao 3 Toda contracdo é continua.

Prova.
Seja (X,d) um espago métrico. Sejam f : X — X uma contragdo, a € X e € > 0. Devemos
encontrar 6 > 0 tal que
d(x,a) <6 =d(f(x), f(a)) <e&.

Como f € uma contragao, existe s,com 0 < s < 1, tal que d(f(x), f(y)) < sd(x,y). Se s = 0 entdo
d(f(x), f(y)) =0, Vx,y € X, significa que f é uma fungdo constante e, portanto, continua.
Agora, se s > 0, basta fazer 6 = ? Assim,

d(x,a) <6 = ? = d(f(x), f(a)) <rd(x,a) < s.? =g,

paratodoa € X.
Em particular, se s = 1, temos que d(f(x), f(a)) < d(x,a). Assim, tomando 6 = &, temos

d(x,a) <6 = d(f(x), f(a)) <d(x,a) <6 =g, Va € X.
Esse caso, chamamos de contragdo fraca. O

Exemplo 4 Seja f : R2 — R?, definida por f(z) = sze'® +a+bi, onde s,a,b € R, com0 < s < 1,
i € unidade imagindria e e a constante de Euler.
Lembremos que €% = cos + isend = (cos0, send), onde ||e'|| = 1. Entretanto,

1f(z) = F W)l

||sze™ + a + bi — swe'® — a — bil|

0
slle”1l.llz = wll = s.[lz = wll.

Assim,
d(f(2), f(w)) = sd(z,w).

Portanto, f é uma contracdo com fator de contragdo s e, consequentemente, continua.
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2.2 Espacos métricos completos

Nesta subsec¢do, estudaremos sequéncias em espagos métricos, exibindo e demonstrando alguns
resultados como: sequéncias, limites de sequéncias, destacando as sequéncias de Cauchy, tendo
como objetivo a definicdo de espagcos métricos completos. Traremos alguns resultados importantes
para os resultados do teorema do ponto fixo de Banach.

Definicao 5 Seja (X,d) um espaco métrico. Uma sequéncia (x,) de pontos de X é chamada
sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe um indice r € N* tal que

m,n>r = d(xp,,x,) <E&.
Vejamos a seguir, um resultado importante para sequéncias convergentes.
Proposicao 6 Toda sequéncia convergente de um espaco métrico é uma sequéncia de Cauchy.

Prova.
Como a sequéncia é convergente, temos que (x,) converge para a, entdo para todo € > 0 existe
n 2 ng tal que d(x,,a) < 5. Assim, para todo m,n > ng, temos

d(xp, xm) < d(xp,a) +d(xy,,a) < §+ g =e.

A reciproca dessa proposicao nao € valida, observemos o exemplo a seguir.

Exemplo 7 Seja (x,) a sequéncia de pontos de Q definida por recorréncia abaixo

1 2
x1=2 exn+1:§(xn+x—), VYn > 1.
n

Como x,, — xl # 0, uma vez que cada x, é racional, e como
n
2 2
) 1 2 1 2
Xn_'_]:an-i'x—n =—=\x,—— +2,

entdo x,% > 2, para todo n > 1. Dai,

1 2 1 x2
xn+1:§ xn+x_n <§ Xp+ — | = Xn,

para qualquer n > 1. Entdo,
X1>x2>x3>...>x,>...>1

Como a sequéncia é decrescente e limitada inferiormente por 1,entdo a sequéncia (x,) converge
para um ponto p > 0 e, portanto, (x,) é de Cauchy em Q. Como (x3,x3,...) — p e aplicando
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limite em ambos os lados da igualdade

. ! 2
limx,y = hmz Xp+ —

Xn
_1 +2
p = 2]7 D

2p:p+z
p
2
p = =
p
p* =2

Portanto, p ¢ Q, ou seja, (x,) ndo converge em Q.

Proposicao 8 Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espaco métrico (X, d). Se existe uma
subsequéncia de (x,) que converge para p € X, entdo limx, = p.

Prova.
Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um espaco métrico X. Entdo, para todo £ > 0, existe um
indice ny, tal que
g

ni > ng = d(x,,p) < ok

Por outro lado, sendo (x,) sequéncia de Cauchy, existe um indice s, tal que

e
m,n>s = d(x,,x,) < 5

Tomando t = max{ny, s}, temos que
n>t=dx,p) <e,
o0 que garante a convergéncia de (x,) para o ponto p. m|

Corolario 9 Se uma sequéncia de pontos de um espaco métrico contém duas subsequéncias que
convergem para pontos diferentes desse espago, entdo a sequéncia nao é de Cauchy.

Definicao 10 Um espaco métrico X é chamado completo se toda sequéncia de Cauchy desse espaco
converge para um ponto de X.

Proposicao 11 Toda sequéncia de Cauchy (x,) em R converge para um ponto p € R.

Prova.
Sabemos que existe um k£ > 0 tal que |x,| < k, Vn > 1, o0 que nos permite concluir a existéncia,
para cada indice m > 1, de
Ym = i f{Xm, Xma1, - - -}

Podemos notar que
Vi<y<...5y, £...5k

e portanto, (y,) converge para p = sup{y,|ln = 1,2,...} que é um ponto de R. Mostremos que
limx, = p.
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Dado £ > 0, existe um indice r e um indice s, uma vez que (x,) € de Cauchy, tais que

£
nxr = Iyn—p|<§
g
mn>s = |xn—x, < 3
Tomando t > max{r, s}, temos que para todo n > t
lx, — p| < e.
Logo, limx, = p. O

Assim, podemos dizer que Q ndo € completo e R é um espaco métrico completo.

Proposicao 12 Sejam M e N espacos métricos. Entdo, o espaco M X N é completo se, e somente
se, M e N sdo completos.

Prova.

Se (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M, entdo, paracaday € N, ((x,,y)),comn =1,2,...,
€ uma sequéncia de Cauchy no espaco M X N.

De fato, dado £ > 0, existe um indice r tal que

m,n>r = Di((xp,y); (xn,¥)) =d(xp, x,) +d(y,y) = d(x;m,x,) < €.

Portanto, ((x,,y)) converge para um ponto (x,y) de M X N e daf (x,) converge para x € M. De
modo andlogo se prova que N € completo. O

Agora, se ((xy,y,)) € uma sequéncia de Cauchy em M e N, respectivamente, e sendo completos
estes espacos, existem p € M e g € N de modo que limx, = p e limy, = ¢g. Portanto, ainda pela
proposicao anterior

lim(x,, yu) = (p, q)-

Corolario 13 O espaco R" é completo.
Proposicao 14 Todo espaco métrico compacto é completo.

Prova.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy num espagco métrico compacto X. Da compacidade de X
temos que existe uma subsequéncia (xy,, Xp,, Xn;, . . .) que converge para um ponto p € M. Mas se
uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy converge, entio a sequéncia converge para 0 mesmo
ponto. Logo, x, — p e portanto, X € completo. O

Observacao: A reciprocando vale sempre, por exemplo, o espaco R, com métrica usual, € completo.
Porém, ndo é compacto pois a sequéncia de nimeros reais (2,4, 6, . . .) ndo admite subsequéncia que
convergente em R.

Ja vimos que Q ndo € completo. A construcio de R a partir de Q representa o que chamamos de
completamento de Q. Intuitivamente, R € a ampliacdo de Q obtida acrescentando-se a este conjunto
os limites de sequéncias de Cauchy racionais que a ele nio pertencem.

Definicdo 15 Um completamento de um espaco métrico (X, d) é um par ((X, d); f), onde (X, d) é
um espaco métrico completo, f : X — X é a imersdo isométrica e f(X) é denso em X.
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Proposicio 16 Seja (X, d) um espago métrico. Se existe um subconjunto ndo vazio A C X tal que
A = X e toda sequéncia de Cauchy de pontos de A converge em X, entdo X é completo.

Prova.

Se (x,,) € uma sequéncia de Cauchy em X, para todo & > 0 existe um indice  tal que d (x,, x,) < §
para quaisquer m,n > r.

O fato de A ser denso em X garante por outro lado que, para cada indice k > 1, existe y; € A de
maneira que d(xg, yx) < % Assim, se s € um indice maior que r € que %, param,n > s entdo vale

A 3) < dain) + A ) + A y) <~ + 54+ <3.5 =6,
m 3 n 3
o que mostra que (y,) € uma sequéncia de Cauchy em A. Como as sequéncias de Cauchy que
convergem em A convergem em X, existe p € X tal que limy, = p. Mostremos que (x,) também
converge para p.
Dado € > 0, como lim y,, = p, existe r tal que

nzzﬁd@mm<§.

Dai, para todo n > max{t, %} teremos

1 ¢ &
d(xp, p) < d(xp,yn) +d(yn, p) < S5 < 25 =e&.

3 Teorema do ponto fixo de Banach

Nesta se¢do serd apresentado o teorema do ponto fixo de Banach e sua demonstracao, o qual sera
utilizado em resultados fundamentais do espago de Hausdorff e dos fractais IFS.

Inicialmente, apresentaremos a defini¢do de ponto fixo de uma fun¢do e abordaremos alguns
exemplos que nos permitirdo identificar tais pontos. Lembrando que iremos considerar sempre
(X, d) um espaco métrico.

Definicao 17 Um ponto fixo de uma aplicacdo f : X — X é um ponto x € X tal que f(x) = x.

Exemplo 18 A aplicacio f : R — R, dada por f(x) = x?, tem dois pontos fixos, que sdo os pontos
Oel. Pois, f(0)=0>=0e f(1)=12=1.

Exemplo 19 A aplicacdo f : R — R, dada por f(x) = cos(x), possui um ponto fixo, o qual estd
representado graficamente abaixo.

Para maiores detalhes sobre o teorema e suas aplicagdes, consultar [6] e [7].

Teorema 20 (do ponto fixo de Banach) Se (X, d) é um espaco métrico completo, toda contracdo
f : X — X possui um tinico ponto fixo em X.
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Figura 1: Ponto fixo da funcdo f(x) = cos(x) indicado pela intersecdo das duas curvas y = cosx e
y = x no ponto A. Adaptado de [6].

Prova.
Seja  (x,) uma sequéncia em X tal que, fixado um ponto x9 e fazendo
x1 = f(x0), x2 = f(x1), x3 = f(x2),..., xp = f(xn=1), Xn+1 = f(x),.... Mostremos que

a = limx, é o Gnico ponto fixo de f. Vamos admitir que a sequéncia (x,) convirja para um ponto
acX.

Provemos a existéncia do ponto fixo.

Como, por hipétese, limx, = a, temos f(a) = f(limx,). Mas, como f € uma contragdo, segue
que f € continua, assim

Sf(imx,) =lim f(xp),

o que implica, f(a) = lim f(x,). Mas, por hipétese, f(x,) = x,+1, entdo f(a) = limx,.;, € como
supomos que (x,) converge para a, segue da unicidade do limite, que f(a) = a.

Portanto, a € o ponto fixo de f.

Provemos a unicidade do ponto fixo.

Suponhamos que existam dois pontos fixos, f(a) =a e f(b) = b. Como f é uma contracio

d(f(x), f(y)) < c.d(x,y),

com 0 < ¢ < 1, para x, y quaisquer em M. Entdo,

d(a,b) =d(f(a), f(b)) < c.d(a,b),

ouseja, d(a,b) < c.d(a,b) = d(a,b)(1 —c) <0.Como 1 —c¢ > 0, temos que d (a,b) < 0. Mas
por se tratar de uma métrica, d (a, b) deve ser sempre maior ou igual a zero, nos restando apenas a
possibilidade d (a, b) = 0. E isso acontece se, e somente se, a = b.

Portanto, o ponto fixo € tnico.

Resta provar que a sequéncia (x,), considerada inicialmente, € de fato convergente. Para isso,
basta mostrar que (x,) é de Cauchy em X, pois sendo X completo (x,) é convergente.

Observe que, sendo f uma contragdo e como

x1 = f(xo), x2= f(x1), x3=f(x2),..., Xu = f(Xn=1)s Xns1 = f(Xn), ...
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temos
d (x1,x2) = d (f(x0), f(x1)) < c.d (x0,x1),

d (x2,x3) = d (f(x1), f(x2)) < c.d (x1,%2) < c.(c.d (x0,x1)) = ¢*.d (x0,x1).

Fazendo isso indefinidamente temos, de modo geral, d (x,, x,+1) < ¢".d (x0,x1). Dai, segue que,
para n, p € N quaisquer

IA

d (xna xn+l) +d (-xn+l,xn+2) +--+d (xn+p—l,xn+p)
[¢" + ™o+ P71 d (xg, x1).

d (xn, xn+p)

IA

Desta forma,
d (Xp, Xpsp) < C"[1+c+---+ cP71.d (xg,x1).

Note que [1 + ¢+ ---+ ¢P7'] é a soma de termos de uma progressio geométrica de razio c, com

O<c<l,logo[l+c+--- +c”_1] = T2 E assim, obtemos

Cn

d (Xp, Xpep) < d (x0,x1).

1-c¢

Como, 0 < ¢ < 1e lim ¢" = 0, segue que d (x4, X,4p) < &,Vn > ng com & > 0 tdo pequeno

n—oo

quanto se queira. Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico completo X e
concluimos assim que a sequéncia € convergente. m|

4 Espaco de Hausdorfft

Nos referimos ao espaco de Hausdorff como o "espago dos fractais", os quais iremos discutir
mais a fundo na préxima secdo. Esta secdo tem como principal objetivo verificar que o espago de
Hausdorff € um espago métrico completo. Para maiores informacdes sobre o assunto, consultar [8]
e [9].

Definicao 21 Seja (X, d) um espaco métrico completo. Denotaremos de 7 (X) o espago cujos
pontos sdao subconjuntos compactos ndo vazios de X, ou seja,

Z(X)={K c X|K é compacto e K # 0}.

Para trabalharmos com um espago métrico € importante que tenhamos uma métrica bem definida
e para isso, definiremos a distincia de um elemento do espago métrico X a um elemento de 7 (X).
Tal métrica serd apresentada na subsecao a seguir e € conhecida como distdncia de Hausdorff.

4.1 Meétrica de Hausdorff

A métrica de Hausdorft ou distancia de Hausdorff, mede a extensdo em que cada ponto de
um conjunto de modelos fica proximo a algum ponto de um conjunto de imagens e vice-versa.
Assim, essa distancia pode ser usada para determinar o grau de correspondéncia entre dois objetos
sobrepostos um ao outro. Apresentaremos a seguir, o conceito da distdncia de Hausdorff e alguns
resultados a ele relacionados.

Agora, apresentaremos o passo a passo para a defini¢do de tal distancia.
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Definicao 22 Sejam (X, d) um espagco métrico completo, x € X e B € # (X). Definimos a distancia
do ponto x ao conjunto B como

d(x,B) =min {d(x,y)|y € B}.

Como sabemos que o conjunto de nimeros reais { d(x,y)|y € B} contém um minimo valor
como afirma a definicdo acima? Tal resultado segue do fato de B € 7#°(X) ser compacto e ndo vazio.
De fato, seja f : B — R uma func¢do continua, com B compacto, definida por

f(y)=d(x,y),¥y € B.
Consideremos o seguinte conjunto

S := {d(x,y)|x € B}.

Observe que S € R,S # 0 e S ¢é limitado inferiormente; pois se R € completo, existe

P = infS. Como P € a maior das cotas inferiores de S, para cada n € N* existe (y,) € B, pela

Proposicdo 12, tal que f(y,) < P+ l, e se ! <0< f(yn)—P< l; portanto | f(y,) — P| < l,

resultando " " " "
lim f(yn) = P.

Como B ¢é compacto, existe (y, ) subsequéncia de (y,) tal que lim(y, ) = ¥, com

y € K. Se f(lim(y,,)) = f(9) e f é continua, lim(f(y,,)) = f(9). Portanto, f(y,,) € uma
subsequéncia de f(y,), entdo P = f(9), de modo que P é realmente minimo de S.

Definicao 23 Sejam (X, d) um espaco métrico completo e A, B € ' (X). A distancia do conjunto
A ao conjunto B é definida como

d(A,B) =max {d(x,B)|x € A}.

Assim como garantimos a existéncia de um minimo, podemos afirmar a existéncia de um maximo
para a definicdo anterior.

De fato, seja f : A — R definida por f(x) = d(x, B),Vx € A, a qual sempre existe, como
vimos anteriormente. Vejamos que f € continua. Seja € > 0, teremos

|f(x) = f(W] = d(x, B) —d(y,B)| = |d(x,b1) — d(y, b2)|
para algum by, b, € B, entdo temos

d(x,B) =d(x,by) =min {d(x,b)|b € B}
d(y,B) = d(y,by) = min{d(y,b)|b € B}.

Portanto,
d(x,b1) <d(x,by) <d(x,y)+d(y,by) e d(y,by) <d(y,by) <d(y,x)+d(x,by).
Das desigualdades anteriores obtemos
—d(x,y) <d(x,b1) —d(y,b) < d(x,y).

Desse modo,
|d(-xa bl) - d(y’ b2)| < d('xa )’)
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E para obter a continuidade de f basta entdo tomar 0 < ¢ < &.
Agora, consideremos o seguinte conjunto

S:={d(x,B)|x € A}.

SCR,S#0.Como f:A — R éuma funcdo continua e A é compacto, entdo f(A) também
¢ compacto. Note que f(A) = S é compacto e portanto limitado. Como R é completo, existe
P = sup S. Para verificar que P € maximo de S, vamos supor que para cada n € N*, existe y, € A

1
tal que P — — < f(y,), logo
n

1 1
——<0<P-f(yn) <-,
n n

1
onde |P — f(y,)| < — e portanto
n
lim f(yn) = P.

Como A é compacto e (y,) ¢ uma sequéncia em A, existe (y,,) subsequéncia de (y,) tal que
limy,, = a para algum a@ € A. Portanto f(lim(y,, ) = f(d), e como f € continua, lim(f(y,,)) =
f(a). Como f(y,,) é uma subsequéncia de f(y,), segue que P = f(d), de maneira que P € o
maximo de S.

Em outras palavras, d(A, B) é a maior das menores distdncias que separam os pontos de A de
qualquer ponto de B.

Para entender melhor a definicao anterior, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 24 Dados os conjuntos A = [200, 250] x[200, 250] e B = [300, 400] x [200, 250]. Vamos
calcular a distancia do conjunto A ao conjunto B.

A

50— —

200

o

200 250 300 400
Figura 2: Representacdo dos conjuntos A = [200, 250] x [200, 250] e B = [300, 400] x [200, 250].

Primeiramente, calcularemos as distancias de cada ponto x € A ao conjunto B. Assim, se

(200, 250) = d(x, B) = 100.
(250, 200) = d(x, B) = 50.
(250, 250) = d(x, B) = 50,
(200, 200) = d(x, B) = 100.

L T
M mn

Como qualquer ponto deve estar entre os limites do ponto x que ja calculamos, basta ver o
mdximo entre eles.
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Logo, d(A,B) =max {d(x,B) : x € A} = 100.
E para calcular d(B, A)? O processo serd andlogo, somente considerando sentido inverso para
o cdlculo das distancias. Calculando as distdncias de cada ponto y € B ao conjunto A, tem-se

(300,200) => d(y, A) = 50.
(300, 250) = d(y, A) = 50.
(400,200) => d(y, A) = 150.
(400,250) => d(y, A) = 150.

e e <
I

Logo, d(B,A) =max {d(y,A) : y € B} = 150.

Observacao: Essa definicdo de distancia entre conjuntos ndo pode ser uma métrica, pois nem
sempre d(A, B) = d(B, A), como no exemplo anterior, onde d(A, B) # d(B, A).

Dessa forma, a distdncia de Hausdorff serd definida como a maior entre as distancias d(A, B) e
d(B,A).

Considerando a notacdo x V y para representar o maximo entre dois nimeros reais x € y, temos
a seguinte definicao formal:

Definicao 25 Seja (X, d) um espaco métrico completo. Definimos a distancia de Hausdorff entre
dois pontos A, B € Z (X) como

h(A,B) = d(A, B) vV d(B, A).
Proposicao 26 A aplicacdo h é uma métrica no espaco 7 (X).

Prova.
Sejam A, B, C € # (X). De fato,

i) Paratodo A € #(X),
h(A,A) =d(A,A)vVd(A,A) =d(A,A) =max {d(x,A)|x € A} =0.

Paratodo A, B € %' (X), A # B entdo,h(A, B) > 0.

De fato, A e B sd@o compactos e nio vazios, entdo existem a € A e b € B tais que d(A, B) =
d(a,b). Como d é uma métrica em X, entdo d(a,b) > 0 e portanto h(A,B) > 0. Se
A # B, entdo existe a € A tal que a ¢ B, donde d(A,B) > 0, jad que A e B sdo fechados.
Consequentemente, h(A, B) > 0.

i1) E imediato concluir que a fun¢do s € simétrica.

iii) Para mostrarmos que h(A,B) < h(A,C) + h(C,B) primeiro mostremos que
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B).

Para alguma € A
d(a,B) = min{d(a,b)|b e B}

min { d(a,c)+d(c,b)|b € B}, Vc e C
d(a,c)+min {d(c,b)|b € B}, Yc € C.

IA
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Entao,

IA

d(a, B) min { d(a,c)|c € C} + max{min{d(c,b)|b € B}|c € C}

d(a,C) +d(C, B).

Logo, d(A,B) < d(A,C)+d(C,B).
Analogamente, d(B,A) < d(B,C) +d(C, A). Portanto,

h(A,B) = d(A,B)Vd(B,A)
< d(B,C)Vvd(C,B)+d(A,C)Vvd(C,A)
= h(B,C)+h(C,A).
Logo, i € uma métrica no espaco # (X). O

Definicao 27 Seja S ¢ X eI' > 0. Entdo,
S+I'={ye X :d(x,y) <T para algum x € S}.
O conjunto S + I é chamado de dilatagdo de S pela bola de raio T.
Lema 28 Sejam A, B € % (X), onde (X, d) é um espaco métrico. Considere € > 0, entdo
h(A,By<e& ACB+ceBCA+e.

Prova.

Inicialmente, mostremos que h(A,B) < ¢ &= A C B + . Por hipétese, h(A,B) < ¢ =
h(A,B)=d(A,B)Vd(B,A) < &.

Se d(A,B) < € = d(x,B) < & para todo x € A. Em particular, d(x,y) < & para algum

y € B. Logo, x € B + € e consequentemente, A C B + £. Analogamente para d(B, A) < &, teremos
BcA+e.

Seja x € A. Sabemos que d(A, B) = max {d(x,B)|x € A}, e como A C B + & temos que para
algum y € B,d(x,y) < &. Tomando g&; > 0 como sendo min {d(x;,y) : y € B}, temos:

d(x;, B) < &;.
Como isso vale para todo x; € A, segue que
d(A,B) < &4, comey=max{e,&y,...}.
Analogamente, temos
d(B,A) < ep, comep=max{e},&,...}.
Tomando € = max {4, €p},
d(A,B) <eed(B,A) < e.

Logo, h(A, B) < &.
Analogamente, teremos h(A, B) < € &< B C A + &, completando a demonstragao. O
Seja (A,) uma sequéncia de Cauchy de conjuntos em (#'(X), h), ou seja, dado £ > 0, existe N,
tal que n,m > N implicaA,, C A, +ce A, C A, +¢,istoé, h(A,,A,) < €.

Estamos interessados nas sequéncias de Cauchy (x,) em X, com a propriedade de x, € A,
para cada n. Precisaremos do lema a seguir que nos permitird estender tal subsequéncia para sua
subsequéncia de Cauchy (x,,), com x,, € A, para cada j.
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Lema 29 (da Extensao) Seja (X, d) um espaco métrico. Considere (A,) uma sequéncia de Cauchy
de pontos em (# (X), h). Seja (n;) uma sequéncia infinita crescente de inteiros positivos. Suponha
que tenhamos uma sequéncia de Cauchy (x,,), com x,, € A,, em X. Entdo, existe uma sequéncia
de Cauchy (X,) com X, € A, tal que Xn; = Xxn; paratodo j =1,2,3,. ...

Prova.

Primeiro, iremos construir a sequéncia (¥,) com %, € A,,.

Para cada n € {1,2,3,...,n1} escolhemos X, € {x € A,|ld(x,x,,) = d(xn,,A,)}. Isto &,
Xp € o ponto mais proximo de x,, em A, e tal existéncia pode ser garantida pela compacidade
de A,. De modo similar, para cada j € {2,3,...} e n € {nj,n; +1,...,n;41} escolhemos

fn€{xe An|d(x’xnj) = d(xnj, Ap)}.

Agora, basta mostrar que (X,,) possui as propriedades desejadas, ou seja, uma extensao de (x,;)
para (A,).

Pela construgdo anterior, podemos afirmar que %, = x,; € N2 € A,. Para mostrarmos que essa €
uma sequéncia de Cauchy, tome um & > 0, como (x,,) € uma sequéncia de Cauchy, por hipétese,
existem N; e N, tais que

IA

nk,n] Z Nl = d(xnk’xnj)

m,n>N, = d(Am’An)

IA
w_l MW M

Seja N = max {Ny, N»} e note que param,n > N,
d(Fm, Xn) < d(Xps Xn;) +d(Xn ;s Xny) + d (X, )

onde m € {nj_l,nj_l + 1,n_,-_1 +2,... ,nj} ene {nk_l,nk_l +1,np1+2,... ,nk}.

Como h(A,,, Anj) < £, existe y € Ay ﬂ((xnj) + £) tal que d()?m,xnj) <.

De modo semelhante, d(xp,,X,) < §. Logo, d(X,,,%,) < & para todo m,n > N. Portanto, (%)
¢ uma sequéncia de Cauchy. O

Teorema 30 (Completude do espaco dos fractais) Seja (X, d) um espaco métrico completo. En-
tao, (# (X), h) é um espaco métrico completo. Além disso, se (A,) é uma sequéncia de Cauchy em
7 (X), entdo

A=1limA, € Z(X)

que podemos descrever como:

A = {x € X| existe uma sequéncia de Cauchy (x,), que converge para x}.

Prova.
Seja (A,) uma sequéncia de Cauchy em % (X) e considere A definido como descreve o teorema.
Iremos separar a prova nas seguintes partes:
(a) A+0;

(b) A é fechado e, portanto, completo ja que X é completo;

(c) para e > O existe N tal que, paran > N entdo A C A, + &;

(d) A € totalmente limitado e, portanto, por (b) € compacto;

(e) IimA, = A.
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Prova (a). Para mostrar que A # () iremos provar que existe uma sequéncia de Cauchy (q;), com
a; € A;, em X. Para isso, consideremos a sequéncia de inteiros positivos Ny < Ny < N3 < --- <
N, < --- tal que

1
h(An, A,) < >0 param,n > Nj.

Escolha xy, € Ay,. Logo, como h(Ay,,Ap,) < %, podemos encontrar um xy, € Ay, tal que
1 1
d(xy,,xn,) < 5. Como, h(An,, An,,,) < 5, XN, € An,, podemos encontrar um xy,,, € Ay,,, tal
1
que d(xXn;, XNg,,) < 2K -
Seguindo o mesmo raciocinio, conseguimos encontrar uma sequéncia (xy;), com xy, € Ay, tal

1
que d(xn;, Xn;,) < 57
Para mostrarmos que (xy,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, basta tomarmos € > 0 e N, tal

[o¢]
1
que Z 5 < ¢. Entdo, param > n > N, temos:
i=N

d(‘me’an) S d(me’meH) + d(‘me+1"me+2) +---F d(‘an—l"an)
— < E&.
1
=N, 2

Assim, pelo Lema 29, existe uma subsequéncia convergente a;, coma; € A; paraaqualay, = xy,.
Entdo, lim ag; existe e pela definicdo estd em A. Logo, A # 0.

Prova (b). Para mostrar que A é fechado, suponha que a sequéncia (a;) de A convirja para um
ponto a. Nés iremos mostrar que a € A, e consequentemente, A € fechado.

Para cada inteiro positivo 7, existe uma sequéncia (x;,) de A tal que limx;, = a;. Existe uma
sequéncia crescente de inteiros positivos (N;) tal que d(ay;,a) < % Além disso, existe uma
subsequéncia de inteiros (m;) tal que d(xn, m;, a;) < % Logo, d(xn, m;»a) < %

Se considerarmos y,,, = Xy, ,, temos que y,,, € A, e limy,, = a. Pelo Lema 29, (y,,,) pode
ser estendido & uma sequéncia convergente (z;) de A;, e assim, a € A. Logo, temos que A é fechado.

Prova (c¢). Seja € > 0. Existe N tal que para m,n > N, entdo h(A,,, A,) < &. Agora, seja
n > N. Assim, param > n temos que A,, C A, + &.

Precisamos mostrar que A C A, + . Para isso, considere a € A. Existe uma sequéncia (a;) de
A; que converge para a. Tomemos N grande o bastante para que m > N, d(a,,,a) < €.

Entdo, a,, € A, +¢,jaque A, C A, +¢&. Como A, é compacto, podemos afirmar que A, + &
¢ fechado. Portanto, como a,, € A, + & para todo m > N, a deve estar em A, + € também. Logo,
ACA,+e.

Prova (d). Suponhamos que A ndo seja totalmente limitado. Assim, podemos encontrar uma
sequéncia (x;) em A tal que d(x;,x;) > &, para i # j. Mostraremos que isso nos trard uma
contradicao.

Pelo item (c), existe um n suficientemente grande garantindo que A C A, + % Para cada x;,
existe um y; € A correspondente, para o qual d(x;,y;) < %.

Como A, é compacto, sabemos que alguma subsequéncia de (y,,) de (y,) converge. Entdo,
podemos encontrar pontos suficientemente proximos nessa sequéncia (y,,). Em particular, y,, e
Yn;» tais que d(yn;, yn;) < §. Porém,

Wn

€ & &
d (x> Xn;) < d(Xngs Yn,) +d(Ynps Yn;) + d(Ynjs Xn;) < 3 + 3 + 376
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e assim, temos uma contradi¢do para o modo que (x,,) foi escolhida. Logo, A € totalmente limitado
e pelo item (b), € compacto.

Prova (e). Do item (d), temos que A € #(X). Além disso, usando o item (c) e o Lema 28
para completar a prova que lim A; = A, basta mostrarmos que para £ > 0, existe um N tal que
n>N=A,CA+es.

Para isso, consideremos & > 0 e encontremos um N tal que m,n > N, h(A,, A,) < 5. Entdo,
param,n > N, A, C A, + %

Sejan > N, mostraremos que A, C A+¢&,uma vezquenoitem (c) vimosque A C A,+¢&. Sejay €
Ap. Entdo, existe uma sequéncia crescente (N;) de inteiros, tal que
n<Ni<Ny<N3<---<Np<-:-: eparam,kZNj,Am CAk+%.

Note que A, C Ay, +%5. Como, y € A,, existe um xy, € Ay, tal que d(y,xy,;) < 5. Como
xn, € Ap,, existe um ponto xy, € Ay, tal que d(xy,,xn,) < 35. Repetindo o procedimento,
encontraremos uma sequéncia de pontos tal que xy; € Ay; e d(xy;,xn;,,) < 357. Usando a
desigualdade triangular sucessivas vezes, conseguimos mostrar que

d(y,xy;) <&, paratodo j.

E também, (xy,) € uma sequéncia de Cauchy que converge para um ponto x que estd em A. Além

disso, d(y,xy;) < & implica em d(y,x) < &. Portanto, mostramos que A, C A + & paran > N.
Além disso, temos pelo item (b) que A é compacto, o que completa nossa prova que

lim A, = A. E consequentemente, que (# (X), h) € um espaco métrico completo. O

Pelo teorema anterior, podemos concluir que vale o Teorema do ponto fixo de Banach no espaco
dos fractais #°(X) com a métrica de Hausdorff 4.

4.2 Contracoes no espaco de Hausdorff

Antes de falarmos mais sobre factais precisamos, primeiramente, falar das fun¢des de contragcao
no espago de Hausdorff.

Proposicao 31 Seja w : X — X uma contragdo em um espaco métrico (X,d), com fator de
contracdo s. Entao, w : Z (X) — % (X), definida por

w(B) ={w(x)|x € B}, VB e Z(X)
¢ uma contragdo sobre (# (X), h), com fator de contracdo s.

Prova.
Pela Proposi¢ao 3 temos que w € continua e aplica # (X) nele proprio.
Sejam B, C € 7' (X). Entao

d(w(B),w(C)) max {min {d(w(x),w(y))|y € C}|x € B}

max {min {sd(x,y)|y € C}|x € B} = sd(B,C).
Analogamente, d(w(C),w(B)) < s.d(C, B). Portanto,

h(w(B),w(C)) max {d(w(B),w(C)),d(w(C),w(B))}
max {s.d(B,C),s.d(C,B)}

s.max {d(B,C),d(C,B)}

s.h(B,C).
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Proposicao 32 Seja (X, d) um espaco métrico completo. Entdo, para A, B,C € Z (X), temos
d(A,BUC) = min{d(A, B),d(A,C)}.
Proposicao 33 Para todo B,C, D, E € # (X), temos
h(BUC,DUE) < max{h(B,D),h(C,E)}
onde h é a métrica de Hausdorff.
Prova.
Para essa demonstracao usaremos o Lema 28.
Primeiramente, mostraremos que d(BU C,D U E) < max {d(B, D), d(C, E)}. De fato,
d(BUC,DUE) = max{d(x,DUE)|x e BUC}
= max {max {d(x,D U E)|x € B},max {d(x,D UE)|x € C}}
= max{d(B,DUE),d(C,DUE)}
= max {min {d(B,D),d(B, E)},min{d(C,D),d(C,E)}}
< max {d(B,D),d(C,E)}.
De modo anédlogo teremos
d(DUE,BUC) <max {d(D,B),d(E,C)}.
Por fim,
WBUC,DUE) = max {d(BUC,DUE),d(DUE,BUC)}
< max {max {d(B,D),d(C,E)},max {d(D,B),d(E,C)}}
< max {max {d(B,D),d(D, B)},max {d(C,E),d(E,C)}}
< max {h(B,D),h(C,E)}.
m]
Proposicao 34 Seja X um espaco métrico completo. Seja {w,ln = 1,2,...,N}, contracdes

sobre (# (X), h), sendo o fator de contragdo de wy,, denotado por s, para cada n. Defina
W% (X) — F(X) por

N
W(B) = w1 (B) Uwy(B)U...Uwy(B) = U wn(B).
n=1

Entdo, W é uma contragdo com fator de contracdo s = max {syln=1,2,...,N}.

Prova.
Vamos demonstrar para N = 2 e por argumento indutivo completamos a demonstracgao.
Sejam B, C € 7 (X). Temos

h(W(B), W(C)) h(wi(B) Uwa(B),wi(C) Uwy(C))
max {h(w1(B),w1(C)), h(w2(B),w2(C))}
max {s;.h(B,C), s2.h(B,C)}

s.h(B,C).

IANIA A

O
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5 O que é um fractal?

O termo fractal foi criado por Benoit B. Mandelbrot por volta de 1975. Do ponto de vista
informal, fractais sdo estruturas que apresentam irregularidades e fragmentacdo em uma faixa de
escala muito ampla, aparentemente infinita como, por exemplo, as encontradas nas nuvens, nas
fumacas, nas montanhas, nas arvores e em diversos outros objetos da natureza.

Entdo o que é um fractal? Inicialmente, é apenas um subconjunto de um espaco. Esse espaco
possui uma estrutura do conjunto definido, onde cada ponto estd préximo um do outro. Vamos dar
alguns exemplos a seguir para que a ideia fique mais clara. Em sintese, um fractal € uma forma cujas
partes sdo réplicas do todo sob algum aspecto.

i k3
Ay Xn.g, A ol wuu;;
A3 Xn, AS ‘ ¥

Ay
)\,3\3‘ GG Ag
< 7
Xn, Aa ’J“
i Ag —
(a)a
Figura 3: Na figura (a) cada A;,i = 1,---,9 € um exemplo de fractal. Na figura (b) temos um

exemplo de fractal. Fonte [10].

Definicao 35 Considere o espaco X como um conjunto. Os pontos desse espaco sdo os elementos
desse conjunto.

Exemplo 36 Considerando X = R, onde cada "ponto"x € X é um niimero real, temos um exemplo
mais simples de fractal.

Exemplo 37 Seja X = ¢[0, 1], 0 conjunto de funcoes continuas que leva o intervalo fechado [0, 1] =
{x € RI0O < x < 1} a reta real R Um '"ponto"f € X ¢é dado pela funcdo
f:10,1] ey R, onde f pode ser representado como o grdfico a seguir indica.

Note que f € X ndo é um ponto no eixo x, e sim toda a funcdo. Uma fungcdo continua em um
intervalo é caracterizada pelo seu grdfico ininterrupto.

Exemplo 38 O plano complexo, X = C, no qual qualquer ponto x € X é dado por
X=x1+ixp ondei=VN-1,

para quaisquer x1, x> € R. E claro que C é essencialmente como o R?, porém existe uma distincdo
implicita. No espaco C podemos multiplicar dois pontos x,y e obter um novo ponto em C. Assim,
definimos:

x.y = (x1 +ix2)(y1 +iy2) = (x1y1 —x2y2) +i(x1y2 + x2y1).
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Figura 4: Ponto f no espaco de funcdes continuas no intervalo [0,1]. Fonte [10].

Exemplo 39 Seja C a notagdo para representar o Conjunto de Cantor. Esse subconjunto do espago
métrico [0, 1] € obtido por exclusdo sucessiva de subintervalos abertos do terco médio, como mostra
a figura a seguir, isto é,

I = [0,1]

1 2
C] = [O,g]U[g,l],

1 23 6 7 8
e = o535 )

De modo que,

(-L e | |—|
L] 7 i |

C: ——4 — —
I R T : 5 5 |
Cy - - - - - - -

1 21 2 78 21927 3352
0555 3§08 inns  snnl

Figura 5: Construgdo do Conjunto de Cantor

Note que a geometria fractal se preocupa com a descricao, classificagdo, anélise e observacao de
subconjuntos dos espacos métricos (X, d).

5.1 Classificacao dos Fractais

Os fractais podem ser classificados em trés categorias principais. Estas categorias podem ser
determinadas pelo modo como o fractal é formado ou gerado, como mostraremos a seguir.

Sistema de funcoes iteradas(IFS). Os fractais deterministicos, conhecidos como fractais geo-
métricos, sdo subconjuntos gerados por transformagdes geométricas simples do proprio objeto nele
mesmo, possuem uma regra fixa de substituicdo geométrica, aplicada a cada iteragdo como por
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exemplo, a curva de Peano, o floco de neve de Koch e a esponja de Menger, que mostraremos mais
adiante.

Figura 6: Esponja de Menger.

Fractais gerados por computadores. Também sao chamados de fractais de fuga. Sao gréficos
de funcdes matemadticas que definem conjuntos que costumam operar com nimeros imagindrios e
nimeros complexos, que é o caso do fractal de Mandelbrot, e que portanto sdo estudados dentro da
drea de dinamica complexa (ou de sistemas dindmicos), onde os pontos representados sao os pontos
que ndo escaparam para o infinito ou que permaneceram limitados apds um niimero pré-estabelecido
de iteracdes. Sdo utilizados computadores, porque estas iteracdes envolvendo nimeros complexos
sdo praticamente impossiveis de serem feitas a mao.

Figura 7: Conjunto de Mandelbrot.

Fractais aleatérios. Sao também chamados de fractais naturais, quando o todo € estatisticamente
semelhante a uma ampliacdo de uma parte dizemos que o fractal é aleatdrio.
O interesse do nosso trabalho € o estudo dos Fractais IFS, que apresentaremos a seguir.

6 Sistemas de Funcoes Iteradas (IFS)

Definicao 40 Seja f : X — X uma transformacdo em X. Chamamos de iteragdo sobre f,
transformacoes da forma f" : X — X definidas por:

nvezes
—_—

) =1, flx) = f(x), @) = fo f(x),.... f"(x) = fo...0f(x)

paran=0,1,2,3,....
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Figura 8: Cristal de Bismuto.

Exemplo 41 Considere a funcdo f(x) = /x, parax > 0.
Tomando o valor inicial xo = 81 teremos

f281) = f(f(81) =3.
Continuando essa iteracdo teremos sucessivamente
£3(81) =1,732050..., f*(81) =1,316074 ..., f7(81) = 1,147202..., f%(81) =1,071075...,...
valores que se aproximam cada vez mais de 1, o qual serd um ponto fixo dessa fungdo.

Veremos que isso ndo € uma coincidéncia, pois € um caso particular do teorema seguinte que
garante a existéncia e unicidade de cada fractal obtido através de iteracdao de fungdes. Como
poderemos perceber, é o Teorema 20 voltado para iteragdes.

Teorema 42 Seja f : X — X uma contra¢do sobre um espago métrico completo (X, d). Entdo
S possui um tinico ponto fixo xy € X e mais ainda, para algum ponto x € X, a sequéncia
{f"(x);n=0,1,2,3,...} converge para x. Isto é,

lim f"(x) = xy, para cadax € X.
n—00

Prova.
Sejax € X e 0 < s < 1 um fator de contracao para f. Entdo,
d(f"(x), f"(x)) = 5" d (x, f17(x)) )
paratodom,n=0,1,2,...,comx € X fixo. Parak =0,1,2,..., temos
d(x, f*(x)) < dlx, f) +d(f (), () +...+d(f (), 5 (x))
< (T4+s+s2+...+s55Dd(x, f(x)
< (1-97"d(x, f(x),

substituindo na equacao (1), temos

d(f"(x), f™(x)) < s™mm (1~ 57 (x, £(x)),
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portanto ( f”*(x)) € uma sequéncia de Cauchy. Como X é completo esta sequéncia de Cauchy possui
um limite x s € X, entdo

e S ) =

Agora, mostraremos que x € ponto fixo de f. Sabemos que f € uma contra¢io e consequentemente
continua, entao

flap) = f(lim f"(x) = lim f*(x) = x;.
Supondo que exista mais de um ponto fixo de f, sendo eles x¢ € y ¢, temos

xp=fxp), yr=fyp)edxpyr) =d(f(xp), f(yr) < sd(xp,yp),

onde (1 —s)d(xs,ys) <0,logod(xy,yy) = 0.

Portanto, xy = y, isto €, xy € inico ponto fixo de f. O
Um sistema de funcoes iteradas (IFS) é uma estrutura da forma {X; fi, f>, f3,..., fv}, onde
X € um espago métrico completoecada f; : X — X, i =1,2,3,..., N, sdo contracdes em X.

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade do que chamaremos de atrator de um IFS.
Teorema 43 Seja {X; f1, f2, f3, ..., fn} um IFS, define-se

F:#X) — #Z(X)

N
K +— F(K):=|_Jfi(K);
i=1

entdo existe um vinico A € # (X), tal que F(A) = A = LNJ fi(A).
Além disso, para qualquer K € (% (X), h), tem-se -

nh_)ngo F"(K) = A.
Chamamos A de atrator de um IFS.

Prova.

Primeiramente, note que F estd bem definida e além disso é uma contragdo em 7# (X), pois é
uma unido de contracdes que sao fun¢des continuas aplicadas em um espago compacto K.

Por outro lado, sendo X um espago métrico completo, temos que # (X) também é completo,
como vimos no Teorema 30. Assim, podemos aplicar o Teorema 42 a func¢ao

F:%(X) — #(X),

para concluir que existe um tnico A € Z'(X), tal que

N
| fi(a) = F(4) = A. @)
=1

Usando a segunda parte do Teorema 42, garantimos que

lim F"(K) = A,

n—oo
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para qualquer K € (#(X), h).

Analisando a expressio (2) e recordando que cada f; é uma contragdo, de modo que cada f;(A)
pode ser interpretada como uma c6pia de A, entdo pela igualdade (2), podemos dizer que o conjunto
A também € a unido de um numero finito de copias reduzidas de si mesmo. O

Exemplo 44 Considere o IFS {R; fi, f»}, onde

1 1 2
filx) = 3% fHx) = 3E+3

Nesse caso, F : # (R) — Z (R) estd bem definida por
F(K) = fi(K) U f2(K), VK e Z(R).

Como conjunto inicial, tomemos o conjunto Cy = [0, 1]. Entdo, fica claro que o atrator deste IFS
¢ o conjunto de Cantor C e para provarmos isso, basta observar que (C,), é uma sequéncia de
Cauchy em # (R) onde

Co2Ci2C,2...2C,2...

Como X é completo, (C,) é uma sequéncia de Cauchy e usando o teorema anterior, para
obtermos

(o)

lim C,=| |C,=C.
n—oo -

Exemplo 45 Consideremos um IFS {Rz; %z; %z + %; %z + %}. Neste caso,
F : # (R*) — H (R?) é definida por

F(K) = fi(K) U A(U) U f5(K), VK € (R?),
sendo fi(2) = 32, fo(z) = 32+ 3 e f3(z) = 32+ .

Exemplo 46 Tomemos agora IFS {[0, 1]; %x}

Figura 9: Construgao do Atrator IFS {[0, 1]; %x}.

Podemos observar, pela figura anterior, que seu atrator é A = 0. E de fato, pelo teorema anterior,
basta provar que A é um ponto fixo da contracdo F : 7 ([0, 1]) — Z([0, 1]), definida por

FK) = fi(K), VK € 7([0,1D),  fi(x) = 2x.

Tomemos

F({0}) = fi({0}) = {/1(0)} = {0}.

Com este exemplo podemos perceber que em qualquer IFS, temos somente uma contragio.
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Figura 10: IFS com condensac¢ado. Fonte [10].

6.1 IFS com condensacao

Para bom entendimento de um IFS com condensacdo, mostraremos uma ideia geométrica do que
seria tal fractal. Observemos as figuras abaixo.

Intuitivamente sem usar uma lupa, dentro destas figuras observamos cépias reduzidas de si
mesmo em qualquer parte do conjunto. Mas mesmo fazendo uso de uma, nao seria possivel afirmar
que existem realmente cépias reduzidas. No entanto, é possivel obter este tipo de figuras como
atratores de algum sistemas de fung¢des iteradas, que chamamos de IFS com condensacao.

Definicao 47 Seja (X,d) um espaco métrico e C € I (X). Definimos
wo : Z(X) — Z(X) por wo(K) := C, VK € #(X). Dizemos entdo, que wo é uma transfor-
macdo de condensacao, e C é o conjunto de condensagdo associado.

Observe que, wo € uma funcdo constante # (X) — # (X), portanto wg € uma contragdo, com
fator de contragdo igual a zero, cujo ponto fixo € o conjunto de condensacio C.

Agora, seja {X;wi,wo,...,wy} um IFS e wy : Z(X) — Z(X), uma transformacgao de
condensacdo. Entdo {X;wg, wi, wa,...,wx} se chama IFS com condensagao.

Exemplo 48 Seja {R%; wo, wi, wa} onde

1 x 1 =
wo(K) := {0} x [0,1], wi(z2) := Eze"Z +iewy(z) = Eze’Z +i.

Note que a diferenca entre um IFS e um IFS com condensacdo é a presenca de uma contra¢do
diferente no segundo caso, enquanto em wq : # (X) — F (X) o dominio e o contradominio de w
¢ # (X), nas outras contragoes o dominio e contradominio é X. No entanto, o IFS com condensagdo
pode trabalhar da mesma forma que os outros e gerar uma sequéncia convergente de compactos.

Agora, vejamos como ficariam tais conceitos para o IFS com condensacdo do exemplo acima:
Exemplo 49 Para o IFS do Exemplo 48, temos W : % (R?) — I (R?) dado por

W(K) = wo(K)Uwi(K)Uwz(K)
= {0} x[0,1] Uwi(K) Uwa(K).

Tomemos como conjunto inicial o mesmo conjunto de condensacdao: K = {0} x [0, 1]. A sequéncia
K, W(K),W>(K),W*(K),...,W'(K),...seria, aproximadamente, a seguinte
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Figura 11: Constru¢do de uma 4rvore fractal. Fonte [10].

Teorema 50 Seja {X;wo, w1, wa,...,w,} um IFS com condensacdo. Entdo, uma transformagdo
W . % (X) — #(X), definida por

N
W(K) :=| |wi(K), VK € % (X)
i=0

tem um tinico ponto fixo, isto é, existe um vinico A € # (X) tal que

N
W(A) = A= U wi(A).
=0

Além disso, para qualquer K € 7 (X) tem-se

lim W"(K) = A.

n—oo

O conjunto A é chamado atrator do IFS com condensagao.

A demonstracdo do teorema anterior segue o0 mesmo raciocinio da demonstra¢ao do Teorema 43.
Uma forma, dentre vdrias outras, de se definir fractais € através de um IFS, como podemos ver a
seguir.

Definicao 51 Dados um IFS {X;w,,n = 1,2,3,...,N}, com fator de contracdo s, e W uma
contracdo em ¥ (X). Define-se fractal, o ponto fixo A € I (X) da funcdo de contracdo W, ou seja,
apos infinitas iteragcoes de uma fungdo resulta-se um fractal.
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Exemplo 52 (Curva de Peano) A Curva de Peano, apresentada em 1890, é um exemplo de um
fractal que preenche o plano. Uma curva que preenche o plano passa por todos os pontos de uma
determinada drea, acabando por, gradualmente, a ocupd-la totalmente.

Figura 12: Construcao da Curva de Peano

O ponto de partida para a construgdo de tal curva é comecar com um segmento. Na primeira
iteracdo o segmento é substituido por 9 segmentos de comprimento igual a um terco do comprimento
do segmento inicial. Esses 9 segmentos constituem a primeira itera¢do da constru¢do recursiva da
curva de Peano. Depois, o processo recursivo aplica-se a cada um dos 9 segmentos, até o infinito.

Exemplo 53 (Curva de Koch) A Curva de Koch é uma curva geométrica e um dos primeiros
Jfractais a serem descritos. Aparece pela primeira vez em [11]. O conhecido Floco de Neve de Koch
corresponde a mesma curva, sendo que sua constru¢do se inicia a partir de um triangulo equildtero.

IR
AT € s Gl

Figura 13: Construcio da Curva de Koch

Para construirmos este fractal podemos construi-lo a partir de um segmento de reta submetido
a alteragoes recorrentes, isto é, a iteragoes, como descritas a seguir:

1. Divide-se o segmento de reta em trés segmentos de igual comprimento.

2. desenha-se um tridngulo equildatero, em que o segmento central, referido no primeiro passo,
servird de base.

3. Apaga-se o segmento que serviu de base ao triangulo do segundo passo. Procedendo da mesma
forma para cada um dos quatro segmentos que ficam, formam-se dezesseis novos segmentos menores.

Exemplo 54 (Esponja de Menger) A Esponja de Menger é construida a partir de um cubo através
do seguinte processo recursivo:
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(a) (b) (e)

Figura 14: Construcao da Esponja de Menger até o nivel 2.

1. Tome um cubo qualquer (Figura 14(a)).

2. Divida cada face do cubo em 9 quadrados. Desse modo o cubo inicial fica subdividido em 27
cubos menores.

3. Remova o cubo localizado no meio de cada face e o cubo central, deixando apenas 20 cubos
restantes (Figura 14(b)). Este é o primeiro nivel da Esponja de Menger.

4. Repita os passos 2 e 3 para cada um dos 20 pequenos cubos restantes do nivel anterior. Assim,
obtemos o segundo nivel da Esponja (Figura 14(c)). Note que, neste nivel, estamos dividindo cada
um dos 20 cubos do nivel anterior em outros 20 cubos menores, obtendo no final 202 cubos.

5. A Esponja de Menger é o limite deste processo depois de um niimero infinito de iteracoes.

7 Consideracoes Finais

De acordo com [4], a geometria euclidiana se preocupa em criar nossa percepcao espacial intuitiva
de modo mais objetivo. Dessa forma, a geometria cldssica apresenta uma primeira aproximagao a
estrutura fisica de objetos. J4 a geometria fractal € uma extensdo dessa geometria cldssica e pode
ser usada para criar modelos precisos de estruturas fisicas como samambaias, cristais de gelo e até
mesmo galdxias.

Jaimaginou conseguir descrever uma nuvem com a precisao que um arquiteto consegue descrever
uma casa? Pois bem, a geometria fractal te oferece essa habilidade, uma vez que a compreenda. E
uma nova forma de linguagem.

Além disso, suas aplicacdes principais residem na computagio grafica, compressao de imagens,
reconhecimento de padrdes, estudo do comportamento de fendmenos fisicos e meteorolégicos (como
o atrator de Lorenz), teoria espectral de operadores, em sistemas de numeracao, dentre muitas outras.
A geometria fractal surge exatamente nesse ponto, no qual a geometria tradicional nio € capaz de
representar todas as formas do mundo real. Dessa forma, a geometria fractal, além de descrever
com precisdo fenomenos da natureza, pode constituir uma representacdo geométrica de conceitos
abstratos de diversas dreas da Matematica.
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