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Sequentes como duais dos tableaux para
l6gicas polivalentes

Sequents as duals of tableaux for many-valued logic

Resumo

A utilizacdo de métodos dedutivos alternativos ao axioma-
tico (hilbertiano) tem sido de grande interesse para a Teoria
da Prova e para a Teoria da Computagdo, sendo esta ultima
caracterizada pela busca por métodos mais adequados para
implementagBes em computadores. Dentre tais métodos,
abordaremos o célculo de sequentes, proposto por Gentzen
em 1935 e 0 método dos tableaux analiticos introduzido por
Smullyan em 1968. Explicitamos uma sistematizacao a par-
tir da proposta de Carnielli (1991) de como estabelecer se-
guentes como duais dos tableaux para l6gicas polivalentes,
promovendo um processo de dualizagdo mais intuitivo a
partir da formalizacdo do tableau feita por Smullyan. Ade-
mais, apresentaremos as regras em um sistema de sequentes
para o célculo proposicional classico, a partir das regras de
um sistema de tableaux, dualizando cada regra em tableau
para um sequente adequado.

Palavras-chave: Logicas polivalentes. Teoria da prova.
Caélculo de sequentes. Tableaux analiticos.

Abstract

The use of alternative deductive methods with respect to
axiomatic (Hibertian) has been of great interest to the Proof
Theory and the Theory of Computing, the latter being char-
acterized by the search for more suitable methods for im-
plementations in computers. Among these methods, we will
present the sequent calculus, proposed by Gentzen in 1935,
as well as the analytical tableaux introduced by Smullyan
in 1968. We show a systematization according to Carnielli
(1991) to establish sequents as dual from tableaux for
many-valued logics, promoting a more intuitive dualization
process based on the tableau approach performed by Smul-
lyan. Furthermore, we will present the rules in a sequent
calculus for the classical propositional logic, starting from
the rules of a tableau system, dualizing each tableau rule in
an appropriate sequent.
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1 Introducao

A Teoria da Prova constitui-se uma importante &rea da Ldgica, a qual tem sua origem asso-
ciada ao Programa de Hilbert, desenvolvido no inicio do século XX pelo matematico alemao
David Hilbert (1862-1943), o qual, em 1920, apresentou a proposta de que toda a Matematica
deveria ser fundada em principios axiomaticos. Contudo, com os teoremas de incompletude de
Godel que tratavam da incompletude da aritmética e da impossibilidade de demonstrar a con-
sisténcia da aritmética usando a propria aritmética, apresentados em 1931, veio a tona a impos-
sibilidade da completa realizag&o do Programa de Hilbert.

Um importante marco na Teoria da Prova, foi dado em 1935 pelo matematico e ldgico ale-
mdo Gerhard Gentzen (1909-1945), motivado por produzir demonstracbes metamatematicas.
A fim de eliminar a crise pela qual a matematica havia sido afetada, devido ao surgimento das
antinomias da teoria dos conjuntos, introduziu sistemas de provas alternativos aos axiomaticos,
que eram caracterizados por admitir o principio das subférmulas. Segundo Gentzen (1969),
“pretendemos elaborar um formalismo que reflita tdo exato quanto possivel o efetivo raciocinio
l6gico envolvido nas provas matematicas”. Ademais, os sistemas desenvolvidos por Gentzen
consistiam em demonstrar a validade de um argumento de uma maneira usualmente mais ra-
pida, apenas trabalhando com regras em métodos finitarios.

O método dos tableaux analiticos foi introduzido por Raymond M. Smullyan (1919-2017),
matematico e ldgico estadunidense, em 1968. Segundo Fitting (1996), a historia dos tableaux
comeca com Gentzen e culmina com Smullyan, pois os sistemas de provas de Gentzen eram
caracterizados por admitirem o principio de subférmula, isto é, se uma formula A é demonstra-
vel, entdo A tem uma demonstracdo em que ocorrem apenas subformulas de A. Todos os tra-
balhos subsequentes que levaram ao desenvolvimento dos sistemas de tableaux foram, de al-
gum modo, inspirados pelos trabalhos de Gentzen em relacdo aos sistemas de provas. Um
sistema em tableaux apresenta uma demonstracao indireta em forma de arvore invertida, em
que a partir da formula que se quer provar, supondo esta com uma valoracdo ndo distinguida
presente no sistema e aplicando as regras de expansao do tableau até que todos os ramos sejam
fechados ou gque o ramo esteja terminado (sem mais possiveis regras para serem aplicadas);
enquanto um sistema em sequentes apresenta uma demonstracao direta em formato de arvore,
a partir de sequentes iniciais e das regras do sistema até chegarmos na férmula desejada. Se-
gundo Carnielli (1991), por vezes € mais interessante trabalhar com sistemas de sequentes ao
invés de formulac6es em tableau, motivacdo pela qual apresentamos a presente sistematizacdo
de criacdo de um sistema de sequentes, a partir de um sistema de tableaux. Ressaltamos que
neste trabalho, adotamos o termo original do francés tableaux, por esta razéo utilizaremos duas
formas de escrita, a saber, tableau quando nos referirmos ao singular e tableaux para o uso no
plural.

A Teoria da Prova atualmente também é de extrema importancia para a Teoria da Compu-
tacdo, a qual apresenta na subarea de Prova Automatica de Teoremas, segundo Santos (2010),
0 desenvolvimento de programas de computador com o objetivo de mostrar que uma determi-
nada sentenca € uma consequéncia logica de um conjunto de sentencas. Inicialmente voltados
para solucionar problemas estritamente matematicos, recentemente, os provadores sao utiliza-
dos em vérias &reas do conhecimento, como, por exemplo, Engenharia, Ciéncia da Computagéo
e Ciéncia Social.

Temos por objetivo abordar a dualiza¢do introduzida por Carnielli (1991), a qual fornece
uma sistematizacéo de calculo de sequentes como duais dos tableaux. Nesta abordagem busca-
mos estabelecer uma maneira mais intuitiva, em que se preserve a notacgao de tableau introdu-
zida por Smullyan (1968), além de promover exemplificagdes no &mbito proposicional classico
de tal dualizacdo.
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Trata-se de um trabalho tedrico, em que apds revisdo e andlise bibliografica dos métodos
dedutivos de célculo de sequentes apresentados por Gentzen (1969), dos tableaux analiticos
introduzidos por Smullyan (1968) e a sistematizacdo de como apresentar um sistema de sequen-
tes a partir de um sistema de tableaux estabelecida por Carnielli (1991), abordamos, de um
modo intuitivo, a dualizacdo de sistema de sequentes em logicas polivalentes de n valores 10gi-
cos a partir de um sistema de tableaux. Em seguida, explicitamos a dualizacdo para um calculo
proposicional classico de forma sistematica e intuitiva para cada regra nos respectivos sistemas,
a saber, do tableau para sequente.

2 Sobre os tableaux analiticos

Apresentaremos 0 método dos tableaux analiticos para o calculo proposicional classico,
baseado no trabalho de Smullyan (1968), em seguida fazemos algumas observacfes para um
calculo polivalente.

Definicédo 2.1 (Smullyan, 1968, p. 3). Por uma arvore ndo ordenada, 7, entenderemos
uma colecéo dos seguintes itens:

(i) Um conjunto S de elementos chamados pontos;

(i)  Uma fun¢do £, que atribui a cada ponto x um inteiro positivo £(x), chamado
nivel de x;

(ilf)  Uma relacdo aRb definida em S, que se 1€ “a é predecessor de b” ou “b
sucessor de a”. Essa relacdo deve obedecer as seguintes condicdes:

C1: H& um Unico ponto ax de nivel 1. Esse ponto é chamado origem ou raiz da arvore;

C2: Cada ponto, exceto a raiz, tem um Unico predecessor;

Cas: Para quaisquer pontos a, b, se b for um sucessor de a, entao £(b) = £(a) + 1.

Definicéo 2.2 Seja a um ponto, a é ponto final se ele ndo tem sucessores. No caso de
um ponto a possuir exatamente um sucessor, ele € um ponto simples. E se um ponto a tiver
mais de um sucessor, a ¢ chamado ponto de juncéo.

Definicdo 2.3 Um ramo é qualquer sequéncia enumerdvel de pontos, partindo da
origem, de tal forma que cada um dos seus termos, com exce¢do do ultimo, se existir, € um
predecessor do seguinte. E ainda, o Gltimo termo é um ponto final da arvore.

Definic¢éo 2.4 Um ramo finito € um ramo onde o numero de pontos é finito. E um ramo
infinito € um ramo cujo nimero de pontos € infinito.

Defini¢do 2.5 Uma &rvore ordenada, denotada por 7, é uma arvore ndo ordenada com
uma funcéo f que atribui a cada ponto de jungdo z uma sequéncia f (z) que ndo possui repeticoes,
e 0 conjunto de termos consiste em todos 0s sucessores de z.

Definigdo 2.6 Uma arvore T é finita, se 7 tem somente um ndmero finito de pontos;
caso contrario, ela é denominada infinita.

Definicdo 2.7 Uma arvore ordenada diadica € uma arvore em que cada ponto de juncédo
possui N0 Maximo dois sucessores.
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Defini¢cdo 2.8 Um tableau analitico é uma arvore ordenada diddica 7, cujos pontos sao
formulas. Um tableau 7 para uma férmula A qualquer é construido do seguinte modo: Iniciamos
o0 tableau com —A em sua origem (raiz da arvore) e a construcao ou expansao dos ramos da-se
pela aplicacdo de uma das regras de expansao.

Definicdo 2.9 (Regras de expansdo). As regras de expansdo para o calculo
proposicional classico, de acordo com Smullyan (1968, p.20), podem ser classificadas de dois
tipos, a e P, respectivamente, regras que ndo ramificam, e regras que bifurcam.

Defini¢do 2.10 (Clausulas de Fechamento). Um ramo de um tableau é denominado
um ramo fechado guando existem neste ramo pontos que correspondam as formulas B e —B.
Quando um ramo apresentar uma férmula e sua negagdo como pontos distintos, utilizamos ‘x’
para simbolizar que o ramo é fechado.

Defini¢do 2.11 Um tableau para uma formula A ¢é fechado quando todos os ramos sdo
fechados.

Definicdo 2.12 Seja I um conjunto de férmulas. Dizemos que I" € um conjunto fechado
de férmulas quando é possivel a construcdo de um tableau fechado para a conjuncao finita das
formulas de I"; caso contrario, dizemos que I" € um conjunto aberto de formulas.

Defini¢do 2.13 Uma férmula A é consequéncia analitica ou gerada de um conjunto I
de formulas, o que denotaremos por T'IFA, quando I"U{—A} for um conjunto fechado de
férmulas.

Defini¢do 2.14. Uma férmula A é demonstravel em T, o que denotamos por IFA, se é
possivel construir um tableau fechado a partir da formula inicial —A, ou seja, o conjunto {—A}
é fechado.

Defini¢do 2.15. Um ramo é completo quando nenhuma regra de expansdo pode ser
aplicada em qualquer um dos pontos deste ramo, ou quando o ramo é fechado.

Definicdo 2.16. Um tableau é completo se todos os seus ramos sao completos.

Observacdo 2.17. A partir destas definicdes para o caso classico (arvore diadica), cada
sistema polivalente adaptara os tipos de formulas que além de apresentar os tipos que nao
ramificam (tipo o) e bifurcam (tipo B), poder&o apresentar regras que trifurcam (arvore triadica),
quadrifurcam (&rvore quadriadica), etc. Além disso, podem incluir novas clausulas como regras
de fechamento de um ramo.

3 Dualizacao entre tableaux e sequentes

Nesta se¢do apresentaremos uma definigdo para os sequentes e o processo de dualiza¢do
destes a partir dos tableaux, segundo Carnielli (1991).

Definicéo 3.1 (Sequente): Um sequente € um objeto l6gico, o qual apresenta a seguinte
forma de derivacéo:
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O1ANBO,A - AByg = BgyqV -V Oy,
onde ©,, ©,, -+, 04, 0444, -+, 0, sd0 conjuntos de sentencas de uma logica proposicional
n-valorada fixada £ e os indices 1 < i < n representam os valores Idgicos presentes em L,
sendo 1 < i < d os valores distinguidos e d + 1 < i < n 0s valores ndo distinguidos.

Definigdo 3.2 (Sequente valido): Um sequente é valido se, para cada £-valoracao v, temos
valido:

(VAEO,)WwA) =1)ANVAEB,)WA) =2)A-ANNVAEOB)(W(A) =4d)
implica em
(A€, )WA)#E#d+1)A-ABAEB,)(WA) # n).

Ou seja, existe pelo menos um elemento A em cada conjunto ©;, com j ndo distinguido,
onde a valoragdo do elemento e diferente de j. De modo intuitivo, um sequente valido expressa
o fato que, se todos os elementos dos conjuntos ©;, em que 1 < i < d sdo “verdadeiros” (ou
seja, com valores distinguidos), entdo em todo conjunto ©;, emque emque d +1<j<n
contém pelo menos um elemento “ndo-falso”. Para o caso classico, por exemplo, nessa defini-
cdo de sequentes validos, ®, = 0 é um sequente valido se para cada valora¢do v, temos:
(VA€ 0y)(wv(A) =V) implicaem (34 € 0z)(v(A) # F). O qual, obviamente, coincide com
a nocgédo usual de sequentes apresentada por Gentzen (1969).

Defini¢éo 3.3 (Suporte do Sequente): Dado um sequente S:
O AO, A AB=0y,1V VO,
definimos o Suporte de S, denotado por Supp (S), como o seguinte conjunto:
Supp (S) = Uicicn{ai(4): 4 € 0;}.
Ou seja, sendo a; todas as possiveis valoracdes do elemento A em £, temos uma unido genera-
lizada de todos elementos A, pertencentes a todos 0; (sejam distinguidos e ndo distinguidos).
Se X é um conjunto de sentencas marcadas, dizemos que X é satisfativel se existe uma L-
valoracdo v tal que (v(A) = i) se, e somente se a;(A4) € X. A partir disso, Carnielli (1991)
demonstra o seguinte resultado:

Lema 3.1: Um sequente S: ©; A O, A -+ A B4 = 04,1 V-V 0O, € valido se, e somente
se, Supp (S) néo é satisfativel.

Os sistemas de sequentes contém as seguintes regras e axiomas: (S1) Axiomas de sequentes
proprios: os quais descrevem “situagdes verdadeiras” gerais. (S2) Axiomas de sequentes nao
proprios: os quais descrevem intuitivamente “situacdes verdadeiras triviais”, com base na im-
possibilidade de uma férmula bem formada receber um certo valor l6gico. (S3) Regras de se-
quentes: as quais denotam “‘se as situagdes acima da linha sdo satisfeitas, entdo a situag¢ao abaixo
da linha também ¢”.

Podemos ver que (S1), (S2) e (S3) sdo conceitos duais dos tableaux (T2), (T3) e (T1), res-
pectivamente, sintetizados abaixo.

(T1) Regras de expanséo do sistema de tableaux: “Se a situagdo acima da linha € possivel,
entdo uma das situacdes abaixo da linha deve ser possivel”. (T2) Clausula de Fechamento do
sistema de tableaux, em que o ramo €é fechado se contém um par contraditério de formulas
marcadas, ou seja, formulas marcadas denotadas da forma: a;[A] e a;[A], sendo a; e a; valores
I6gicos para a formula A, para i # j. (T3) Clausula de Fechamento do sistema de tableaux, em
que o ramo € fechado se existir um conectivo com uma valoragdo a;, em que a; ndo aparece

nas tabelas seméanticas como resultado do respectivo conectivo.

SANTOS, E. O. V. dos; SILVESTRINI, L. H. da C. Sequentes como duais dos tableaux para légicas polivalentes. C.Q.D.— Revista Eletrdnica Paulista de
Matematica, Bauru, v. 21, p. 1-10, dez. 2021. Edicéo Iniciagéo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol21ic202123169664e0vslhcs0110 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

5



Desse modo, veremos a seguir como cr iar as regras e axiomas no sistema de sequentes por
meio de (S1), (S2) e (S3).

Os axiomas de sequentes préprios (S1) para a légica n-valorada £ sdo dados por (72‘) se-
quentes obtidos adicionando A, uma metavariavel para representar sentencas, a todos o0s pares
0; e ©;, com i # j. Denotaremos a unido de A em cada conjunto ©; por (©,, 4). Temos entdo
axiomas de sequentes proprios, da seguinte forma:

0,AN (0,,A)N -+ ANOy;=04,,V-VO,_; VO,

(0,A)NO,A - A (044) =044,V VO,_, VO,
(0,AANO,A - ANO;=(0,4,1,A4) V--VO,_,VO,

O;ANO,A - ANOy; =044 V-V(0,_4,4)V (0, A4)

A partir dos sequentes acima, podemos facilmente verificar pares de formulas idénticas (A)
com valores distintos, que garantem que os sequentes sejam validos.

Os axiomas de sequentes nao préprios (S2) para L sao 0s casos em que certos valores 16gicos
nunca ocorrem para um conectivo (esse € um fendémeno tipico de légicas com mais de dois
valores, onde por exemplo um determinado valor nunca ocorre em uma tabela). Ou seja, 0s
axiomas de sequentes ndo préprios estardo traduzindo as clausulas de fechamento de tableaux
dos casos em que certos valores I6gicos hunca ocorrem para um conectivo. Temos tais axiomas
divididos em dois grupos:

A partir de valores ldgicos distinguidos, ndo presentes nas tabelas de determinado conectivo
K: 0. A (0, K(Ay, -, Ap)) A =+ A B3 = 0441 V-V 0, sendo K(Ay,+,Ap) a notagio
utilizada para o conectivo K envolvendo as formulas A, a 4,,, e sendo ©; com i um valor dis-
tinguido.

E a partir de valores l6gicos ndo distinguidos, ndo presentes nas tabelas de determinado
conectivo K: @, A O, A -+ A 03 = 0441V (0, K(Ay, -+, A1) V -+ V Oy, sendo, como no
caso anterior, K(44, -+, A,,) anotagdo utilizada para o conectivo K envolvendo as formulas A,
a Ap,; mas neste caso sendo ©; com j um valor ndo distinguido.

Temos ainda as regras de sequentes (S3) para L, as quais sdo obtidas diretamente das regras
de tableaux da seguinte forma:

Seja Q um ramo, da regra de tableau p com o conectivo k e valor l6gico i, denotado por
p(k,i) e S um sequente. Denotamos por S/Q 0 novo sequente obtido adicionando as formulas
marcadas A, nos seguintes locais apropriados de S:

Oy A A(Oy, Ay ) A A(Oy, Ay ) A AOy = Ogpq V-V (0, Ay, )V -
v (0,4, ) V-V,
Ent&o considerando todos os ramos (); obtemos a seguinte regra de sequente:
S/‘Q‘DS/QZI ) S/‘Q“r‘
S/K(AliAZ' ﬂAm)
sendo S/K (A4, A,, -+, A,,) um sequente, obtido a partir do sequente S, adicionando o conectivo
K, da regra de tableau p utilizando as formulas A;a A4,,, da seguinte forma:
Oy A A (0, K(Ay, Az, Ap)) A ABg = B441 V-V Oy
se a valoracéo i do conectivo k for distinguido. Ou ainda:
O AO, A Ay = 0441V (0, K(Ay, Az, Ap)) V-V Oy,
se a valoragéo i do conectivo k for ndo distinguido.

Se denotamos por S/i o sequente obtido de S adicionando uma sentenga A na posi¢ao ©;,

temos a seguinte regra do corte para sistemas de sequentes:
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S/1, S/2,--,5/n
S

Uma derivacdo de sequente denotada por £ g A é uma colecdo de sequentes, obtida a partir

dos axiomas de sequentes e atraves das regras de sequentes, cujos sequentes finais tem a forma:
O, AN O,A - ANO;=>AVAV-—-VA

para todas as decomposicdes desta formaem que £ = U;<i<q4 0;.

E ainda temos uma demonstragdo de sequente denotada por +g A como uma colecdo de
sequentes, obtida a partir dos axiomas de sequentes e através das regras de sequentes, cujos
sequentes finais tem a forma:

=AVAV---VA

A partir das observagdes acima, segundo Carnielli (1991), fica claro que os axiomas de
sequentes sdo validos e que as regras de sequentes transformam sequentes validos em sequentes
validos; entdo, Carnielli (1991) demonstrou os seguintes resultados:

Lema 3.2: Qualquer sistema de sequentes € correto.

A partir do Lema 3.1 e Lema 3.2, mais a completude do método de tableau, apresentado em
Carnielli (1987), foi demonstrado em Carnielli (1991) que:

Teorema 3.1 (Adequacdo entre sistemas de tableaux e sequentes):
Y 7 A se,esomente, X g A.

Emque X - A denota que no sistema de tableaux T a formula A € consequéncia analitica
de um conjunto de formulas X; e £ ¢ A denota que no sistema de sequentes S, a formula A €
deduzida de um conjunto de formulas X.

Segundo Carnielli (1991), a regra de corte para sistemas de sequentes é equivalente a regra
de corte para sistemas de tableau; em razdo das demonstragdes nos sistemas de tableau pode-
rem ser traduzidas passo a passo em sistemas de sequentes, obtemos do Teorema 3.1 o0 seguinte:

Teorema 3.2 (Eliminacao de cortes para sistemas de sequentes):
Qualquer uso da regra de corte no sistema de sequentes é desnecessario, conforme apresen-
tado em Carnielli (1991).

4 Sequentes a partir da formalizacdo de tableaux segundo
Smullyan

As defini¢bes apresentadas para um sistema de sequentes a partir dos tableaux, da se¢édo
anterior, serdo utilizadas aqui para apresentar o calculo de sequentes para um sistema proposi-
cional classico, contendo como operadores {—, =, A, V}, em que a partir das regras de tableaux
introduzidas por Smullyan (1968), dualizaremos cada uma delas em suas respectivas regras de
sequentes.

(1) Axioma de sequente proprio: [Al] (T,A) = (A A)
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N&o existem axiomas de sequente ndo préprios, pois ndo temos na logica classica nenhum
operador que néo receba algum dos valores ldgicos em sua tabela semantica.

(2) Regras de sequentes: A partir das seguintes regras de tableaux (T1, ---, T8) para a légica
proposicional cléssica, apresentaremos as seguintes regras de sequentes (S1, -+, S8):

S, T(A - B)

F=(AA); (I,B)=A

71 S, F(A) | S, T(B) [51] (T, A> B)=A
S, F(A - B) (I A) = (4,B)
72} S, T(4) 152] = (A A— B)
S, F(B)
S, T(=A) I'= (AA)
SO} SRR
S, F(=4) (T,A) = A
™ ST@m Hr=amn
S, T(AAB) (T,A,B) = A
(7)) S5 T arp=a
S, T(B)
S, F(AAB) = (C,A); TI'=()B)
76l S, F(A) | S, F(B) LS6] I'= (A AAB)
S, T(AV B) (LA =3 ([,B)=A
771 S, T(A) | S, T(B) 157] (T, AVB) = A
S, F(AV B) I'= (A A, B)
8] —5—Fay 8] v =@, av e
S, F(B)

Temos ainda a regra de corte, admissivel, mas desnecessaria:

A=A, TI'=AA
'=A

[Corte]

Apresentaremos como exemplos de deducdo no sistema de sequentes introduzido nesta se-
¢do, as deducoes das seguintes formulas:

Exemplol. ¢ (AA—-A)—B
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[A1]

A=AB
[S3]
A -A=B
[S5]
(AA-A)=B
[S2]
Exemplo 2. s (A—B)— ((C—A)— (C—B))
[AL] [Al] [AL] [AL]
C=>ABC B,C=8B,C A C=>AB A B C=B
[51] [s1]
C,A—-B=1B,C A C,(A—B)=B
[51]
C, (C—A), (A—»B)=B
[s2]
(C—A), (A—B) = (C—B)
[s2]
(A—B) = ((C—>A) — (C—B))
[s2]

= (A—B) = ((C—A) - (C—B))

5 Consideracdes Finais

A partir da sistematizacdo apresentada, podemos introduzir sistemas de sequentes a partir
de sistemas de tableaux de qualquer sistema I6gico com n valores. Os quais apresentam como
um sistema de prova de teoremas, caracterizado como um algoritmo, sendo mais aplicavel do
ponto de vista computacional, do que os sistemas apresentados em sistema hilbertiano. Como
trabalho futuro, propomos apresentar um sistema de sequentes para o sistema trivalorado e ma-
ximal fracamente intuicionista I1, apresentado inicialmente por Sette e Carnielli (1995) em sis-
tema hibertiano.
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