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Extremos com desigualdades na Geometria:
resolucao de cinco problemas propostos para a
Olimpiada Internacional de Matematica

Extremes with inequalities in Geometry: solving five
problems proposed for the International Mathematical
Olympiad

Resumo

Cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO) sao discutidos em detalhe. As demonstra-
coes envolvidas nas solugdes sao complementadas pela disponi-
bilizacao dos respectivos links das figuras interativas utilizando
0 GeoGebra. E esperado que o artigo possa ser apreciado tanto
por estudantes que se preparam para as fases finais de compe-
tiches nacionais ou internacionais quanto por professores que
atuam no ensino e se interessam por problemas mais desafiado-
res. A fundamentagdo tedrica é baseada em uma combinagao
de elementos de trigonometria e geometria tais como Lei dos
Senos, Bases Médias e Paralelogramo, Circulo Inscrito, tangen-
tes e dreas e as Desigualdades Triangular, de Cauchy-Schwarz
e das Médias Aritmética e Geométrica.

Palavras-chave: Olimpiadas internacionais de Matematica.
Desigualdade Triangular. Desigualdade das Médias. Desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz. Ensino médio e universitdrio.
Geometria.

Abstract

Five problems proposed for the International Mathematical
Olympiad (IMO) are discussed in detail. The demonstrati-
ons involved in the solutions are complemented by the links of
the interactive figures using GeoGebra. It is expected that the
article can be appreciated both by students who are preparing
for the final stages of national or international competitions,
and by teachers interested in more challenging problems. The
theoretical foundation is based on a combination of trigonome-
try and geometry elements such as Sine Law, Mean Bases and
Parallelogram, Inscribed Circle, tangents and areas, and Trian-
gular, Cauchy-Schwarz and Arithmetic and Geometric Mean
Inequalities.
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1 Introducao

A Olimpiada Internacional de Matematica (IMO, International Mathematical Olympiad) € uma
competi¢do para estudantes do Ensino Médio. Na primeira IMO em 1959 somente sete paises
participaram, mas hoje em dia mais de 100 sdo representados. Os objetivos das IMOs sao descobrir,
estimular e desafiar estudantes talentosos em Matematica. Fortalecer relagcdes de amizade interna-
cional entre matemadticos, criar oportunidades para o intercambio de informacgdo sobre programas e
conteddos de estudo e promover a Matematica em geral.

Na preparacao para uma Olimpiada Internacional de Matemadtica cada delegacdo (menos o pais
sede) pode enviar problemas para formar a base de dados inicial, chamada lista longa (LongList,
LL). Os mesmos nao podem ter sido usados em competicdes anteriores, nem publicados e devem
abranger varios topicos de Matemdtica pré-universitdria. O pais sede da competi¢do cria um Comité
de Selecdo que escolhe os melhores problemas da LL para formar a lista curta (ShortList, SL).
Os professores Lideres, um por equipe, recebem a SL no primeiro dia da reunido e escolhem, por
maioria simples, os seis problemas da SL que serdo usados na IMO. As duas listas sdo mantidas em
segredo até a IMO do préximo ano.

O presente texto foi elaborado a partir de materiais didéticos utilizados durante uma aula do curso
“Geometria com GeoGebra" para professores de Matemdtica do Ensino Fundamental e Médio de
todo o Brasil, ministrado pelos autores, a distancia, no primeiro semestre de 2021.

As resolugdes neste artigo complementam algumas poucas disponiveis nos féruns em lingua
inglesa e nas publicacdes das competi¢des. Utilizando argumentos menos rebuscados, focou-se na
apresentacao mais detalhada das transi¢Oes, possibilitando que alunos e professores conseguissem
acompanhar o desenvolvimento do problema. Como complemento, uma versdo interativa de cada
uma das figuras do texto esta disponibilizada no site do GeoGebra.

Os presentes autores abordaram problemas de olimpiadas internacionais de Matemadtica sobre
Serie Harmonica (LOPEZ LINARES; BRUNO-ALFONSO; BARBOSA, 2020a), Desigualdades
(LOPEZ LINARES; BRUNO-ALFONSO; BARBOSA, 2020b) e Poténcia de um ponto e Eixo
Radical (LOPEZ LINARES; SANTOS; JESUS, 2021).

Na Secao 3 sao discutidos cinco desafios IMO. Nos Problemas 1, 4 € 5 se explora a Desigualdade
Triangular e das Médias. Os Problemas 2 e 3 usam fundamentalmente a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Iniciamos com uma introdugdo dos conceitos bésicos que serdo utilizados.

2 Conceitos basicos

Embora as proposicoes desta secao sejam cldssicas e bem conhecidas na literatura, as mesmas
sdo discutidas por completude do texto.

Proposicao 1 (Ao maior lado corresponde o maior angulo). Se dois lados de um triangulo ndo sdo
congruentes, entdo os dngulos opostos a estes lados ndo sao congruentes, e o maior angulo é oposto
ao maior lado.

Demonstragdo. A Figura 1 mostra um triangulo ABC. Pode-se supor, sem perda de generalidade,
que BC > AC. Marque sobre BC o ponto D tal que AC = CD. Logo, o ACAD ¢ isésceles de
base AD e LCAD = /CDA = 6. Sejam /CBA = B e /BAD = y. Pelo Teorema do Angulo
Externo, aplicado no vértice D do ABDA, tem-se 6§ = 8+ . Portanto, § > 5. Além disso, como
(BAC = a =6 + vy, entdao a > . Isto €, oposto ao maior lado corresponde o maior angulo. i
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Figura 1: Guia para a demonstra¢do da Proposicdo 1. Versao interativa aqui.

Ainda na Figura 1, por reducdo ao absurdo e a Proposi¢do 1 se prova a reciproca. Isto é, se
a > B, entdo BC > AC.

Proposicao 2 (Desigualdade Triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer de um
triangulo é maior que o comprimento do terceiro lado.

Demonstragcdo. Basta mostrar que o maior lado é menor que a soma dos outros dois. A Figura 2
mostra um tridngulo ABC com /ABC = . Pode-se supor, sem perda de generalidade, que
BC > CA > AB. Estendaasemirreta C A e marque o ponto D € CA detal formaque AD = AB. Seja
(DBC =vy. Como o AABD ¢ isésceles de base BD tem-se ZABD = /ADB = 6. Adicionalmente,
de

(DBC=y=0+8>60=/BDA

e da Proposicao 1, segue que:

CD=CA+AD=CA+AB > BC.
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Figura 2: Guia para a demonstra¢do da Proposicdo 2. Versao interativa aqui.

Proposicao 3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dadas duas sequéncias de niimeros reais
(ar,az, -+ ,ay) e (by,by,- -, by) entdo:

(a% +aj+- +aﬁ) (b% +b3+ -+ bﬁ) > (a1by + asby + - - - + apby)? (1)

e vale a igualdade quando b; = da; para todo 1 <i < n com A real.

Demonstragdo. Considere a fungdo real de varidvel real
n
Fx) = (ax - b)),
i=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia pode-se escrever

n n n

f(x) = Z:ai2 x?-2 Zaibi X+ szz

i=1 i=1 i=1

Isto €, f € um polindmio de segundo grau na varidvel x. Como f € uma soma de quadrados
teremos f(x) > 0 para todo x € R e, por consequéncia, o discriminante é negativo ou igual a zero:

n 2 n n

A=4|> aibi| -4 at|| > b7| <0.

l:] l:1 l:l

Dividindo por 4 obtém-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrita com os simbolos de

somatorios:

n n n 2

2 2
S| (S0 2 (S
i=1 i=1 i=1
A igualdade acontece quando o discriminante € zero. Nesse caso f tem uma raiz dupla x = A.
Mas isto corresponde a escrever:

n

FQ) =) (@id=b)* =0.
i=1
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Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de nimeros reais, os quadrados s3o ndo negativos. A tnica
possibilidade € que a;4 — b; = 0 paratodo 1 < i < n. Isto é, acontece a igualdade na desigualdade
de Cauchy-Schwarz quando as sequéncias (a;) e (b,) sdo proporcionais. O

Uma verificagdo interativa da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, com sequéncias bidimensionais,
pode ser feita aqui.

Proposicao 4 (Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica). Seja {x1,x2, ..., x,} uma lista
de niimeros reais positivos com n > 2, entdo:

em que

ZX,‘ =X1+x2+...+X,,
i=1

i=1
A igualdade ocorre quando x1 = xp = - -+ = xp,.

Demonstragdo. Caso n = 2: Quer-se provar que:

X1+ X2
— 2> X ' X2.
2
Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado tem-se:
2
(x1 +)C2) > 4x; - xp.
Desenvolvendo o quadrado e simplificando obtém-se outras sentengas equivalentes:
2.9 2
X7 +2x1 - x2+x5 2 4xy - x2,
x% —2x1 - X2 +x§ >0,
2
(x1 —x2)° > 0.
Mas o quadrado de um nimero real é sempre ndo negativo. A igualdade acontece quandox; = x;. O

A demonstracdo para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em (MORGADO; CARVALHO,
2015). A Figura 3 ilustra as desigualdades envolvendo os comprimentos dos segmentos AB e BC:

max{AB, BC} > Mo > My > Mg > My > min{AB, BC},

AB2 + BC?
Mo(AB, BC) = BD = \/+,

AB + BC
2 b

onde

M4(AB,BC) =MA=MC =MD =ME =

Mg(AB,BC) = BE = VAB - BC,
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2

2

1
aa:Tel

My(AB,BC) = FE = ;
AB
sdo as Médias Quadraticas Mg, Aritmética M4, Geométrica Mg e Harmdnica My. Em todos os

casos, a igualdade somente acontece quando AB = BC.
Desigualdade das médias

max{AB, BC} > Mg > My > Mg > My > min{AB, BC},

Tgualdade quando AB = BC.

2 2
Mg = BD = ,/M_
2
AB + BC

My=MA=MC=MD=MEFE = B
-
.

Mg =BE =VAB - BC.
/l
/

2
’

1

My =FE =~
a5 T

Figura 3: Desigualdades envolvendo os comprimentos dos segmentos AB e BC. Versao interativa

aqui. Pode ser verificada a desigualdade movimentando o ponto B.

Para o célculo da Média Quadrética My primeiro nota-se que:
AB - BC
MB = 5 .

2
AB+BC
BD? = |[——

Segundo, utiliza-se o Teorema de Pitdgoras no AM BD, retangulo em M:
2
AB — BC)
Para o cdlculo da Média Geométrica M utiliza-se uma das relagdes métricas no AAEC, retangulo

e o resultado segue.
em E: “Altura ao quadrado € igual ao produto das proje¢des”. Ou seja:
BE*>=AB- BC.

E para o cdlculo da Média Harmdnica My foca-se no AMBE, retangulo em B: “Cateto ao

quadrado € o produto da hipotenusa com a sua projecao”. Ou seja:
BE? = ME - FE.

Como ME = My e BE = Mg segue que
2 2 1 N 1
My FE AB BC’
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3 Cinco problemas da Olimpiada Internacional de Matematica
e resolucoes comentadas

3.1 P1 IMO 1976. Desigualdade Triangular. Desigualdade das Médias.
Areas.

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria. Problema 3 da lista curta, proposto pela
delegacao da antiga Checoslovdquia e escolhido como P1 da competi¢ao (DJUKIC et al, 2006).

Problema 1. Num quadrdngulo convexo com drea 32 cm?, a soma dos comprimentos de dois lados
ndo adjacentes e uma diagonal é igual a 16 cm. a) Qual é o comprimento da outra diagonal? b)
Quais sao os comprimentos dos lados do quadrdangulo se o perimetro é um minimo? c) Serd possivel
escolher os lados para que o perimetro seja um mdximo?

3.1.1 Resolucio do Problema 1.

A Figura 4 mostra uma constru¢cdo geométrica inicial.

32

Figura 4: Construcao geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Um quadrangulo € uma figura plana que consiste em quatro pontos, cada um unido a outros
dois por segmentos (que se intersectam ou ndao). Quando o quadrangulo € convexo, equivale a um
quadrildtero convexo.

Todas as unidades de comprimento sdo dadas em cm e as de drea em cm?. As mesmas serio
omitidas no que segue. Seja § =32 ¢

d=16=AB+CD + AC. 2)

a) A drea do quadrangulo ABCD pode ser calculada pela soma das dreas dos AABC e AACD,
onde AC € o lado comum. Adicionalmente, para medidas fixas de dois lados, o angulo, determinado
por estes, que maximiza a drea de um tridngulo € 90°. Ou seja, acontece 0 maximo quando os dois
tridangulos sdo retangulos:

1
S < EAC(AB +CD).
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Utilizando (2) reescreve-se a desigualdade anterior como:
1
S < EAC(d - AC). 3)

Por outro lado, considerando AC como varidvel e utilizando a Desigualdade das Médias Geo-
métrica e Aritmética (Proposi¢ao 4) no conjunto de nimeros positivos {AC,d — AC} tem-se:

JACW@=AC) < A€+ (‘; —AC)

d2
AC(d - AC) < T 4)

A igualdade acontece quando AC =d — AC ou AC = %l. Considerando (3) e (4) encontra-se:

Utilizando os nimeros dados para d e S conclui-se que somente € possivel a igualdade. Isto €,
AC=AB+CD =8, AB1L ACeCD L AC.SejaCD =xe AB=8 —x.

Construa a reta AB e trace por D uma reta [ paralela com AC (Figura 5). Marque o ponto
E =ABnNI. O tridngulo BE D, retangulo em E, € isOsceles de base BD. Logo, o comprimento

BD = 8V2.

b) Para encontrar o valor minimo do perimetro do quadrildtero ABCD basta minimizar a soma
BC + AD, pois AB + CD = 8. Para isso, posicione um ponto F de tal forma que o quadrilatero
ACFD seja um paralelogramo. Isto é, DF =8 e AD = CF. Construa também o segmento BF.

Aplicando a Desigualdade Triangular (Proposi¢ao 2) no ABCF tem-se:

BC+CF =BC+AD > BF.

Isto é, o valor minimo de BC + AD é BF e, nesse caso, C € BF. Utilizando o Teorema de Pitdgoras
no ABEF encontra-se BF = 8V/5.

Por outro lado, quando C € BF, pelo critério de semelhanga angulo-angulo (AA), tem-se
AFDC ~ AFEB. Da proporcionalidade dos lados segue que CF = AD = % e DC = EZB = 4.
Logo, AD =BC =4V5¢ AB=CD =4.

c) Assuma-se, sem perda de generalidade, que CD < AB. Neste caso, o ponto C estd no interior
do ABDF e vale que:

BC+AD =BC+CF < BD + DF.

Isto é, o valor mdximo da soma BC + AD ¢ atingido quando os pontos C e D coincidem e o
quadrangulo ABCD ¢ degenerado. A Figura 5 mostra os detalhes das construgdes geométricas dos
itens a), b) e ¢).
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Figura 5: Construcdo geométrica para o Problema 1. Versdo interativa aqui. Pode ser movimentado
o ponto B para encontrar o perimetro minimo.

3.2 P1IMO 1981. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incentro. Areas.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, EUA. Problema 15 da lista curta, proposto
pela delegacdo do Reino Unido e escolhido como P1 da competi¢do (DJUKIC et al, 2006).

Problema 2. Encontrar o ponto P no interior de um AABC para o qual a soma:
BC CA AB
PD PE PF

é minima, em que PD, PE e PF sdo as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respectivamente.

&)

3.2.1 Resolucao do Problema 2.

Nota-se que para qualquer ponto P no interior do AABC a soma:
BC -PD+CA-PE+AB-PF (6)

¢ duas vezes a drea do mesmo. Isto é, o resultado € constante (ndo depende de P).
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposi¢ao 3) escreve-se:

( 2 +aj +a3) (b2 +b3+ b2) > (arby +azby + azbs)’.

Identificando em (6) que “1 BC - PD, a2 CA - PE, a% = AB - PF e em (5) que b% = %,
b2 CA b2

AB
5= PE© PF tem-se:

BC CA AB
(BC-PD+CA - PE + AB - PF) +——+—|> (BC+CA+AB).
PD  PE  PF

A igualdade, que representa o valor minimo de (5), acontece quando as sequéncias (a,) ¢ (b,)
sdo proporcionais. Isto €, quando existe um nimero A tal que:

(ay,az,a3) = (b1, Abs, Ab3).
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Logo, A = PD = PE = PF. Portanto, o ponto P que minimiza (5) € o incentro do AABC. A Figura 6
mostra uma construgao geométrica.

Figura 6: Construcdo geométrica para o Problema 2. Versio interativa aqui. Movimentando o ponto
P pode-se verificar o minimo.

3.3 P6IMO 1983. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incirculo. Tangentes.

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franca. Problema 9 da lista curta, proposto pela
delegacdo dos Estados Unidos e escolhido como P6 da competicao (DJUKIC et al, 2006).

Problema 3. Se a, b e c sdo lados de um triangulo, provar que:
a’b(a —b) +b*c(b—c) +c*alc —a) > 0. @)

Determinar quando vale a igualdade.

3.3.1 Resolucio do Problema 3.

Construa a circunferéncia inscrita d no AABC e marque os pontos de intersecdo A’, B’ e C’
de d com os lados BC, CA e AB, respectivamente, conforme apresentado na Figura 7. Devido a
tangéncia tém-se AB’ = AC’ =x, BA'=BC'=ye CA’ = CB’ = z. Logo,

a=y+z,
b=z+x, )
c=x+Yy.

Substituindo (8) em (7), segue:

(+2(z+0) (-0 + 2+ 1)’ +y) (=) + (x+)*(y+2)(x —2) 2 0.
Expandindo e simplificando tem-se:

3
> xyz(y +z+x).
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Multiplicando os dois lados pelo niimero positivo z + x + y encontra-se uma Desigualdade de
Cauchy-Schwarz (Proposicao 3):

2
(xy3 +y73 +zx3) (z+x+y) > [Vayz(y+z+0)]".
As duas sequéncias que dao origem a desigualdade anterior sdo:

(yVXY, 2vyZ, xVzx)
(Vz. VX \y) -

A igualdade acontece quando as sequéncias sdao proporcionais. Isto &,

b4 X y

Xy’ oy oz’

Como x, y e z sdo ndmeros reais positivos existe uma unica solugdo para a igualdade anterior:
x =y =2z.Logo,a = b = c. A Figura 7 mostra uma construcdo geométrica.

Figura 7: Construcdo geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui. Movimentando o ponto
A pode-se verificar o minimo.

34 P7 SL IMO 1999. Desigualdade Triangular. Bases Médias. Paralelo-
gramo.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 7 da lista curta, proposto
pela delegacao da Arménia (DJUKIC et al, 2006).

Problema 4. Seja ABC um triangulo e M um ponto em seu interior. Provar que

min{MA,MB,MC}+ MA+MB+ MC < AB+ BC + CA.
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3.4.1 Resolucao do Problema 4.

Lema 5. Seja M um ponto no interior de uma quadrilatero convexo ABCD. Entdo vale que
AM +MB < BC+CD + DA.

Demonstragdo. A Figura 8 mostra uma constru¢do geométrica. Seja N = AM N BC e aplique-se a
Desigualdade Triangular (Proposicao 2) aos tridngulos AMNB, AANC e ACDA.

Figura 8: Construcao geométrica para o Lema 5. Versao interativa aqui.

No AMNB vale que MB < MN + NB, logo:
AM+MB < AM + MN + NB = AN + NB. )
No AANC tem-se AN < NC + CA. Com isto segue:
AN+ NB <NC+CA+NB=CA+BC. (10)
Eno ACDA vale que CA < CD + DA. Portanto,
CA+BC <CD+DA+BC. (11)

Concatenando (9), (10) e (11) fica provado o lema. O

Sejam E, F e J os pontos médios de BC, AC e AB, respectivamente, como mostrado na Figura 9.
Qualquer ponto M no interior do AABC estd no interior de, pelo menos, dois dos quadrildteros
ABEF,BCFJeCAJE.Pode-se supor, sem perda de generalidade, que MB = min{ M A+MB+MC}.
Isto é, M esta no interior de ABEF e BCFJ.

Aplicando o Lema 5 ao quadrildtero ABEF tem-se:

AM +MB < BE+ EF + FA. (12)
E aplicando o Lema 5 ao quadrilatero BCFJ segue:

BM+MC <CF+FJ+JB. (13)
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Somando (12) e (13) obtém-se a desigualdade a seguir:
MB+MA+MB+MC<BE+FJ+CF+FA+EF+JB.

Adicionalmente, devido ao fato de FJ e EF serem Bases Médias tém-se FJ = EC e EF = JB.
Consequentemente, encontra-se a desigualdade:

min{MA, MB,MC}+ MA+MB+ MC < BC+CA + AB.

A Figura 9 mostra uma constru¢io geométrica.

Figura 9: Construcdo geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

3.5 P1IMO 2001. Desigualdade Triangular. Lei dos Senos. Trigonometria.

A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos. Problema 16 da lista curta,
proposto pela delegagdo da Coreia do Sul e escolhido como P1 da competicao (DJUKIC et al, 2006).

Problema 5. Num triangulo acutangulo ABC com circuncentro O e altura AP, /C > /B + 30°.

Provar que:
LA+ LCOP <90°.

3.5.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 10 mostra uma constru¢do geométrica.
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Figura 10: Construcido geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Sejam /A = a, /B=p, /C =y, LZOCP =6e LCOP =n. Tem-se y > [+ 30°. Como um
angulo central ZBOC = 2a € duas vezes o inscrito ZBAC = « e 0 AOBC ¢ isésceles, segue que
LOCB =6=90° —a.

Do enunciado do Problema 5 quer-se provar que n < ¢. Pela Proposi¢ao 1, aplicada no ACOP,
o anterior equivale a demonstrar que PC < OP. Por sua vez, para verificar que PC < OP bastara

mostrar que:
2.-PC <OC =R. (14)

De fato, aplicando a Desigualdade Triangular (Proposi¢do 2) no AOCP e multiplicando por 2
pode-se escrever:
2R<2-0OP+2-PC.

Utilizando (14) tem-se:
2R <2-0OP +R,

R <2-0OP. (15)
Logo, de (14) e (15) segue:

2-PC<R<2-OP= PC<OP.

Devido ao ZCPA = 90° segue:
PC = AC cos(y).

Mas pela Lei dos Senos no AABC tem-se:

AC
sen(B)’

Logo,
PC =2Rsen(B) cos(y).

Utilizando a hipétese y > S+ 30° e o fato da func¢do cosseno ser decrescente no intervalo entre 0° e
90° encontramos:
PC < 2R sen(p) cos(B + 30°).
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Resta mostrar que:
1
2sen(B) cos(B +30°) < 5

De fato, utilizando as identidades do cosseno e seno da soma de dois angulos tem-se:
2sen(B) cos(B +30°) = 2sen(B)[cos(B) cos(30°) — sen(B) sen(30°)]

= sen(2p) cos(30°) — 2 sen®(B) sen(30°).

Somando e subtraindo sen(30°) do lado direito encontramos:
2sen(B) cos(B + 30°) = sen(28) cos(30°) + [1 — 2sen®(B)] sen(30°) — sen(30°)
= sen(2B) cos(30°) + cos(2p) sen(30°) — sen(30°)
= sen(2B +30°) — sen(30°) < %

Como a funcdo seno é sempre menor ou igual a um e sen(30°) = % a ultima desigualdade é
verdadeira. Isto conclui a demonstragao.

4 Comentarios finais

Foram discutidos em detalhe cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de
Matemadtica. Nos Problema 1, 4 e 5 se exploram a Desigualdade Triangular e das Médias. Os
Problemas 2 e 3 utilizaram fundamentalmente a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. As demonstra-
coes envolvidas nas solu¢des foram complementadas pela disponibilizagao dos respectivos links das
figuras interativas no GeoGebra. Adicionalmente, foram apresentados os conceitos bdsicos relativos
as desigualdades envolvidas. Uma combinacdo de outros contetidos também foram abordados: Lei
dos Senos e Trigonometria, Bases Médias e Paralelogramo, Incirculo, Tangentes e Areas.
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