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Distribuicéo de temperaturas em cilindros circula-
res infinitos: alguns casos de importancia pratica
Temperature distribution in infinite circular cylinders:
some cases of practical importance

Resumo

Neste trabalho trés casos de importancia préatica de distri-
buicdo de temperaturas em cilindros sélidos homogéneos
ou ocos, finos e longos na geometria 1-D com respeito a
varidvel radial sdo analisados. Os dois primeiros casos en-
volvem cilindros solidos infinitos de ago-carbono. No pri-
meiro cilindro é imposta uma condicdo de Newmann, en-
quanto no segundo cilindro, uma condicéo de Dirichlet do
tipo parabdlica é adotada na superficie. No terceiro caso é
analisada a distribuicdo de temperatura em um cilindro oco
formado por uma fina camada de aluminio com isolamento
térmico na superficie externa. As solugdes analiticas obti-
das através de separacdo de variaveis e a transformada de
Laplace mostram perfis de temperaturas consistentes com
as condicdes propostas, e, portanto, adequadas a aplicagdes
em engenharia.

Palavras-chave: Funcdes de Bessel. Funcbes de Bessel
modificadas. Transformada de Laplace. Cilindro infinito.

Abstract

In this work, three cases of practical importance for temper-
ature distribution in homogeneous or hollow, thin and long
solid cylinders in 1-D geometry with respect to the radial
variable are analyzed. The first two cases involve infinite
solid carbon steel cylinders. In the first cylinder, a New-
mann condition is imposed, while in the second cylinder, a
parabolic Dirichlet condition is adopted on the surface. In
the third case, the distribution of temperature in a hollow
cylinder formed by a thin layer of aluminum with thermal
insulation on the external surface is analyzed. The analyti-
cal solutions obtained through the separation of variables
and the Laplace transform show temperature profiles con-
sistent with the proposed conditions, and therefore suitable
for engineering applications.
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Laplace transform. Infinite circular cylinder.
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1 Introducao

Membranas circulares ou filmes finos tém muitas aplicacdes de interesse cientifico,
como por exemplo, no experimento conhecido como “tubo de choque” em dinamica dos gases
(BIEZUNER, p. 76, 2010). De forma resumida, esse experimento consiste em um tubo cilin-
drico longo e fino, separado por uma membrana delgada posicionada em uma secdo transversal
de interesse. Um gas ¢ entdo colocado em cada lado com diferentes densidades, geralmente em
repouso. Quando a membrana é subitamente retirada, observa-se o comportamento dos gases.
Recentemente, um modelo simplificado do problema matematico associado a esse fendmeno
foi analisado por Aradjo e Marquez (2019, p. 163-180). Também em reatores nucleares com
barras cilindricas de elemento combustivel como o Tério, onde ocorre a geracdo de calor, a
temperatura em uma secao transversal do tubo envolta por um fino revestimento pode ser objeto
de interesse de controle (INCROPERA; DEWITT; BERGMAN; LAVINE, 2008). Na biologia,
a influéncia térmica na dindmica de membranas altera segundo Ribeiro (2012, p. 3) a estrutura
das membranas celulares podendo comprometer as atividades enzimaticas associadas aos pro-
cessos de transporte. Embora uma andlise 1-D ndo seja realista para o problema 3-D analisado,
pois ela pode representar apenas uma possibilidade de retratar o fendmeno de interesse, Fox,
Pritchard e McDonald (2015, p. 25) afirmam que muitos problemas na engenharia, mesmo uma
analise 1-D é adequada para fornecer solucdes aproximadas dentro da precisdo requerida.

No entanto, a anélise 1-D em um dominio finito, por exemplo, envolvendo a variavel
radial r em coordenadas cilindricas, duas superficies devem ter condi¢des de fronteira especi-
ficadas, e no caso em que héa simetria, essas condi¢fes devem ser as mesmas. Em particular, 0s

cilindros circulares infinitos, isto é, longos, L .44, e finos, ou seja, I, pequeno, sdo adequados
r.0

a uma analise unidimensional por atenderem ao requisito da simetria radial, 8, T(r=0)=0.

Desse modo, tais problemas independem das varidveis angular 6 e z (ZILL; WRIGHT; CUL-
LEN, 2011). Essas imposi¢Bes de fronteira envolvem a condicéo de Dirichlet, T, = f(r,t), ou

seja, a temperatura € prescrita na superficie S, Newmann, 4,T = f(r,t), que é o fluxo de calor

em VV , que atravessa a superficie S por unidade de area, e Cauchy ou convecgdo,
m

d.T =h[T,-T,] que trata do deslocamento de calor de um meio para outro. Em geral, todas

essas condigBes sdo lineares, podendo ser homogéneas ou ndo (HAHN; OZISIK, 2012, p. 19-
20).

Essas imposi¢des estdo presentes em diversos problemas fisicos, como por exemplo, a
temperatura prescrita na fronteira (Dirichlet), pode representar uma mudanca de fase de uma
substancia que ocorre na superficie (evaporagdo/cozimento), ou como um fluxo de calor pres-
crito e controlado que segundo Hahn e Ozisik (2012, p. 21) pode acontecer em aquecedores
finos de fita elétrica fixos na superficie, que devido a sua baixa resisténcia de contato e subme-
tido a um controle adequado, podem fornecer um fluxo de calor constante (Newmann). Ja as
condicBes de Cauchy sdo mais faceis de realizar do ponto de vista fisico, como por exemplo,
um sistema de ventilacdo que desloca um fluido, como o ar mais frio de um ponto para outro.
Embora naturais do ponto de vista fisico, os problemas envolvendo fronteiras convectivas sao
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de grande complexidade (HAHN; OZISIK, 2012, p. 21). Apesar da importincia do tema, sdo
poucos os problemas de calor nessa geometria descritos com detalhes por diversos autores
como, por exemplo, Carslaw e Jaeger (2011, p. 188-213), Churchill (1972, p. 244), Debnath e
Bhatta (2015, p. 234), Trim (2013, p. 425) e Zill, Wright e Cullen (2011, p. 234) entre outros.
Apenas Hahn e Ozisik (2012, p. 156-157) trazem varios exemplos transientes na geometria 1-
D com diferentes condi¢Ges de fronteira, mas que sao discutidos eminentemente a luz do mé-
todo de separacgdo de variaveis.

Nosso objetivo é apresentar com detalhes trés casos de interesse pratico de distribuicéo
de temperaturas em cilindros s6lidos homogéneos ou ocos, finos e longos. O primeiro caso trata
de uma distribuicdo de temperaturas em um cilindro sélido infinito de ago-carbono com condi-
cao de Newmann na superficie. Na verdade, esse problema é devido a Carslaw e Jaeger (2011,
p. 328-329), cuja solucao foi divulgada pelos autores de forma concisa. Esse problema é im-
portante, pois aparece também em aplicacGes envolvendo difusdo de substancias como repor-
tado por Crank (2011, p. 81). O segundo problema, trata de especificar sobre a superficie cilin-
drica de a¢o-carbono uma temperatura parabolica, de modo a estudar o comportamento da dis-
tribuicdo de calor sobre a mesma, enquanto o terceiro caso analisa a distribuicdo de calor em
um cilindro oco formado por uma fina camada de aluminio com isolamento térmico em sua
superficie externa, e temperatura inicial variavel com a posi¢do do raio. Em todos 0s casos as
condicdes de fronteira foram estendidas para situa¢6es mais gerais que as de temperaturas pres-
critas constantes na superficie, o que nesse sentido, impede que métodos, como o da transfor-
mada de Hankel finita (CINELLI, 1965, p. 539, 559) possa ser aplicado. Os resultados mostram
que as solucdes analiticas obtidas através de séries exponenciais no tempo, exigem poucos ter-
mos para a obtencdo de perfis de temperaturas nos cilindros analisados, e desse modo, um me-
Ihor controle desses parametros com aplicagcdes na engenharia pode ser proposto. Em especial
na terceira aplicacao, os perfis de temperaturas nessas posi¢des foram obtidos com uma pequena
perturbacdo no instante t = 0. Os casos analisados nesse artigo podem ser estendidos no estudo
de difusdo de substancias, pois segundo Crank (2011, p. 8) ha um consenso entre a maioria dos
cientistas e engenheiros que o fendmeno de fluxo de calor e difusdo sdo basicamente os mes-
mos.

2 Matematica e métodos

A equacéo de conducdo de calor homogénea em regime transiente, e em um sistema 1-
D em coordenadas cilindricas é dado pela equacdo (CARSLAW; JAEGER, 2011, p. 188)

T 1oT _1aT

ot _ , 1
or* ror kot @)
onde x ¢ a difusividade térmica do material onde se da o aguecimento.
2.1. O problema de Sturm-Liouville em coordenadas cilindricas
Uma equacdo da forma
d dy
— X)— [+[q(X)+Aw(x)]y =0, 2
dX[p( )dx} [a(x) + Aw(x)]y )
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que satisfaz certas condigdes de fronteira em um intervalo a<x<b, sendo p(x), g(x) e r(x)
fungBes continuas nesse intervalo, com p(x) diferengavel, é chamada equagdo de Sturm —
Liouville. A busca de solugdes néo triviais para essa equacao com as condic¢des de fronteira nos
extremos do intervalo é chamado problema de Sturm-Liouville (DAVIS, 1963, p. 64; SOTO-
MAYOR, 1979, p. 103). Tais solucGes sdo denominadas autofungdes, enquanto 0os 1 “s corres-
pondentes sdo denominados autovalores. Esse problema em coordenadas cilindricas é dado
como na eq. (1) substituindo a varidvel x por r, isto &,

d

E;[Mﬂ%{}{dd+ﬂw&ny=0- ©)

Em particular, se p(r)=r, q(r)=—" e w(r)=r, tem-se fazendo y =R, a equago
r

diferencial ordinéria na variavel r dada por

2 2
d R+1d—R+(zz—V—2jR:o, 4)

dr® rdr r

onde geralmente v=0,1, 2...

Essa equacdo sujeita as condicdes de fronteira homogéneas dadas por
drR
—+AR=0, r=a,
A dr A

Bld—R+BZR=O, r=b
dr

(5)

é um problema de Sturm-Liouville em coordenadas cilindricas (ou esféricas). As autofuncdes
R,(r,4,), sob a condicdo de A >0 ( HAHN; OZISIK, 2012, p. 43) que satisfazem a eq (3) e as

condigdes dadas pela eg. (4) constituem um conjunto ortogonal de fungdes no espaco C?([a,b])
com respeito ao produto interno dado por

b
<fvg>=Irf(r)g(r)dr, (6)
sendo a norma quadratica de cada autofuncéo dada por Hahn e Ozisik (2012, p. 51)
b
N (4)=N[R,(r. )] = [rRI(r, 2,)dr @)

Segundo Davis (1963, p. 67) toda funcéo R limitada e integravel no espago C?([a,b])

que satisfaz as condicOes de fronteiras dadas pela eq (5) pode ser expandida em uma série que
converge ponto a ponto nesse intervalo, isto é,

R(r)=>"C,R,(r.4,) ®)

n=1
1
N (%)
A eq. (4) e chamada de equacdo de Bessel e tem como solugdo mais geral a equagéo
dada por (HAHN; OZISIK, 2012, p. 48)

R(r)=c,3,(ar)+c,Y,(ar), 9)

b
onde C, = IrR(r)Rv(r,ﬂn)dr; n=1...
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onde J,(4r) e Y,(Ar) séo respectivamente as fungdes de Bessel de primeira e segunda espécie

de ordem v . Os autovalores A s&o obtidos por meio de equagdes transcendentais oriundas das
condigdes de fronteira especificadas. A equacgédo de Bessel modificada surge da eq (3) na forma
(HAHN; OZISIK, 2012, p. 55)

d’R 1dR ( , V?

dr> rdr (77 rzj (10)
cuja solucdo geral é dada por

R(r): Cllv(nr)+02 Kv(nr)’ (11)

onde I,(n7r) e K, (nr) séo respectivamente as fungOes de Bessel modificadas de primeira e

segunda espécie de ordem v . Tais fungdes ndo satisfazem ao critério de Sturm-Liouville, pois,
w(r)=—r . Por isso ndo sdo ortogonais sob o produto interno anteriormente definido e desse

modo o método de separacdo de variaveis ndo pode ser aplicado.

2.2. Método de Separacéo de Variaveis
Um método padrdo para obter uma solucéo para a eq. (1) € assumir que as variaveis sao
separaveis, isto é,

T(rt)=G(r)H (1), (12)
onde Ge Hsdo so fungbes de re t respectivamente. A substituicdo da eq. (12) na eq. (1)
resulta em duas equacGes diferenciais ordinarias independentes na forma HAHN; OZISIK,
2012, p. 156)

d’G 1dG 1 dH

+= = =-1°, 13
dr®> rdr xH dt (13)
ou, seja
1 g, (14)
xkH dt
2 2
—d?+1d?+/12@=o. (15)
dr® r dr
A eq (14) pode ser resolvida diretamente por separagao de variaveis para obter,
H (t)=ce ™", (16)

enquanto a EDO na variavel r é uma equacéo de Bessel de ordem v =0, cuja solugéo geral &
dada pela eq (9) na forma

G(I’):CZJO(M’)+C3YO(J,I’), (17)
onde as constantes poderao ser eliminadas por meio de condiges iniciais adequadas. Portanto,

uma solucéo geral da eq (1) é dada pelo produto das solugdes individuais dadas pelas egs. (16)
e (17), isto ¢,

T(r,t)=ce ™" [c,d,(ar)+c.Y,(ar)], (18)
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ou omitindo as constantes,
T(r,t)=e""G,(r, 1). (19)
Como para cada A, >0, podemos associar uma autofuncéo G, (r, /1n) e desde que a eq.
(1) é linear, a solucdo mais geral da eq. (1) sera obtida pela soma de todos os produtos das egs.
(16) e (17)

T(r,t):icne"“ztGo(r,ﬂn). (20)

2.3. Método da Transformada de Laplace
Se a fungéo F(t) é definida para todos os valores positivos na variavel t, uma nova
funcéo F(p) € obtida no parametro p, isto €,

L{F(t)}:If(p):'[:e’p‘F(t)dt. (21)

Essa nova funcéo é chamada de transformada de Laplace (CHURCHILL, 1972, p. 3) e
pode ser aplicada na eq (1) para obter uma equacdo diferencial ordinaria subsidiaria. De fato,

2 2
LT ror _Lor| JorTl,  JraT]  JiaT] g (22)
o’ ror kot or? ror K ot
ou
dT 1dT =
=2 g =0, 23
8r2+r dr a )

onde q = [ e se a condigdo inicial & T(r,0)=0tem-se L{E‘Z_T}ZET_. Uma vez obtida a
K K ot K

solugio T :f(r, p) na variavel r com o parametro p, pode ser aplicado a transformada in-

versa de Laplace (CHURCHILL, 1972, p. 14) para obter a solu¢do do problema original, isto
,

LHT(r, p)}=T(r, p). (24)

A transformada inversa de Laplace é definida pela integral complexa segundo Debnath
e Bhatta (2015, p. 173) por

C+ioo

LT = 10= - | e T(p)dp 25)

O caminho de integracdo é uma linha reta L no plano complexo p com equacgao
p=c+iR,—o0<R <o, Re(p)=c, onde cé escolhido de modo que todas as singularidades do

integrando da eq (25) estejam a esquerda da reta L. Esse caminho de integragdo é chamado
caminho de Bromwich (DEBNATH; BHATTA, 2015, p. 173) e sera aqui assumido nesse ar-
tigo. A eq (25) pode entéo ser calculada por meio da eg. (3.7.9) proposta por Debnath e Bhatta
(2015, p. 173) na forma

1 C+loo _

C{T ()= 10=57 [ e T(p)p=20,(0) (26)

2rl =
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4
D

onde p, (t) sdo os residuos nos polos de f(p). Se g(p)=e™ f(p) tem um polo de ordem n em
p =2, 0 residuo é dado pela eq. (3.7.10) reportada por Debnath e Bhatta (2015, p. 173).
n-1
-2)7 . 27
(n_l)!dpn—l(p )g(p) ( )
Outro resultado importante (CHURCHILL 1972, p. 209) diz que em particular, se

P, (t)=lim

p

f(z):%, onde g e qsfo analiticas em p,e q(p,)=0, enquanto g(p,)=0 e %(pn);t 0,

entédo

,On(t)= g(pn) ep"‘. (28)

3 Resultados e discussoes

Nessa secdo sdo apresentados trés casos de problemas térmicos com aplicacdes em en-
genharia, envolvendo a distribuigdo de temperaturas em cilindros unidimensionais na variavel
radial, longos e finos com ndo homogeneidades presentes nas condi¢des de contorno. Portanto,
as solugdes analiticas aqui apresentadas foram detalhadas de forma didatica, o que facilita o seu
entendimento por um leitor interessado.

3.1 Caso |

A Fig.1 mostra um longo cilindro circular de ago-carbono, 0 <r <a, com temperatura
inicial nula, submetido a um fluxo de calor constante F, na superficie.

Figura 1. Cilindro longo e fino com fluxo de calor constante na superficie r=a.

A formulagdo matemaética desse problema é dada por

2
gjulﬂ:lﬂ 0<r<a t>0. (29)
or ror x ot
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oT
CFl: - K—(a,t)=F,,
6], (a ) 0

CF2: IriggT(r,t) < oo, (30)
Cl: T(r,0)=0, 0<r<a.
Aqui CF indica a condicdo de fronteira, enquanto CI a condicdo inicial. Essa notacao
sera usando ao longo do texto.
Aplicando a Transformada de Laplace nas egs (29) e (30) tem-se uma EDO na variavel
r sujeita as condigOes dadas por
d’T 1dT

—+>-—-0°T=0, O<r<a.

a? Trar
a7 F

CFl:-K—(a,p)=-2, 31
4 (&P) . (31)

CF2:IirTJf(r, p) < oo,

onde g° = B. A EDO esté na forma da eq (10) com v =0, portanto € uma equacao de Bessel
K

modificada de ordem zero, e como K,(qr —0)— o , essa fungdo devido a condigéo CF2 tem
que ser excluida da solucdo geral. Desse modo, da eq (11) e CF1 e usando o fato que

91, (ar) =ty ar) tem-se

dr
F |« 1
c,=—-2 |— : (32)
" K\ ply(ca)
Logo,
1
_ 2
Fo_hx? lo(ar) (33)
K 02 1,(qa)
Da eq (33) e do teorema da inverséo dado pela eq (26) resulta
1 C+ioo -
T=-—" [e"T(1)dA, 34
7 I (2) (34)
onde
N
T Fox? o) (35)
K ﬂ% Il(ﬂa)

sendo u = \/Z notacéo sugerida por Carslaw e Jaeger (2011, p. 328). Estamos admitindo que
K

a integracdo seja sobre um caminho de Bromwich. As singularidades de T sdo os zeros de
l,(xa),onde em particular, 1, =0 néo anula Il(,ua). Fazendo u =ia, ,tem-se A = —xa’. Dai

resulta, 1,(ua)=1,(iesa)=iJ,(4.),onde B =ac,. Desse modo, os zeros de I,(xa), sdo os
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A, =—Ka’ onde o, sendo s=1,2,... as raizes positivas da equagio J,(«)=0. Para obter os

=i

1
residuos p,(t) nesses polos devemos calcular x* dl; sia)

2da s
P =K
1 p=iag
x? dl 1
?d_/lﬁt( a) o =—Ko o, |:_T“3IJO(ﬂS):|:_Z_aﬂszjo(ﬂs)(i 0) (36)

modo a usarmos as egs (28) e (36) para obter

pir
9(4) » _F 2a £ % a
t :R M-F,ﬂ, ==15s/ At :_O—l 1 ‘Kaszt :2 _0 —Kllszt
,05( ) eS[e s] diq € K ﬂsz\]o(ﬂs) 0( s )e a K J €
d

com s=12,..
Para investigar o polo A,_, =0 que aparece na eq (35) vamos desenvolver a expansao

de Laurent de e*T em torno desse ponto.

I, (a) (1“aj2+1(1“rj3+“' Iy

2 4
l+(1yr) +1[1yrj + L

I — - - “es EI 2

o(ur) _~ 12 42 N K_Io(/”): 26 A L oas... (39)

2 2\ 2
Portanto, existe um polo duploem A_,=0. Daeq (27) obtemos
. d = Fol2st r? 1
t)=lim, | —A2%e"T |=—2| —+——-=a]. 39
po() ,Ho{d/1 } K{a ca 4 } (39)

Das eqs (34), (37) e (39) resulta

] (ﬂsr]

= Fal2«t r2 1 & Y, °l a

T(r’t):po(t)"'zps(t):_li 2 +2a2_z_zze 4
s=1

(40)

A eq (40) coincide com a eq (11), reportada de modo conciso por Carslaw e Jaeger (2011, p.
329), isto é, a solucédo analitica desse problema de difusdo de calor apresentada pelos referidos
autores ndo deixa claro os procedimentos intermediarios para a obtengéo dessa solugéo.

Se a C.I dada pela eq (30) for T(r,t =0)=V, a solucdo para a distribuicdo de calor é
obtida diretamente da eq (40) adicionando o termo constante V, mediante a translagéo T -V .
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A Fig. 2 mostra o perfil de temperaturas em diferentes instantes de tempo no cilindro de raio
a=0.1m com temperatura inicial V =10°C e utilizando os seguintes parametros, em particu-
lar K ex adequados ao ago-carbono. K =63.4W /m°C; x=18.8x10°m’/s e F,=20 W /m?,
onde o tempo foi obtido em minutos mediante a multiplicacdo do termo 1/s por 60.

— t=0 min
—— t=5 min
— t=10min

—— t= 15 min
% —-\7 20 min

—_—

a\

o

Temperatura T(rt) C
n

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Raio (1)

Figura 2. Perfil de temperaturas no cilindro circular infinito com T(r,0) =10°C e —K ﬂ(a,t) =20W / m2.
or

Nesse problema foram utilizadas as quatro primeiras raizes positivas da equacao
J,(e)=0, asaber: ¢, =3.831, @, =7.015, a,=10.173 e o, =13.323.

3.2. Caso Il
A Fig.3 mostra um cilindro circular infinito, fino de aco-carbono, 0<r<a=0.1m, com

temperatura inicial nula, submetido a uma temperatura parabdlica na superficie.
PE— .

T(at)=pot* + ft+V

Figura 3. Cilindro circular infinito de ago-carbono

A formulacdo matemaética desse problema é dada por
2
FTLLT 1T oo o )
o° ror kot
CFL:T(a,t)=Bt* + ft+V,
CF2: IirrgT(r,t) < 0, (42)

C.l: T(r,00=0, 0<r<a.
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Aqui g, zgpor razOes de conveniéncia para a aplicagdo da transformada de Laplace.

Aplicando a transforma de Laplace nas eqs (41) e (42) obtém-se uma EDO na variavel r com
condiges de fronteira dadas por

. _

d-|2-+ld—T—q2f:O, 0<r<a

dr® rdr

CF1:1limT (r,p) = ﬂ 'Bi = (43)
r—a p p p

CF2: Iingf(r, p) < oo,

De modo anélogo ao caso I, essa EDO ¢é uma equacao de Bessel modificada de ordem
zero, e como Ko(qr —>0)—>oo, essa funcéo devido a condicdo CF2, tem que ser excluida da

solucgéo geral. Desse modo, da eq. (11) tem-se

f(r’ p): Cllo(qr)- (44)
Da eq (44) e de CF1 dada pela eq. (43) resulta
B, B Vk(ar)
T(r,p)= [ —j . (45)
P> p* pJl(ga)
Da eq (45) e do teorema da inverséo dado pela eq (26) resulta
1 C+ioolt_
T=— |e"T(A)dA1, 46
7 I (2) (46)
onde
=[S+ ]—(’”), (@7)
AP A Al (ua)

sendo u = \/Z Estamos admitindo que a integracdo seja sobre um caminho de Bromwich. As
K

singularidades de T sdo os zeros de Io(ya), e 0s polos em zero gque aparecem no denominador
de T . A forma da eq (35) permite a seguinte decomposicao linear, isto &,

T=T,+T,+T,, (48)
onde

_ _ I = I
Tl IB ( ) TZZE; O(qr) e TSZ\L O(qr) . (49)
2* 1y(qa)’ 2% 1,(qa) A 1,(qa)
As transformadas inversas de Laplace sobre T, eT, podem ser obtidas diretamente das

equacoes (7) e (8) reportadas por Carslaw e Jaeger (2011, p. 327-328) na forma
T,= :Bl (t -

2 2 >
a —r ] Zﬂlze—lcat&e T3 :V_ﬂZeKastM (50)

dx aK o a, \] ( ) a o an‘]l(aan),

onde ¢, sdo as raizes positivas da equagéao Jo(aa ): 0. Fazendo u=ia, tem-se 1 =—xa?.

Dai, e usando a eq (26) do Apéndice 1l de Carslaw e Jaeger (2011, p. 490) podemos escrever
ly(na)=1,(iac)=1J,(aa).
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Desse modo, os zeros de I,(xa) s&0 0s A =—xa,, onde £a,, com n=12,.s80 as

raizes da equagdo J,(ax)=0. Para obter os residuos nesses polos devemos calcular

p=iag

A3 jl;t () , ou seja, usando a propriedade 1, (iac, )=J,(ac, ) tem-se
l:—r(asz
_ 1
“He 2Rl (iag, ) A 2
A0 =L di, % (ua) = i ?”) = —Elczan’le(aan), (51)
da e z 2
Ko 2K2
Os residuos nesses polos podem ser calculados usando a eq (28) para obter
J.(r 2
Py (t)=- 28 Jo(re) e, n=12,.. (52)

ax’ a;J, (aa, )
Para analisar o residuo no A, = 0 de ordem trés que aparece na expressdo de T, vamos

expandir T, em série de Laurent em torno desse polo.

1 3 1 1 2 3 4
| =1+= — . e =1-= = —.. 53
o(ur) +2(,ur) +64(,ur) + () 4(,ua) +64(,ua) (53)
Assim,
o (r) { 1, 2.8, }[ 1, 2. 3 4 }
=\ 1+—(pur) +—(ur) +...|1-——(pa) +—(ua) —...| . 94
1, (za) g (Hr) +gglur) Z(#a) +gg(ua) &)
Das eqgs (27), (49), (54) tem-se
1 d° —| B a®-r’), a’r* r* 3a’
=lim %M =53t - t— : 55
po(1) Ho{z d42 } 2{ [ 2k 8k ' 32" | 32 (59)
Das egs (49), (52) e (55) tem-se
2_ 2 2.2 4 4 J )
leﬁ e [@-rt), a r2 L . 3a2 _2,82 50(razn) — (56)
2 2K 8x* 32k’ 32«*| ax’ e} (ac,)

Das eqs (48), (50) e (56) resulta a solucdo do problema de calor na forma

= 2_y? 2B i I (a,r)
T V =" Koy 2t —) t— a r 1 e Ka O—n +
Z; a,J,(aa,) 'Bl( Ak aK Z ol (aa,)
2 4 4
Bl 2 +r t—a rz 4L ~+ 3a2 - Zﬁz io(ran) gt (57)
2 2K 8kx® 32x° 32x°| ax’ a.J,(aa,)
SeaC.l dada pela eq (42) é substituida por T(r,0) =T, basta fazer atranslacdo T —T, para obter
< (1) a?-r?) 28, & o (e, r)
T =V- gt Joldal) | ol 8717 LY gt S0/ 4
nZ aJ( )ﬂ{ 4,() Pl ,@a)
4
Ble, —a’+r? ar . 3a2 2/3’ - \io(ran) - (58)
2 8x 32K 32k ax’ & nJl(aan)

Em particular,se T, =0, e

ARAUJO, J. C. de.; MARQUEZ, R. G. Distribuicéo de temperaturas em cilindros circulares infinitos: alguns casos de importancia pratica. C.Q.D.— Revista
Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 21, p. 52-68, dez. 2021.
DOI: 10.21167/cqdvol21202123169664jcargm5268 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd/

63



Bo=p=0,=0=T=T, e ,==0,V=0=T=T,, (59)

Ou seja, a eq (58) generaliza as condi¢cdes propostas por Carslaw e Jaeger (2011, p. 327-
328) para temperatura prescrita na superficie do tipo linear. A Fig. 4 mostra o perfil parabolico
de temperaturas em posicdes especificas no cilindro de raio a =0.1(m) utilizando os seguintes
parametros, em particular, Kexadequados ao ago-carbono, K =63.4W/m°C,
x=18.8x10"°m?/s. O tempo foi obtido em minutos mediante a multiplicacdo do termo 1/s por
60.

=

10

=—r=0lm
r=003m

— = (075 m

r=00m
=005 m
— e 075 m

r= 0085 m

Temperatura Tir,#) %C

Temperatura Tir,1) °C

20 2 4 L]
Tempo fmin) Tempo (min)

=), 1 m
r=0.05 m
— e ).075 m

0.085
n r=0.085 m

Temperatura Tr,t) OC

(1] 2 4 6 8 10
Tempo (min)

Figura 4. Perfil de temperaturas no cilindro sélido circular: (a)T(r,0)=T,=5°C,3=10"ep =0,

(b)T(t,0)=T,=0°C, T(a,t)=V =5°C, B=05¢e B =y=0 (©)T(at)=V =10, T(r,0) =T, =5°C,
T(r,0)=T,=5C, B=0.05¢e B =0.025.

Nesse problema foram utilizadas as quatro primeiras raizes positivas da equacao
J,(ax) =0, a saber: ¢, =24.048, o, =55.200, oz, =86.537 e «a, =117.915.

3.3. Caso 111
A Fig. 5 mostra uma secdo transversal de um cilindro oco de aluminio de fina espessura,
com a=0,02<r<b=0,03 (m) Vamos admitir que a temperatura do aluminio seja constante

em r=a , que atemperatura inicial seja funcéo do raio, e a superficie do aluminio encontra-

se em isolamento térmico. O objetivo é avaliar o perfil de temperaturas no cilindro oco em
pequenos tempos.
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Sy
= T(a,t) =V

Figura 5. Cilindro oco de aluminio com isolamento térmico na superficie externa.

A formulacdo matematica para a temperatura no cilindro oco de aluminio é dada por
T 14T 10T

S+-—=-"—, a<r<b t>0. (60)
or ror x ot
CFL:T(at)=V, t>0
oT
CFZ:E(b,t):O, t>0 (61)

Cl: T(r,00=f(r), a<r<h.
Fazendo a translagdo, ¢ =T —V tem-se das eqs (60) e (61)

2
Pp 100 100 ,oiip tso ¢
o’ ror kot
CFl:p(at)=0, t>0
.0p

Cl: o(r,00=f(r)-V=g(r), a<r<h.

Da eq (12) tem-se ¢(r,t) =G(r)H(t) . Substituindo ¢(r,t) na eq (62) obtém-se uma equagéo
diferencial na variavel t por meio da eq (14), cuja solucgdo é dada pela eq (16), e a equacao de
Bessel dada pela eq (15), cuja solugdo pode ser obtida da eq (17) na forma

G(r)=c, J,(Ar)+c, Y, (4r)
Desde que ¢(r,t) =G(r)H(t) e G(r)=c, J,(Ar)+c,Y,(Ar) usando a condicdo CF1 dada pela
Jo(4,2)
Yy(2,2)

Y,, pois as funcBes de Bessel de segunda espécie sdo indefinidas para um argumento nulo. Por-

eq (63) resulta ¢, =—c, , onde Yo(ﬂna) #0 e com isso, zero ndo é um autovalor de

tanto, resulta
G(r)=C,[J,(Ar)Y,(2a)-J,(2a)Y,(Ar)]=CU,(Ar). (64)
Da condicdo CF2 dada pela eq (63) e da eq (64) tem-se a equacdo transcendental dada por
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dU, (4r)

" =0=1J,(Ab)Y,(2a)-J,(2a)Y,(Ab)=0 . (65)

r=b

Assim, para cada autovalor ndo nulo da eq (65) tem-se uma autofuncéo U,(Ar). A solugéo ¢

¢ obtida como na eq (20) trocando G, (r,4,) por U,y (4,r) , isto &,

o(r,t)=>"ce™ U, (r4,), (66)
n=1
onde os coeficientes C, podem ser obtidos da C.I dada pela eq (63) na forma
go(r,O)zg(r):zcnUO(/lnr), (67)
n=1
1 b
sendoC, = N = _[ rg(r)J,(4,r)dr. Das eqgs (66) e (67) e da translagio =T -V, tem-se

i (f(r)=V)Uy(4,r)dr
T(r,1) V+Z 2 Uy (4,r)e™m" (68)
nt Irug(ﬂnr)dr

x . . L dU, (AT
onde 4, séo as raizes positivas da equacao L =0
r=b

A Fig.6 mostra o perfil transiente de temperatura no cilindro oco de aluminio sujeito as
condigBes: T (a,t) =V =400°C, T (r,0)=V, =30°C. e x, =80x10"°m?*/s. A condutividade

térmica do aluminio K, =190WTC ndo foi utilizada devido a presenca da condi¢do CF3 dada
m.

pela eq (61).

Os parametros dependentes do tempo foram multiplicados por 60, para obter a resposta
em minutos. Os perfis de temperaturas da Figura 6(a) mostram uma leve perturbacédo da con-
dicdo inicial. Segundo Carslaw e Jaeger (2011, p. 198, 330) essa anomalia é devida aos peque-

nos valores de "_Zt <0.02 que podem tornar lenta a convergéncia da série exponencial envolvida
a

na solucdo analitica quando sdo utilizados pequenos valores de tempo, em particular em geo-
metrias cilindricas.
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Figura 6. Perfil de temperaturas no cilindro: (a) raios fixados e (b) raio variando.

Nesse problema foram utilizadas as seguintes raizes obtidas da eq (65) dadas por:
A, =144.494, 2, =467.239 € A, =783.006 .

Nos trés casos aqui analisados nesse artigo, procuramos enfatizar detalhadamente as
técnicas usadas para as solugdes analiticas encontradas e que ndo foram objetos de estudo de
autores como Carslaw e Jaeger (2011) e Hahn e Ozisik (2012). Tais solucdes podem ser usadas
para a validacdo de solugdes aproximadas resultante de uso de métodos numéricos.

4 Conclusao

Trés casos de distribuicdo de temperaturas em cilindros circulares infinitos de impor-
tancia pratica foram estudados com a transformada de Laplace, e 0 método de separacdo de
variaveis. Por se tratar de cilindros finos e longos, perturbacdes nas solucdes acontecem nota-
damente para pequenos valores de tempo. Em particular, o caso Il por envolver uma regido de
fina camada de material, pode ser notado um pequeno distdrbio em algumas posi¢des do raio
com relacdo a condicdo inicial. As solucGes analiticas incorporam séries exponenciais negativas
no tempo, e apesar dos pequenos valores utilizados no tempo, poucos termos da série foram
necessarios para a obtencao de perfis de temperaturas nos cilindros analisados. As aproxima-
cOes para esses perfis ndo foram confrontadas com resultados experimentais em bancadas, la-
boratérios ou mesmo solugdes numeéricas, o que seria interessante, ja que 0s mesmos poderiam
ser adotados em aplicacGes em engenharia que exigissem um controle de temperatura do mate-
rial submetido a um processo de calor, com condig¢des iniciais e de contorno mais complexas
preestabelecidas nessa geometria.
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