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Contorno aparente, Teorema de Koenderink e
suas extensdes para superficies em R>

Apparent contour, Koenderink’s Theorem and its extensions
for surfaces in R3

Resumo
Este artigo tem como objetivo, usando ferramentas de Teoria de
Singularidades e da Geometria Diferencial, obter informacdes
sobre a forma de uma superficie em R3. Estudamos proprieda-
des sobre a projecao ortogonal, as quais aparecem no estudo de
contato de superficies com retas, e a geometria de alguns con-
juntos que aparecem naturalmente no estudo dessa aplicagdo,
como o gerador de contorno e o contorno aparente. A partir
desses conjuntos e do Teorema de Koenderink, buscaremos in-
formacdes sobre a superficie projetada.
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Abstract

This work aims to get information about the shape of a surface
in R?. For this we study properties about the orthogonal pro-
jection, which appears in the study of contact of a surface with
lines, and the geometry of some sets which appears naturally
in the study of this map, such as the contour generator and
the apparent contour. From these sets and from Koenderink’s
Theorem we will seek information about the projected surface.
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1 Introducao

O objetivo deste artigo & apresentar propriedades de superficies em R* que fornecem informacdes
sobre a forma da superficie. Estudaremos, do ponto de vista matemdtico, um problema de imagens
computacionais para imagens naturais, que € determinar, através da projecdo de um objeto, suas
caracteristicas geométricas. Imagens naturais sao imagens de objetos obtidas pela projecao de raios
de luz refletidos em um plano de visualizacgao.

Figura 1 - A esquerda, exemplo de imagem natural. Fonte:<https://www.quora.com/Why-arent-shadows-
pitch-black>. Acesso em 20 de julho de 2021. A direita reconstrucio de superficies usando imagens naturais.
Fonte: Colombo, Del Bimbo, Pernici, 2005.

O contorno aparente € uma curva plana obtida a partir da projecdo de uma superficie sobre um
plano. O Teorema de Koenderink € um importante resultado que relaciona a geometria de uma
superficie regular com a do contorno aparente.

Daremos enfoque neste trabalho ao estudo do contorno aparente quando este é uma curva
regular e do Teorema de Koenderink para superficies regulares, que permitirdo obter caracteristicas
geométricas da superficie projetada. O contorno aparente de uma superficie aparece como conjunto
singular de uma dada aplicacdo, a projecao ortogonal da superficie em um plano perpendicular a
direcdo de projecdo v, que por sua vez € a aplicacdo de contato da superficie com retas paralelas
a v. O conceito de contato entre subvariedades de R"” é uma importante ferramenta da Teoria
de Singularidades para o estudo da geometria de subvariedades de R”. E um campo atual de
pesquisa considerar extensdes do Teorema de Koenderink para contorno aparente sendo uma curva
singular ou para superficies singulares. Iremos apresentar, de maneira breve, um pouco deste estudo,
considerando algumas situacdes particulares de contorno aparente e superficie.

Organizamos este artigo da seguinte forma: na Se¢do 2 apresentamos, de maneira breve, os
conceitos e resultados bésicos de Teoria de Singularidades que precisaremos no decorrer do trabalho.
O mesmo fazemos na Secdo 3 com o conceito de contato entre subvariedades de R", aplicando o
estudo a um caso particular, o contato de superficies com retas. Na Secdo 4, focamos nosso estudo
no caso em que a superficie € regular e o contorno aparente € uma curva regular. Apresentamos
defini¢des e resultados sobre o contorno aparente, o Teorema de Koenderink e algumas maneiras de
obter informacdes da superficie a partir do contorno aparente. Na Secdo 5, ainda nos restringindo ao
caso de superficies regulares, consideramos o caso em que o contorno aparente possui singularidades
e estudamos sua relagdo com a singularidade da projecdo ortogonal na direcao de projecdo, assim
como uma extensdo do Teorema de Koenderink quando o contorno aparente possui uma (2,3)-
cuspide, que € um tipo especial de singularidade. Na Secdo 6 passamos a considerar superficies
singulares, focando nosso estudo na cuspidal edge, que € uma superficie com singularidades de
posto 1, e apresentando uma versao do Teorema de Koenderink para este caso.

Nossa principal contribui¢do neste trabalho € apresentar ao leitor um texto em portugués reunindo
material presente em diferentes livros e artigos cientificos, e que possa ser motivador para os alunos
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interessados no estudo da geometria de superficies, além do ponto de vista tradicional da Geometria
Diferencial. Ao leitor interessado em maiores detalhes ou também no estudo relacionado ao que
apresentamos aqui, mas considerando a superficie singular cross-cap, recomendamos os artigos
cientificos que estdo na bibliografia deste artigo, ou a dissertagdo de mestrado do primeiro autor.

2 Teoria de Singularidades

O estudo da Teoria de Singularidades nasce a partir da classificacdo de singularidades do plano
no plano. Mais tarde, a introducdo de grupos que agem sobre o conjunto de germes de aplicacdes
estabele a base para a defini¢do do conceito de determinacao finita de germes de aplicagdes, que estd
relacionado com a existéncia de deformacdes e desdobramentos versais.

Nesta se¢do revisamos algumas defini¢des e resultados sobre Teoria de Singularidades essenciais
para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 1 Sejam X e Y subconjuntos de R" contendo um ponto p € R". Dizemos que X é
equivalente a Y se existe um conjunto aberto U C R", com p € U, tal que XNU =Y N U.

A defini¢do acima gera uma relagdo de equivaléncia nos subconjuntos de R" que contém p. A
classe de equivaléncia de um subconjunto X é chamada germe de X em p, e denotada por (X, p).

Definicao 2 Sejam U,V abertos em R" contendo p e R", f : U — R" e g : V — R" aplicacoes
diferenciaveis. Dizemos que f é equivalente a g, e denotamos por f ~ g, se existe um aberto
WcUnV,tal que flw = glw.

A relacdo ~ definida acima € uma relag¢do de equivaléncia no conjunto das aplicacdes de R” em
R™ definidas em uma vizinhanga de p. A classe de equivaléncia de uma aplicacio f é chamada de
germe da aplicacdo f e denotada por f : (R”, p) — R™. Quando queremos explicitar aimagem de p
por um representante (e portanto todos) de f, digamos f(p) = ¢, escrevemos f : (R", p) — (R™, g).

Dois germes f,g : (R",0) — (R™,0), onde 0 denota o vetor nulo de R*,n # 1, sdo A-
equivalentes se existem germes de difeomorfismos %z : (R*,0) — (R",0) e k : (R™,0) — (R™,0)
tal que g = k o f o h~'. Quando isso acontece, denotamos f ~# g.

Estamos interessados na classificacio via A-equivaléncia de germes de (R2, 0) em (R?, 0) com
A,-codimensio < 2. E mostrado em [1,2] que a codimensao de um germe estd intimamente relaci-
onada a essa classificacdo, uma vez que germes de codimensao finita sao finitamente determinados,
isto €, sdo equivalentes ao seus respectivos desenvolvimentos de Taylor até o grau de determina-
cdo. Este resultado facilita a classificacdo de germes de codimensao finita pois permite passar o
problema de classificacao para o espaco de jatos, que € formado por polindmios. A Tabela 1 contém
o nome, a forma normal e o grau de determinagio das singularidades de (R?,0) em (R2,0) com
A.-codimensdo < 2 e pode ser encontrada em [2].

Outro tipo importante de equivaléncia € a K-equivaléncia, também chamada de equivaléncia
de contato. Dois germes f,g : (R",0) — (R™,0) sao K-equivalentes se existe um germe de
difeomorfismo H : (R" x R™, (0,0)) — (R" xR™, (0,0)) que pode ser escrito na forma H(x, y) =
(h(x),Hi(x,y)) com h : (R",0) — (R",0) um germe de difeomorfismo e H;(x,0) = 0, para
todo x em uma vizinhanca de 0, tal que (x, g(x)) = H(h~'(x), f(h~'(x))). Quando isso acontece,
denotamos f ~ g.

Dados dois germes f, g : (R",0) — (R™,0) é possivel mostrar que se f ~# g, entdo f ~x g.
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Tabela 1 - Classificagdo de germes de singularidades de
(R2,0) em (R?,0), com A,-codimensio < 2.

Nome ‘ Forma Normal ‘ A, — cod
Dobra (x,y?) 0
Clispide (x,xy +y%) 0
Labios/Bicos (x, y3 £ x%y) 1
Ganso (x,y* £ x3y) 2
Rabo de Andorinha (x,xy +y%) 1
Borboleta (x,xy +y> +y7) 2
Gaivota (x,xy? +y* +y7) 2

Fonte: Rieger (1987).

3 Contato entre subvariedades de R”

O conceito de contato entre subvariedades de R” € uma ferramenta importante da Teoria de
Singularidades para o estudo da geometria diferencial de subvariedades em R".

A seguir, apresentaremos brevemente a no¢do de contato entre duas subvariedades diferencidveis
em R"” em um ponto p € R", aplicaremos essa teoria ao estudo do contato entre uma superficie
regular M e retas e, desse estudo, obteremos informagdes geométricas sobre M.

Definicao 3 Sejam M;, N;, i = 1,2 subvariedades de R" com dim(M) = dim(M;,) = m edim(N;) =
dim(N;) = d. Dizemos que o contato entre My e Ny em y|, € M1 NNj é do mesmo tipo que o contato
entre My e N, em y, € My N Nj se existe um germe de difeomorfismo ® : (R",y;) — (R", y;) tal
que ®(My) = My e ®(N;) = Ny. Neste caso, escrevemos K(My,N1;y1) = K(M», N»; y7).

A definicdo acima gera uma relagcdo de equivaléncia entre os pares de subvariedades de R”.

Se M é um germe de subvariedade dado como imagem de um germe de imersio g : (M,x) —
(R™,0), isto é g(M ) = M, onde M c R é uma subvariedade m-dimensional, ¢ N é um germe de
subvariedade dado localmente como conjunto de zeros de um germe de submersdo f : (R",0) —
(R¥,0), isto é N = £~1(0), o germe de composicdo f o g é chamado de germe de aplicacio de
contato entre M e N.

E possivel dizer que o contato entre M; e N1 em y; € do mesmo tipo que o contato entre M; e
N, em y, analisando apenas os germes de aplicagdes de contato entre essas subvariedades. Mais
precisamente, vale o seguinte resultado.

Teorema 4 ([1]) Sejam g; : (M;,x;) — (R", 0) germes de imersées e f; : (R",0) — (RX,0) germes
de submersées com N; = f~1(0), i = 1,2. Os pares (M, Ny) e (M, N>) tém o mesmo tipo de
contato se, e somente se, fi o g1 e f» o g sdo K—equivalentes.

Vale ressaltar que, dadas duas subvariedades, podemos fazer diferentes escolhas de germes de
imersdo e submersdo para obté-las. No entanto, é provado em [1] que a K-classe do germe de
aplicacao de contato depende apenas das subvariedades, e nao dos germes de aplicacdes usados para
obté-las.

Segue do Teorema 4 que podemos classificar o tipo de contato entre subvariedades de acordo
com as K—singularidades do germe de aplicacdo de contato.
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3.1 Contato com retas

Estudamos no que segue as singularidades da projecdo ortogonal em uma direcao v. Como
veremos, a projecao ortogonal pode ser usada para classificar o contato de superficies com retas.
Enunciaremos, ao final desta se¢do, uma classificacdo das singularidades da projecdo ortogonal
para superficies na forma de Monge z = f(x, y) em fungado dos coeficientes de Taylor de f. Essa
classificagdo fornecerd informagdes geométricas sobre a superficie projetada.

Seja v € S?. Entdo v é um vetor ortogonal a TyS?, onde T,,S? é o plano tangente 4 S? em v
centrado na origem. A projeciio ortogonal ?, : R? — 7,S? dada por Py(y) = y — (v, v)v é uma
submersdo e P, 1 (0) é a reta paralela a v passando pela origem.

Nesta se¢ao, vamos considerar uma superficie M parametrizada localmente por uma imersao
x: U — R? em um ponto p € M, onde U é um aberto de R? contendo a origem com x(0) = p.

A projeciio ortogonal de M em T,S? € a aplicacio composta Py = Py o x : U — T,S? dada por

Py(q) = x(q) — (x(q), V)v. (D

Assim, pelo Teorema 4, Py dada em (1) € um representante para o germe de aplicagcdo de contato
de M com a reta paralela a v passando pela origem.

Notemos que nao hd perda de generalidade em considerar a reta passando pela origem. Isso
acontece pois, se £ é uma reta paralela a v passando por um ponto Z € R?, entdo a aplicacio de
contato de £ com M difere de Py apenas por constante. Dessa forma, a K-classe de singularidade
do germe de aplicag¢do de contato de M com ¢ é a mesma da aplicagcdo Py.

Fazendo uma identificacdo de 7,S? com R? tal que Py(0) é a origem, entdo Py é um germe de
(R2,0) em (R?, 0), como ilustra o seguinte diagrama.

(M, p)

Py

Py

(R%,0) (TyS?%, Py(0)) =~ (R%,0)

Logo, para obter a classificagao das singularidades da projecdo ortogonal de M e, portanto, a
classificagao do tipo de contato de M com uma reta paralela a v, basta conhecer as singularidades
do plano no plano.

Faremos o estudo das singularidades da projecao ortogonal via A-equivaléncia. H4 uma vanta-
gem de se considerar as A-singularidades do germe Py o x ao invés das K-singularidades. Pode-se
mostrar que, quando a dimensao da meta € maior do que 1, se dois germes de aplica¢gdes de contato
Pyoxe Py ox’ sao A-equivalentes, além do conjunto de seus zeros serem difeomorfos, os conjuntos
singular e discriminante desses dois germes também sdo difeomorfos.

Sabemos que Py € singular em ¢ se, e somente se, Py € singular em x(¢g). A proposi¢ao a seguir
diz em que pontos de M a aplicacdo Py € singular.

Proposiciio 5 Dado v € S?, a projecio ortogonal Py é singular em p € M se, e somente se, V é
tangente a M em p.

Demostracao: Seja p = x(gq), com g € U. Entao Py € singular em p se, e somente se, a;; Y(g) e

a;;v (¢) sdo vetores linearmente dependentes, ou ainda, existe @ € R tal que %(q) = a%—f;f(q).
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Por simplicidade, vamos omitir o ponto g onde as func¢des sdo avaliadas e denotaremos por x, €
X, as derivadas parciais de x com relac@o a x e y, respectivamente. Assim, Py € singular em ¢ se, e
somente se,
Xy — (X, V)V = (X, — (Xy, V)V) & (aX, — X, V)V = @Xy — X,

ou seja, se e somente se v € tangente a M em p. U
O préximo resultado complementa informagdes sobre as singularidades de Py.

Teorema 6 ([1]) Existe um conjunto aberto e denso O, de imersées x : U — R3 tal que, dado
x € Oy, a superficie M = x(U) tem a seguinte propriedade: para todo v € S, a projecdo ortogonal
Py tem apenas A-singularidades com A.-codimensdo < 2.

Definicao 7 Uma superficie é chamada genérica (para a projecdo ortogonal) se alguma de suas
parametrizacées locais pertencer ao conjunto O, dado no Teorema 6.

Como ja conhecemos as singularidades de R? em R? com A,-codimensio < 2 (dadas na Tabela
1), o Teorema 6 permite conhecer o tipo de contato de uma superficie genérica com qualquer reta
em R.

Antes de enunciar o teorema que ird relacionar a geometria de M com o tipo de contato entre M
e uma reta paralela a uma direcdo tangente v, apresentaremos a defini¢do de ponto flecnodal, a qual
estd relacionada com o contato com retas, tomando parametrizagdes de tal forma que a aplicacao de
contato seja uma funcao real.

Vamos considerar M dada por F~'(0), onde F : R? — R é uma funcéo suave e 0 valor regular
de F, e £ uma reta em R> passando por p = (xo, o, z0) paralela a uma direcdo v, dada como imagem
da imersdo a(t) = p +tv.

O germe g : (R,0) — R dado por g(¢) = F o a(t) € um germe de aplicacdo de contato de M
com £. Como g é um germe de func¢do real, a ordem de contato de M com ¢ € definida da seguinte
forma.

Definicao 8 Dizemos que a reta € tem contato de ordem k, para algum k > 1, com a superficie M
em p = a(0) quando

g0 =g =...=g%5D0)=0 e gP(0) =0,

onde g\ denota a i-ésima derivada de g. Dizemos que o contato é de ordem pelo menos k, ou ainda
que é > k se g(0) =g’(0) =...=g*k=D(0) = 0.

Dizer que a reta € e M t€m contato de ordem k em p € equivalente a dizer que aplicacdo de
contato g € uma singularidade Aj_;.

Quando M é dada na forma de Monge z = f(x,y), podemos escrever M = F~1(0), onde
F(x,y,z) = f(x,y) — z. Denotando v = (a, b, c), obtemos

g,(l‘) =afy+ bfy —-C, g"(l‘) = azfxx + 2abfxy + bzfyy,

onde as derivadas parciais sdo avaliadas em (xq + at, yo + bt).
Assim as seguintes condi¢des sdo necessdrias para que M e areta £ = p +tv tenham contato de
ordem > 3 em p = a(0) = (xo, yo, 20)

c=afi+bfy (2)
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a® fox +2ab fry + b fy, = 0 3)

onde as derivadas de f sdo avaliadas em (xg, yo).

A condigao (2) € equivalente a dizer que v € tangente a M em p, e a condi¢do (3) € equivalente a
dizer que v € uma direcdo assintética em p. As identidades sobre diregdes assintdticas usadas acima
podem ser encontrada em [1], p. 144.

Observacao 9 Do que fizemos acima, concluimos que direcoes assintoticas em um ponto sdo as
direcoes de retas com contato de ordem maior ou igual a 3 com a superficie naquele ponto.
Reciprocamente, se { = p + tv tem contato de ordem > 3 com M em p, entdo v é uma dire¢do
assintotica a M em p.

Definicao 10 Um ponto p € M é chamado de ponto flecnodal se existe uma reta tangente @ M em
p com contato de ordem > 4 com M em p. O conjunto flecnodal em M é o conjunto dos pontos
flecnodais de M.

Pela Observacgdo 9, pontos flecnodais ocorrem apenas na parte nao eliptica de M.

E mostrado em [1] que, genericamente, o conjunto flecnodal de uma superficie, quando nio
vazio, é uma curva regular. Além disso, pontos flecnodais coincidem com as inflexdes geodésicas
das curvas assintéticas.

No que segue, iremos considerar M dada na forma de Monge z = f(x, y), com p sendo a origem
de R3, T,M o plano {z = 0} e v = (0,1,0). Com abuso de notacdo, denotaremos também por
f(x,y) aexpansao de Taylor de f em torno da origem, da seguinte maneira

2 2 3 2 2 3
F(x,y) = axox”™ + asixy + axny” +azox” + azix“y + axpxy” +azy’ +.... “4)

A proposi¢ao que enunciaremos a seguir fornece algumas informagdes geométricas sobre uma
superficie na forma de Monge z = f(x, y) em fungdo dos coeficientes de Taylor de f. Esta proposi¢ao
auxilia na demonstra¢do do teorema que fornece o reconhecimento das singularidades da projecdo
ortogonal em fungdo destes coeficientes. Apesar de ndo apresentarmos a demonstracao do teorema,
enunciamos a proposi¢ao pois ela serd util nas préximas segdes.

Proposicao 11 ([1]) Sejam M uma superficie dada na forma de Monge 7 = f(x,y), com p =
(0,0,0), T,M sendo o plano {z = 0} e v = (0, 1,0). As seguintes afirmagées sdo verdadeiras:

(a) O ponto p é parabolico se, e somente se, a%l — 4aspar = 0.

(b) A direcdo v é assintética em p se, e somente se, ar; = 0.

Finalmente, enunciaremos agora o resultado que relaciona o contato entre M e retas com a
geometria de M. A partir dos coeficientes de Taylor de f podemos classificar o tipo de contato de
M com a reta na dire¢do v e obter suas caracterizacdes geométricas.

Teorema 12 ([1]) Sejam M uma superficie dada na forma de Monge z = f(x,y), com f(0,0) =0,
v=1(0,1,0), p = (0,0,0), T,M o plano {z = 0}, e consideremos a expansdo de Taylor de f em
torno de (0,0) dada em (4). A condigcdo para Py ter uma singularidade genérica em (0,0) é dada
na Tabela 2 em fungdo dos coeficientes a;j, bem como as caracterizagoes geométricas para essas
singularidades.
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Tabela 2 - Condi¢Ges algébricas e caracteriza¢des geométricas para as singularidades locais de Py.

Nome Condicoes Algébricas Caracterizacoes Geométricas
v direcdo tangente nio assintotica a M
Dobra an # 0 cao tang
em p
L. onto hiperbdlico e v direcdo
Cuspide a» =0,a1 #0,a33 0 PP P L. ¢
assintética em p
. . ar» =0,ar; =0,as3 # 0, onto parabdlico e v direcdo assintdtica
Labios/Bicos 2 2 21 33 PP P ¢
az, — 3aziaszz #0 em p

an =0,az1 =0,a33 #
2
0, a3, — 3aziaszs =
0, 2761410;3 - 18&1426132023 +
2 2
9(14361326133 - 4a44a32 0

p ponto parabdlico, v dire¢do assintdtica
em p e a imagem de Gauss do conjunto
parabdlico tem uma inflexao geodésica

Ganso

p ponto flecnodal hiperbdlico e v dire¢io

Rabo de Andorinha | a =0,a33 =0,a21 #0,a44 #0 N
assintética em p

az =0,a33 =0,a44 = 0,a21 #
0,ass # 0, (8assarr — 5a§6)a§1 +

2ass(azaes — 20as3ass)az; +

35a§2a§5 0

az =0,a2 =0,a33 =0,a3, #
Gaivota 0,a44 *
0, a55a§2—2a43a44a32+4a31ai4 0

Fonte: Izumiya (2015).

p ponto flecnodal hiperbdlico, v direcdo
assintdtica em p e tangente a curva
flecnodal em p

Borboleta

p uma cuspide de Gauss (parabdlico) e v
uma direcdo assintdtica em p

4 Contorno aparente e 0 Teorema de Koenderink

Estudaremos agora a geometria do conjunto critico (ou singular) e do conjunto de valores
criticos da proje¢do ortogonal de uma superficie sobre um plano. Genericamente, quando a dire¢ao
de projecdo € ndo assintética, esses conjuntos sdo curvas regulares (Proposi¢cao 17).

Vamos apresentar o Teorema de Koenderink, que apresenta uma férmula que relaciona a curvatura
Gaussiana de uma superficie regular com as curvaturas de duas curvas, uma delas sobre a superficie
e outra obtida como imagem da proje¢do ortogonal de uma curva da superficie.

Nesta secio M denotard uma superficie regularem R3, p € M, x : U — R3 uma parametrizagio
local de M em p, com U um aberto em R? contendo ¢ e x(g) = p, e Py é a projecio ortogonal de
M dadaem (1), onde v € S2.

Pela Proposi¢do 5, a projecdo ortogonal Py € singular em p (e, portanto Py € singular em g) se,
e somente se, v € um vetor tangente a M em p. Denotemos por Xy o conjunto singular de $y e por
Ay aimagem de Zy por Py. Entao,

YSy={peM;veT,M}

Av = PV(ZV) .

Esses conjuntos recebem os seguintes nomes especiais:

Definicao 13 O conjunto Xy é chamado de gerador de contorno de M ao longo da direcdo v e o
conjunto Ay é chamado de perfil ou contorno aparente de M ao longo da direcdo v .
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Como Xy € formado pelos pontos de M em que v € uma direcdo tangente nesses pontos entdo,
geometricamente, Xy € o conjunto de pontos em que quando vista na dire¢do v a superficie parece
se dobrar.

Exemplo 14 Sejam M a superficie parametrizada por x(x,y) = (x,y,-y> —xy) e v = (0,1,0).
Vamos encontrar o gerador de contorno e o contorno aparente para essa superficie na direcdo v
(Figura 2).

A projecdo ortogonal de M na direcdo v é dada por Py(x,y) = x(x,y) — (x(x,y),V)v =
(x,0,—xy — y3). Assim, o conjunto singular de Py é X(Py) = {(x,y)| —x — 3y*> = 0}. Logo, o
gerador de contorno é o conjunto

Yy = x(Z(Py)) = {(=3¢%,1,-21%); t € R},
e o contorno aparente é o conjunto
Ay = Py(Zy) = {(=3¢2,0,-2°); 1 € R}.

Nesse caso, o gerador de contorno é uma curva regular e o contorno aparente uma curva singular
emt =0. [l

Figura 2 - Superficie M do Exemplo 14. O gerador de contorno Xy em preto e o contorno aparente Ay, em
vermelho. O plano 7,S? foi deslocado para uma melhor visualizagdo de Ay.

Exemplo 15 Seja M o cilindro parametrizado por x(x, y) = (cosx, sinx, y).

Se consideramos v = (0,0, 1), entdo o gerador de contorno de M é a superficie M, poisv € T,M
para todo p € M. Nesse caso, o gerador de contorno ndo é uma curva e o contorno aparente é o
circulo de raio 1 centrado na origem.

Se considerarmos v = (1,0,0), entdo o gerador de contorno de M sera formado pelas retas
(0,1,¢) e (0,—1,1). Neste caso, o contorno aparente é formado pelas projecdo dessas retas no plano
y = 0. Assim, gerador de contorno e contorno aparente coincidem e sdo curvas regulares.

A Figura 3 apresenta o traco da superficie, de Ay e Xy para os dois casos analisados acima. U
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Figura 3 - Gerador de contorno e contorno aparente para a superficie dada no Exemplo 15 nas dire¢des
v=(0,0,1)ev=(1,0,0), respectivamente. Os planos T vS? foram deslocados para uma melhor visualizacio
de Ay.

Exemplo 16 Considere M como sendo uma esfera de raio r centradaem p = (a,b,c)ev = (0,0, 1).
O gerador de contorno de M na direcdo v é o circulo mdximo obtido pela interse¢cdo de M com o
plano ortogonal a v passando por p e o contorno aparente na direcdo v é a projecdo desse circulo
no plano z = 0 (Figura 4).

Por exemplo, no caso em que p = (0,0,0) e r = 1, o gerador de contorno e o contorno aparente
na diregdo v coincidem com o circulo {(x,y,0),x> +y> = 1}. U

Figura 4 - Gerador de contorno e contorno aparente para a esfera na direcio v = (0,0, 1). O plano T,S? foi
deslocado para uma melhor visualizacio de A,.

Como vimos nos exemplos acima, o gerador de contorno nem sempre € uma curva. Supondo
que Xy € uma curva, podemos relacionar a regularidade das curvas Xy em p e de Ay em Py (p) com
propriedades da dire¢do de projecdo v e do ponto p. Mais precisamente, vale o seguinte resultado.

Proposicao 17 ([1]) Supondo que o gerador de contorno Xy é uma curva em p, as seguintes
afirmacoes sao verdadeiras:

(a) O gerador de contorno Xy é uma curva singular em p se, e somente se, p é um ponto
parabdlico e v uma direcdo assintotica em p.

(b) O contorno aparente Ay é uma curva singular em Py(p) se e somente se v é uma direcdo
assintotica em p.
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Além de serem uteis na demonstracdo do Teorema de Koenderink, os resultados que enuncia-
remos a seguir fornecem algumas propriedades sobre a superficie M. Dois vetores v, w tangentes
a M em p sdo conjugados se I1,,(v,w) = 0, onde II, € a segunda forma fundamental de M em p.
Nao entraremos em detalhes sobre propriedades e interpretagdo geométrica de vetores conjugados,
os quais podem ser consultados em [1] ou [3], por exemplo. Enunciaremos apenas algumas relacoes
entre um vetor v e seu conjugado, denotado por v, que sdo necessdrias para a demonstracao do
Teorema de Koenderink que apresentaremos no final desta secao.

Proposicao 18 ([1]) Se o gerador de contorno Xy de M é uma curva regular em p, entdo o vetor
tangente a Xy em p é conjugado a v.

Observacao 19 Sejam p um ponto hiperbolico de uma superficie regular M e r uma diregcdo de
T,M. Se r é uma direcdo assintotica e r é uma dire¢do conjugada ar, entdor =T7. U

Proposi¢ao 20 ([1]) Sejam v € T,M e V um vetor conjugado a v. Entdo:
—_ kn(V)(nl = m?)(p)|Ivl|
() [IVI2IVI* = (V,v)? = (EG — F?)(p)II (v, V)%,
onde ky é a curvatura normal, E, F,G e l,m,n sdo os coeficientes da primeira e segunda formas
fundamentais de M, respectivamente.

Proposicao 21 ([4]) Sejam p € Xy, com v uma dire¢cdo ndo assintotica em p e Xy uma curva. As
seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(a) O vetor normal a superficie M em p é paralelo ao vetor normal ao contorno aparente em
Pyv(p).

(b) O plano tangente ¢ M em p intersecciona o plano de projecio T,S? na reta tangente ao
contorno aparente em Py(p), ou seja, a dire¢do tangente a Ay em Py(p) estd em T, M.

Figura 5 - Ilustracdo da Proposicdo 21.

A seguir, vamos apresentar uma orientacdo para R3, escolhida em [4], que serd importante no
Teorema de Koenderink. Esse teorema foi apresentado originalmente por J.J. Koenderink [S]. No
entanto, apresentaremos uma prova alternativa dada em [1].

Dado v € S? e supondo que X, é uma curva e Ay é uma curva regular, uma orientacio de M
induz uma orientac¢io para o contorno aparente da seguinte forma. Sejam p € Xy, N a orientacdo
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de M e consideremos uma dire¢do 7' tangente ao contorno aparente em Py (p). Como os vetores
T,N(p), v sao dois a dois ortogonais, vamos escolher o vetor T de forma que {7', N(p), v} seja uma
base ortogonal positiva para R>. Essa orientacdo induz uma orientagio para T,S? tomando v como
vetor normal & 7yS? e, assim, {T, N(p)} é uma base positiva para T, S%. Logo, N(p) tem o mesmo
sentido do rotacionado de 7 em 7 no sentido anti-horério (quando olhamos para T,S? a partir do
semiespaco de R3 que aponta v).

Teorema 22 (Teorema de Koenderink) Sejam M uma superficie regular, p € M, v € T,M um
vetor unitdario e suponhamos que Xy é uma curva em p. Se o contorno aparente Ay é uma curva
regular em Py (p), entdo,

K(p) = ka(V)ka, (P (p)), (&)

onde K denota a curvatura Gaussiana de M, ka,(Py(p)) é a curvatura do contorno aparente em
Pyv(p) com sinal determinado pela orientacdo induzida pela orientacdo de M e k, (V) é a curvatura
normal de M em p na direcdo v.

Demonstracao: Como Ay é uma curva regular em Py (p) segue da Proposicdo 17 que Xy € uma
curvaregular em p. Seja a(s) uma parametrizacio local de Zy em p, por comprimento de arco, com
a(0) = p de tal forma que B(s) = Py(a(s)) seja uma parametrizagdo para Ay com {8'(0), N(p), v}
sendo uma base positiva para R3.

Pela Proposigﬁo 18, o vetor tangente a Xy em p € paralelo ao vetor conjugado v a v. Assim,
a’(0) =+ ”_ Sem perda de generalidade, vamos supor @’ (0) = |

Como B(s) = Py(a(s)) = a(s) — (a(s),v)v, entdo B'(s)
a”(s) — {(a”(s), V)V.

-

a'(s) = (a’(s),v)v e B7(s) =

Uma vez que B = {%, N( p)} ¢ uma base ortonormal positiva para 7,S?, denotando por
B'*+(s) o vetor obtido rotacionando f3’(s) no sentido anti-hordrio em um 4ngulo de 5, obtemos

L8 = N(p) e, se B(s) = (B}(5), B5(5))w, entdo B (s) = (=B4(s). B} (5))w. onde (a,b)y =

Ilﬁ 283” + bN(p). Assim, a curvatura de Ay € dada por

B+ B IBIN,B") (N,a"”) kn(a’)
k = = —
R A 7 ER A 77 B VA
Logo, a curvatura de Ay em Py (p) = B(0) € dada por
Kn(v)
kn (0) = —2Y) 6
O =0 (©)

Como S'(0) = a’(0) — (a’(0), v)v = % - <i v> v = =89 Ghtemos, pela Proposicdo 20(b)

Ivi” N

1B O = ==IF = @I = == (NI - 7, v)?) = == (EG = F*)(p)I(v, V)’

v ||2 v ||2 v ||2

= ||2(EG F?)(p)ka(v)* .

Substituindo a igualdade acima em (6) e usando a Proposi¢ao 20(a), obtemos

kn (0) = [¥11%Ka (%) __ (nl- m*)(p) _ K@)

' kn(V)2(EG = F?)(p)  ka(V)(EG = F?)(p)  kn(V)
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Consequentemente, K (p) = k,(v)ka,(0), como queriamos. O

Como aplicacdo do Teorema de Koenderink, vamos classificar os pontos da superficie sobre o
gerador de contorno Xy, conhecendo o sinal de «, em um ponto p € Xy e a curvatura do contorno
aparente k,,. Notemos que, quando Ay € uma curva regular entdo, pela Proposi¢do 17, k,(v) # 0
em todo ponto p € Xy. Assim, uma vez que k, é¢ uma fungdo continua, segue que «,(v) ndo troca
de sinal sobre X,. Portanto, conhecendo o sinal de «,(v) em um ponto p € Xy e ku,, podemos
classificar os pontos de Xy em elipticos, parabdlicos ou hiperbdlicos.

Exemplo 23 Consideremos o cilindro dado no Exemplo 15 e v = (1,0,0). Como vimos, o gerador
de contorno e o contorno aparente na direcdo v sao o conjunto {(0,x1,1) |t € R}. Como Zy e
Ay sdo curvas, com Ay sendo um par de retas, entdo ka,(Py(p)) = 0, para todo p € Zy. Assim,
pelo Teorema de Koenderink, K(p) = 0, para todo p € Zy e, portanto, Xy é formado por pontos
parabolicos. 0

Exemplo 24 Sejam M a superficie dada por x(x,y) = (x,y + 1, f(x,y)), onde f(x,y) = 3x> — y?
(—fx(x,y),—fy(xa}’),l)

o VI Coy) 2+ fy (o) 210
O gerador de contorno de M na diregdo v é formado pelos pontos p € M tal que v € T,M.

Assim, 2y = {(x, 1,3x%); x € R}. Com isso, Ay = Py(Zy) = {(x,0,3x3) | x € R}. Para verificar o
sinal da curvatura normal de M na direcdo v nos pontos do gerador de contorno, consideremos C
a curva parametrizada por y(t) = (0,t + 1, —t%). Essa curva é tal que po = y(0) = (0,1,0) € Iy e
v'(0) = v. Por definicdo, a curvatura normal de C em py, que coincide com a curvatura normal na
direcdo v, é dada por k, = k(N, n), onde k é a curvatura de y em t = 0, N o vetor normal a M em
po e n o vetor normal normal a C em py. Logo, o sinal de k, coincide com o sinal de (N, n). Como
n(0) =(0,0,-1) e N(po) = (0,0, 1), segue que, k,, < 0 e, portanto, k,(v) < 0, para todo p € Zy.

Vamos encontrar a curvatura de Ay e, assim, obter a classificacdo dos pontos de M.

Seja a(t) = (—t,0, =3t3) uma parametrizagdo de Ay. Observamos que esta parametrizagdo é tal
que {T, N(po), v} forma uma base positiva para R>, onde T = o’ (0). Como B = {a’(0), N(po)} =
{(1,0,0), (0,0, 1)} é uma base ortonormal positiva para TyS?, entdo a(t) = a(t)a’(0) +b(t)N(po),
com a(t) = {a(t),a’(0)) =t e b(t) = (a(t), N(po)) = =31>. Logo, a(t) = (t,-3t%)y e, portanto,

ev=1(0,1,0), cujo traco é dado na Figura 6. Vamos considerar N(x,y) =

det[a’(1),a”(D]y _ —18t
ol (148143

ka,(?)

onde det[w1, Wy |y denota o determinante cujas linhas sdo formadas pelas coordenadas de wi e wy
na base B.
Logo, a partir de ka, (t) podemos classificar os pontos p = (t, 1,3t%) € Iy da seguinte maneira:

o Set <0, entdo p é um ponto hiperbdlico.
o Set =0, entdo p é um ponto parabdlico.

e Set > 0, entdo p é um ponto eliptico.
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Figura 6 - Superficie M, contorno aparente (em preto) e gerador de contorno formado por pontos elipticos
em vermelho, e pontos hiperbdlicos em azul. (Exemplo 24.)

S Contorno aparente singular

Sejam M uma superficie regular, genérica para a projecao ortogonal (segundo a Defini¢do 7), e
v € S%. O Teorema 6 diz quais singularidades podem ocorrer para a projecio ortogonal na direcio
v, e o Teorema 12 fornece uma caracterizagdo geométrica para essas singularidades. Supondo que
o gerador de contorno Xy € uma curva, pela Proposicdo 17, Ay = Py(Zy) € uma curva singular
em Py(p) se, e somente se, v € uma dire¢do assinttica de M em p = x(g). Por esses resultados,
concluimos que Ay é uma curva regular em Py (p) se, e somente se, Py é uma singularidade do tipo
dobra em g. Assim, para todas as outras singularidades da projecdo ortogonal Py em ¢, o contorno
aparente é uma curva singular em Py (p).

Nesta secao, vamos estudar as singularidades do contorno aparente e sua relacdo com as singu-
laridades da projecao ortogonal em alguns casos. Também veremos uma extensdao do Teorema de
Koenderink para a singularidade do tipo cuispide para projecao ortogonal, provada em [6].

Definicdo 25 Um germe de curva plana y : (R,0) — (R?,0) é chamado de
(a) (2,3)-ciispide (ou cuspide ordindria) se é A-equivalente a a(t) = (12, 13).
(b) (3,4)-ciispide se é A-equivalente a B(t) = (£, 1%).

Os germes de curvas definidos acima sao dois tipos de singularidades que podem ocorrer para
curvas planas. Um estudo detalhado sobre as singularidades de curvas planas pode ser encontrado em
[7]. Enunciaremos a seguir um resultado bem conhecido para o reconhecimento das singularidades
que definimos acima.

Lema 26 Um germe de curva planay : (R,0) — (R?,0) é uma (2,3)-ciispide (resp. (3,4)-ciispide)
em 0 se, e somente se, y'(0) = 0 e det[y”(0),y"”(0)] # O, equivalentemente y"”(0) e y"'(0)
sdo vetores linearmente independentes (resp. y'(0) = y”(0) = 0 e det[y”(0),y*®(0)] # 0,
equivalentemente " (0) e ¥ (0) sdo vetores linearmente independentes).

Com o lema anterior, vamos relacionar a seguir duas das singularidades da projecdo ortogonal
em uma dire¢do v com a singularidade do contorno aparente. O item (a) foi demonstrado em [6],
porém apresentamos aqui uma prova alternativa.
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Proposiciio 27 Sejam M uma superficie regular, genérica para a projecdo ortogonal, v € S* e
suponhamos que Xy é uma curva. Entdo,

(a) Py é uma singularidade do tipo cuspide se, e somente se, o contorno aparente Ay é uma
(2,3)-cuspide.

(b) Py é uma singularidade do tipo rabo de andorinha se, e somente se, o contorno aparente Ay
é uma (3,4)-cuspide.

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M é dada na forma de Monge
z= f(x,y)em p = (0,0,0), com f(x,y) dadaem (4) e v= (0, 1,0). Pela Proposicao 5, a projecao
ortogonal Py € singular em ¢ = (x,y, f(x,y)) se, e somente se, v € T, M, e isso acontece se, e
somente se, f,(x,y) = 0. Logo, Ay = Pv(fy_1 (0)), onde fy(x,y) = azix+2axny + azx> +2azxy +
3a33y? + O(3). Observamos que fy_l(O) é uma curva regular em 0 € R? se, e somente se, ap; # 0
ouay # 0.

Faremos a demonstragdo do item (a). O item (b) segue de maneira andloga.

Suponhamos que Py € uma singularidade do tipo ctspide. Entdo, pelo Teorema 12, f,,(0,0) =
az; # 0. Assim, pelo Teorema da Funcdo Implicita, existem uma vizinhanga V de (0,0) e uma
fungdo ¢ : (—g,&) — J, com € > 0 e J um intervalo de R, tal que os pontos (x,y) € fy_l(O) nv

_ Syle(y),y)
Jay(@(y).y)
uma parametrizacdo local para Ay em Py(p). Tomando a parametrizagio x(x,y) = (x,y, f(x,y))

para M, uma vez que Py(x,y) = (x,0, f(x,y)), obtemos

podem ser escritos da forma a(y) = (¢(y),y), e ¢'(y) = Logo, @(y) = Pyoa(y) é

a(y) = (¢(»),0, f(¢(¥), y))- (7
Assim,
&' (0) = (0,0,0), &"(0):(—6“33,0,0) e &"'(0):(36“3—;‘l33,0,—12a33).
any asy,

Logo, pelo Lema 26 e Teorema 12, que garante que a3z # 0, concluimos que & € uma (2,3)-cuspide.

Reciprocamente, suponhamos que o contorno aparente Ay € uma (2,3)-ctispide. Vamos mostrar
que ayp =0,az; #0eaz3 #0.

Como Ay € uma curva singular, segue da Proposi¢ao 17 que v = (0, 1, 0) é uma direcao assintética
em p e, assim, pela Proposi¢do 11, a; = 0.

Suponhamos que a;; = 0. Neste caso, obtemos que fy‘1 (0) € uma curva singular em (0, 0). Seja
a(t) = (a1 (1), az(t)) uma parametrizagio para fy‘l(O), coma(0) = (0,0). Entdo, @(t) = Pyoa(t) =
(a1(1),0, f(ai(t), a2(t))) € uma parametrizacdo para a (2, 3)-ctspide Ay em ¢ = 0. Assim, @’ (0) =
(@}(0),0,0) = (0,0,0), de onde segue que a;(0) = 0. Como &”(0) = (a}(0),0,0), & (0) =
(a]7(0),0, 6a33a/é(0)3) e, pelo Lema 26, @”(0) e @”(0) sdo vetores linearmente independentes,
entdo a}(0) # 0, o que contraria o fato de @ ser uma curva singular em ¢ = 0. Logo, az; # 0.

Como aj; # 0 e axp = 0, tomando a parametrizacdo (7) para o contorno aparente, obtemos
a”(0) = (—6;—2313, 0,0) e, portanto, segue do Lema 26 que a3z # 0. Logo, pelo Teorema 12, obtemos
que Py € uma singularidade cuspide, como queriamos. 0J

Exemplo 28 Podemos observar a Proposi¢do 27 na superficie dada no Exemplo 14 com a dire¢do
v = (0, 1,0). De fato, pelo Teorema 12 a projecdo ortogonal Py é uma singularidade ciispide em 0
e, como vimos, Ay é uma (2,3)-cuispide em 0.
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Considerando M a superficie parametrizada por x(x, y) = (x,y,xy+y*) e v = (0, 1, 0) obtemos,
pelo Teorema 12, que Py é uma singularidade rabo de andorinha e, portanto, Ay é uma (3,4)-ciispide.
De fato, é possivel mostrar que A, = {(=4y>,0,=3y*)|y € R}. A superficie M e o seu contorno
aparente sdo dados na Figura 7. 0

Figura 7 - Superficie M e o contorno aparente dados no Exemplo 28.

Para a singularidade do tipo dobra de Py (dada nas Tabelas 1 e 2), a qual possui contorno aparente
associado sendo uma curva regular, o Teorema de Koenderink relaciona a curvatura Gaussiana de M
em um ponto do gerador de contorno com a curvatura normal na direcdo de projecdo e a curvatura
do contorno aparente. Para os demais tipos de singularidades de Py dadas nas Tabelas 1 e 2, o
contorno aparente € uma curva singular. Quando Py tem uma singularidade do tipo ctspide, vimos
na proposicao anterior que o contorno aparente € uma curva plana com sigularidade sendo uma
(2,3)-ctispide. E possivel mostrar que a curvatura de uma curva com cispide ordindria diverge no
ponto singular. Em [8], € definida uma curvatura para esse tipo de curva singular. Utilizando esta
curvatura, em [6] € provada uma férmula que relaciona a curvatura Gaussiana da superficie com a
curvatura da (2,3)-cispide, obtendo assim um teorema do tipo de Koenderink, o que apresentamos
a seguir (Teorema 31).

Definiciio 29 Dada uma (2,3)-ciispide y : (R,0) — (R2,0), a curvatura cuspidal de y em 0 é
definida por

_ detly" 0. y" ]|
Iy OIF |

Para evitar nos estendermos demais, ndo entraremos em detalhes sobre propriedades da curva-
tura cuspidal. Enunciaremos apenas um resultado que serd util na demonstracdo do teorema que
estende o resultado de Koenderink. Mais resultados sobre curvatura cuspidal, suas demonstracdes e
interpretacdes geométricas podem ser encontrados em [8].

Proposiciio 30 ([6]) Sejam y(1) : (R,0) — (R?,0) uma (2,3)-ciispide e Ky a curvatura de y
definida nos pontos regulares. Entdo

iyl = 231y ()|l Tim 2k, (1)].
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Antes de enunciar o préximo teorema, fixaremos algumas notacoes.

Sejam x : (R%,0) — (R3?,0) um germe de superficie regular, com M = x(R?,0), v € S% e
Py a projecdo ortogonal na dire¢cdo v. Suponhamos que Py € uma singularidade cispide. Entdo,
pelo Teorema 12, v € uma dire¢do assintdtica e, como vimos na demonstra¢ao da Proposi¢ao 27,
o conjunto singular de Py € uma curva regular. Seja «(#.) uma parametrizacdo para o conjunto
singular de Py e (3(t;) uma parametrizacio para o conjunto {(x, y); det[x(x, y),v,N(0)] = 0}, com
a(0) = B(0) = 0. Entdo &(t,) = Py o a(t.) € uma parametrizacdo para o contorno aparente na
direcdo v e A(t,) = x o B(t,) é parametrizacdo para a se¢io normal de M na direcdo v.

As curvas a(t.) e B(ty) sao tangentes em 0. De fato, como «a(7.) é uma parametrizacdo para o
conjunto singular de Py, entdo @(f.) = x o a(t.) € uma parametrizacdo para o gerador de contorno
na direcdo v. Observamos que, como Py é uma singularidade cuispide, pelo Teorema 12 obtemos
que 0 é um ponto hiperbélico. Assim, pela Proposi¢ao 17 a curva a(z.) é regular. Logo, o vetor
d%a(O) = dxo(d%a(O)) € ndo nulo e, pela Proposi¢ao 18, a direcdo dada por d%@(O) € conjugada a
direcio dada pelo vetor v. A curva 3(z;) = x o B(t,) é uma parametrizagiio para a se¢iio normal na
direcdo v. Assim, ditsﬁA(O) = dx¢( d%ﬁ (0)) é paralelo ao vetor v. Como p é um ponto hiperbdlico e v
uma dire¢ao assintética, pela Observacao 19 obtemos que os vetores d%E(O) e d%,BA (0) s@o paralelos.
Assim, existe [ € R* tal que dits,é(O) = dxo(d%ﬁ(O)) =1 %6(0) = dxo(l d%a(O)) e, como x é uma
imersdo, concluimos que d%ﬁ(O) =1 %ca(O). Portanto, as curvas a(z.) e [(t;) s@o tangentes em
(0,0). Denotaremos por ka,(t.) € ksn(ts) as curvaturas de @(z.) e B(ts), respectivamente. Com
essas notagcdes, temos:

Teorema 31 ([6]) Se a projecdo ortogonal Py é uma singularidade ciispide, entdo

. KA (tC)KSI’l(tS) 1 ’u@ szn
lim > = |- 0)| = |K(0,0)].
(tests)—(0,0) l [ /—”&,,(0)“ dt, (0)| = |K(0,0)]

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que M estd na forma de Monge z =
f(x,y) e x édado por

k
x(x,y) = (x, v, %(kfxz —k3y") + ) emlx, ) + O(x, y)k”) , ®)

m=3

m
a ..
onde k1 > 0,kr > 0, cpp(x,y) = E %xmﬁy’ e O(x,y)**! denota os termos de grau maior
i (m — j
j=0

!
ouigual a k + 1 nas varidveis x e y.
Dessa forma, obtemos N (0,0) = (0,0, 1), K(0,0) = —k%k% <0ev=—I (ky, €k1,0), com

e = x1, sdo as dire¢Oes assintoticas.

Seja h(x,y) = det[x(x,y),%,(x,y),v]. Pela Proposicdo 5, o conjunto singular de Py é dado
por h‘l(O). Como v € T,M se, e somente se, V = (k,ek1,0) € T,M, o conjunto singular de Py
também é dado por 271 (0), onde

il(x’ y) = det[XX(xa y)’ Xy(x’ y)7 id’]

= —k%kzx + 8k1k%y — (?kz + %8]{1) x2 — (a31k2 + a328k1)xy
- (%kz + %skl) v+ 0(x,y)>.
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Uma vez que g—’y’ (0,0) = gk, k% # 0, pelo Teorema da Funcao Implicita, existem uma vizinhanga
U de (0,0) e uma fungio ¢ : (=6,8) — J, tal que os pontos (x,y) € A~1(0) N U podem ser
escritos como (x, ¢(x)) e, uma vez que a(t.) = h~'(0), entdo «(t.) pode ser parametrizada por
alte) = (1., ¢(tc))

Como vamos trabalhar com curvaturas, iremos precisar apenas das derivadas de & e, assim, é
suficiente determinar o k-jato de @ que, por simplicidade, também denotaremos por a(z.). Temos
a(ty) = (t,, ¢’ (0) t. + %¢”(0) 12+ 0(t})), onde O(r}) denota os termos de grau maior ou igual a 3
na variavel 7.

Ainda pelo Teorema da Funcao Implicita, temos ¢’ (#.) = —?ZE—M de onde obtemos
ky
’ O -
#0) = —
¢ 2 2
¢”(0) 3 a308k§ + 3a31k1k2 + 3a328k1k2 + a33k 6863(k2, 8k1)
klk‘z‘ klk‘z‘
Logo,
k1 3863(k2,8k1) 2 3
te) = |te, e+ t-+0()]. 9
Q’( c) ( 8k2 klkg c (C) ( )
Como a proje¢do ortogonal de M na direcdo v é dada por
PV(X,y) = (X,y, f(x’y)) - <()C,y, f(X,y)),V>V
ko (kox + €kyy) eki(kyx + gkyy) Fx.y)
=\|\xX - sy ) X, )
k2 + k3 k2 + k3 Y

obtemos

. —3c3(ko, ek )
ky (ki + k3)

3863(k2, 8k1) 2
21,2 2
kik2(k2 + k )

263(’62,8/61) o

o(t)), +0(t)), +0(th|. (10)

2

A curva & estd contida em 7,S? e v é um vetor unitério ortogonal a T,S2. Assim Ka,(tc) =
det[a@’(t.),&" (t.),v]

lla’ (1)1
Temos,
k
(1) = 663(k2,8k1) o+ 0(8), 6ecs( 2,8k1) +O(2), 663(k2,8k1) 2+,
k3 (k2 + k3) kiks (kT + k2) 3
€
—6c3(ky, ek 6 ko, ek —12¢3(ky, €k
8(10) = [ 2R oy, 20K | r,y, TR, o))
k3 (ki +k3) kiks (ki + k5) 5
logo
ak2k3(k2 k2)(t2+0(t3))
KAy (tc) =

6|c3(kz,ek1)|(r2 +0(2)7
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A secdo normal de M na direcdo v € a imagem por x da curva S(¢,), obtida como conjunto de
zeros da funcdo g(x, y) = det[x(x,y),V,N(0)] = ek1x — kpy.
Como B(t;) = g71(0) e B/(0) = 1a/(0) = (l, l%), entdo B(t,) = (lts, l‘gk—l;‘ts). Assim,

Bty = x0 plt,) = 11,1550, BE2ED s o8|
kz k3 N N
2
N , . _ 1 _
A curva f(ty) estd contida no plano gerado pelos vetores v = W(kz,skl,O) e N0) =
— gk —ky L.
(0,0,1),que tem vx N(0) = ( Vo Ve O) como vetor normal unitério. Logo,
oy QB0 B 1) VX NO) | Ges(ha ekl + O)
sn\ls) = X~ ~ == T
18 (25113 ko (K2 + k273 (k2 + k2 +O(1h)>
1
Como 3—?(0) = 7;{—':3(0), entdo t; = +t. + O(t>). Assim, obtemos
C N
2B+ (2 +0(D)  6e3(kan eky)lty +O(2)
[k (1)] | Oleaha, sk (2 + 0T ka(k] +K9) (K + 15 +O(¢)!
te—0 l B te—0 l
ts—0 ts—0
i L2 (kT +k3) (12 + O(1))) 1. +O(12)
0| (200(2)F (2 + kDR k24 0(h)
P (k7 + k) (12 + O(1))
= fim kiks = V382 4 k2)h (82 42 4y)3
te—0 (12 +0(12))2 (ki + k3) 72 (k7 + k5 + O(1¢))2
T (k3 + k)2 (1+0(1c))
=0T B3 (14 0(1))3 (K2 + k2 H (K2 + k2 + O(th))3

= [k2k3| = |K(0,0)|.

Por outro lado, usando a Proposi¢ao 30 e o fato que 75 = +¢, + O(t%), obtemos:

. KAv(tc)Ksn(ts) T 1 Ksn(ts) Is 1 Ha dKk
lim — | lim YZCKAV(ZC) =17 p 0)|,
o o fs e 2v||d?a/dez (0)|| s
o que finaliza a demonstracgao. U

Exemplo 32 Seja M a superficie dada por z = f(x,y), onde f(x,y) = xy + y>, parametrizada por
x(x,y) = (x,y, f(x,y)) ev = (0,1,0). Observamos primeiramente que como az; # 0,az3 # 0
e ay = 0 segue, pelo Teorema 12, que Py é uma singularidade cuispide em 0. Logo, o contorno
aparente na direcdo v é uma (2,3)-cuspide.

A curva a(t.) é dada como conjunto de zeros da fungdo h(x,y) = det[x.(x,y),Xy(x,y),v] =
—x —3y?%. Logo, a(t.) = (=3t2,t.). Como a projecéo ortogonal da direcéo v é dada por Py(x,y) =
(x,0, f(x,y)), obtemos que &(t.) = Py o a(t.) = (=3t2,0,-2t2).
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A curva B(tg) é obtida como conjunto de zeros da funcdo g(x,y) = det[x(x,y),v,N(0)] = x.
Logo, B(ts) = (0,1,) e a se¢do normal na dire¢do v é dada por (t;) = x o B(ty) = (0,14, 13).
A curvatura de B(t,) é dada por

det[ﬁ/(ts)aﬁ,\”(ts)’ (1,0, 0)] 6ts

Ksn(ts) == ==

1B (15112 (1+9r4)3

dkg, da dg -
= T . _— = — = ,1 B = 1.
ar. (0) = £6. Como ar. (0) ar (0) =(0,1), entdo 1
V6

A curvatura cuspidal de & ¢é, em valor absoluto, dada por ps(0) = 5. Logo, pelo Teorema 31,
obtemos que

de onde segue que

V6
1 dKsn 3
|K(0,0)] = |+ = 6| =1,
ld?a/diz(O)]] s 26
Portanto, K(0,0) = —1.
A figura a seguir apresenta o traco de M e as curvas deste exemplo. 0

\

Figura 8 - Superficie M e as curvas dadas no Exemplo 32.

6 Superficies singulares

Até o momento nosso estudo foi voltado para superficies regulares. Quando estamos interessados
em estudar superficies singulares, € inevitdvel nos deparar com um tipo muito especial, as frentes de
onda, uma vez que sdo exemplos de superficies singulares que apresentam naturalmente um campo
de vetores normais bem definidos, inclusive nos pontos singulares. Em [9], € mostrado que, se M
¢ uma superficie imagem de uma frente de onda, entdo, genericamente, a curvatura Gaussiana K
é ndo limitada, mas a forma curvatura Gaussiana KdA é limitada (Definicao 36) e introduziram a
funcdo curvatura singular no conjunto singular de cuspidal edges, que sdo particulares frentes de
onda. Mais especificamente, uma aplicacio f : U — R3, onde U é um aberto em R?, é chamada
de cuspidal edge em g € U se o germe de aplicacio f em ¢ é A-equivalente a (x,y?,y’) em
(0,0), que chamamos de cuspidal edge usual e tem imagem dada na Figura 10. E demonstrado em
[10] uma versdo do Teorema de Koenderink para cuspidal edges, apresentando uma férmula que
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relaciona a forma curvatura Gaussiana em um ponto singular da superficie com as curvaturas de trés
curvas, uma delas obtida como imagem da projecao ortogonal de uma curva da superficie em uma
determinada direc@o e outra sendo uma (2,3)-cuspide obtida pela interse¢do de M = f(U) com um
plano (Ver Figura 9).

v Segdo normal J_///,,.ry

2-3)cuspide

Gerador
de contorno

Contorno aparente

Figura 9 - Curvas envolvidas no Teorema de Koenderink para superficie regular e na versdo para cuspidal
edges.

O objetivo desta secdo € apresentar a versdo do Teorema de Koenderink para cuspidal edges dada
em [10]. Para isto, veremos brevemente alguns conceitos relacionados a frentes de onda. No que
segue, U denotard um aberto em R,

Definiciio 33 Uma aplicagdo suave f : U — R3 é chamada de frontal se existe um campo unitdrio
suave v 1 U — R> de vetores normais a f, isto é, |[v(q)|| = 1 e (dfy(X),v(q)) = 0, para todo
X eR?eq e U. Sealémdisso (f,v) : U— R>xR3 for uma imersdo, dizemos que f é uma frente
de onda (ou simplesmente frente) e v é a aplicagcao de Gauss de f.

Toda parametrizacdo de superficies regulares € uma frente de onda, basta tomar v como sendo a
aplicagdo normal de Gauss da parametrizagao.

Dada uma aplicagdo f : U — R3 denotaremos seu conjunto singular por £ f-ouseja, Xy ={q €
U |rank df, < 2}.

Exemplo 34 A cuspidal edge usual f(x,y) = (x, y?,y>) é uma frente de onda. De fato, basta tomar

V('x7 )’) = fgyz(oa _3)” 2)

Figura 10 - Cuspidal edge usual dada no Exemplo 34.
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Exemplo 35 A aplicacio f(x,y) = (ax®> + >, by* + y3,x), com a,b € R, é uma cuspidal edge e
v(x,y) = 50ry) (=3y —2b,2,2ax(3y +2b)), onde 6(x,y) = \/4 + (1 +4a%x2)(4b2 + 12by + 9y?)
X,y

é a aplicacdo de Gauss de f. A Figura 11 apresenta o traco de f paraa = b = 1 a esquerda, e para
a=1eb=-1adireita. 0

Figura 11 - Cuspidal edges dadas no Exemplo 35.

Cuspidal edges, juntamente com rabos de andorinha, que sdo aplicagdes com germes A-
equivalentes a (3x* + x%y, 4x> + 2xy, y), sdo singularidades genéricas de frentes de onda em R3.

No que segue f : U — R? serd uma frente, com f(U) = M e v a aplicagio de Gauss de f.

A fungdo A : U — R definida por

Aq) = {fe(q) X f,(q),v(q)) = det(fx, fy,v)(q)

¢ chamada funcao densidade de area de f. Como A(g) =0 & f,(q) X f,(q) =0 & g € X4, entdo
T =A71(0). Alémdisso, 1(g) > 0 quando f,(q) X f,(¢q) e v(g) apontam para 0 mesmo semiespaco
de R? determinado por TrgM, e A(q) < 0 quando f,(q) X f,(q) e v(q) apontam para semiespacos
opostos de Ty, M, onde Ty, M € o plano tangente usual a M em f(q), que € ortogonal a v(q).
Denotaremos por U, (resp. U_) o aberto de R? formado pelos pontos (x, y) tais que A(x,y) > 0
(resp. A(x,y) <0).

Dizemos que g € Xy € um ponto singular niao degenerado de f se g € um ponto regular de 4,
ou seja, se 4,(q) e 4,(g) ndo se anulam simultaneamente. Como Xy = A71(0) segue, pelo Teorema
da Fungao Implicita, que X € localmente uma curva regular nos pontos singulares nao degenerados
de f, a qual chamaremos de curva singular de f.

A partir de agora, dado um ponto singular nao degenerado ¢ de f, denotaremos pory : (g, &) —
U (¢ > 0) uma parametrizac¢do para a curva singular, com y(0) = ¢ e vamos tomar ¢ tal que y(¢) é
um ponto singular ndo degenerado para todo ¢ € (—&, €).

Se g € Xy € ndo degenerado entdo f tem posto 1 em g, ou seja, sua diferencial df, € uma
aplicacdo linear de posto 1 e, assim, o nicleo de df, tem dimensdo 1. A diregdo de R? dada por este
ntcleo é chamada de dire¢do nula. Podemos escolher um campo suave de vetores 7(¢) ao longo
de  tal que 5(t) pertence a dire¢do nula para todo #, ou seja, df, ;) (17(¢)) = 0, chamado de campo
anulador de vetores ao longo de y. A reta tangente 2 M em f(q), denotada por Ty, M, € definida
como sendo a reta que passa por f(g) e € paralela a reta df, (R?). O plano normal 3 M em f(gq),
denotado por Ny, M, é definido como sendo o plano perpendicular a d fq(Rz) passando por f(g).

Vamos supor que a curva singular é composta de cuspidal edges e vamos escolher o campo
anulador de vetores ao longo de vy, n(z), tal que {y’(¢),n(¢)} é uma base positivamente orientada
para R? ao longo de y. Denotaremos, quando nio houver perigo de confusio e com abuso de
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notacdo, v o y(t) apenas por v(z). A curvatura singular ao longo de y € definida por

det(9(1), 9" (2), v(1))

Kk(t) = Sgn(d/ly(t)(n(t))) ”)A/,(t)”3 i

onde y(t) = f oy (1).

Genericamente a curvatura Gaussiana € nao limitada para cuspidal edges. Este fato motiva a
defini¢do da 2-forma curvatura Gaussiana que apresentaremos abaixo, uma vez que esta € limitada
e pode ser continuamente estendida em todo ponto de U.

Definiciio 36 A 2-forma dA = A(x, y)dx A dy é chamada de forma de drea com sinal.

Teorema 37 ([9]) Sejam f : U — R> uma frente e K a curvatura Gaussiana de f definida nos pontos
regulares. Entdo, KdA pode ser continuamente estendida como uma 2-forma definida globalmente
emU.

Umacurvay : I — R2, onde I é um aberto em R, é chamada de frente de onda (ou frente) se
existe um campo unitdrio suave v, : [ — R? de vetores normais a y, ou seja, {(y’(¢), vy(1)) =0, e
tal que (y,v,) : I — R? x R? é uma imersdo. Claramente toda curva plana regular é uma frente. A

1

(2,3)-ctispide y : R — R? dada por y(¢) = (#2, %) é uma frente com o campo vy (t) = W(—fﬁ, 2).

De maneira andloga ao Teorema 37 é possivel mostrar que se y : I — R? é uma frente e Ky sua
curvatura definida nos pontos regulares, entdo «,ds pode ser continuamente estendida como uma
1-forma definida globalmente em 7, onde ds = ||y’ (¢)|| dt.

Antes de enunciar a versdo do Teorema de Koenderink para cuspidal edges fixemos algumas
notagdes.

No que segue, f : U — R3 é uma cuspidal edge, g € U, M = f(U), v a aplicacdo de Gauss de

f,vacurvasingularcomy(0) =g, = f oy, & =v(qg) X % € Vg = cos B¢, + sen 0v(q), para

algum 6 € R, um vetor em Ny, M. Consideremos P : R3 — TyS? a projecio ortogonal na diregio
vy dada por P(X) = X — (X, vg)vy.

Seja y; a projecdo ortogonal de § na direcdo vy, ou seja, y1 (1) = Pyoy(t) = y(t) — (¥(¢), vg)Vs.
Assim, | (t) = 7'(¢) = (¥'(t), ve)vg € ¥(0) = ¥'(0) # 0, ou seja, y; € uma curva regular em uma
vizinhanca de ¢ = 0. Denotemos por «; a curvatura de ;.

Denotemos por vy, a curva obtida pela interse¢cao de M com Ny, M. E provado em [11] que
essa curva € uma (2,3)-cispide em f(g). Como 7y, é uma frente, denotando por k, sua curvatura
nos pontos regulares, entdo k,ds estd definida em todo dominio de .

A Figura 12 apresenta os tragos das curvas 7, y; € y2 e os vetores definidos acima.

Finalmente, enunciamos a seguir a versao do Teorema de Koenderink para cuspidal edges. Nao
apresentaremos a demonstracao deste teorema, mas damos dois exemplos em que aplicamos seu
resultado.

Teorema 38 ([10]) Se 6 € (0, 2), entdo

KdA =

(senOkg — k1)dt A kads

cos 6
em q, onde kg é a curvatura singular ao longo de y. A curva vy, é orientada de tal forma que y>
passa de U_ para U,, TyS? é orientado tal que {—sen 0&4 +cos 0v(q),y;(0)} é uma base positiva,
e Np(q)M é tal que {&,,v(q)} forma uma base positiva.
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Figura 12 - Cuspidal edge e as curvas e vetores definidos acima. O plano verde € o plano Ny () M.

Exemplo 39 Seja f(x,y) = (ax* + y>, by*> + y3,x) e sua aplicagio de Gauss dada por v(x,y) =

5 = 4+ (1 +4a2x2)(4b% + 12by +9y2) e a, b € R.
X,y

A curva singular de f coincide com o eixo-x. Assim, podemos parametrizd-la por y(x) = (x,0),

obtendo §(x) = (ax?,0,x). O traco de f e das curvas dadas nesse exemplo estio esbocados na
Figura 12.

Tomando q = (0,0) obtemos £, = —=(1,b,0) e, para 6 = obtemos Vg =

W(l_b 1+
=(=1-0,1-0,0). A projecdo

\/1 b2
b,0). Denotando —sen 6 &, + cos 6 v(q) por vy, obtemos v, =

V]b

ortogonal na diregcdo vy é dada por

Pe(x,y,z) = (x,y,z) - ((1 - b)2X+ (1 - bz)y’ (1 - bz)x+ (b+ l)zy’o)

2(1 +b?)

Logo,

71(x) = Po(P(x) = Po(ax?,0,x) = (ax’,0,x) - (ax*(1 = b)*,ax*(1 - b),0),

1
2(1 + b?)

de onde segue que

¥ (x) = (2ax,0,1) — (2ax(1 - b)?,2ax(1 - b*),0) = ¥,(0) = (0,0, 1).

1
2(1 + b?)

A curva vy estd contida em TyS?, que tem B, = {v5.v1(0)} como uma base ortonormal
positiva. Escrevendo y{(0) = avy + b)/l (0), obtemos a = (y;(0),vy) e b= (v7(0),71(0)). Como

” _ 1 2 2 2 \/_a(1+b) J_
Y] 0) = s (2a(1 +b°) —a(l -=b)>,—a(1-b"),0), obtemosy 0) = iz Vo

Assim,

_ det[y1(0),75(0)]s, _ V2a(1+b)

- AOIR NI+
Para encontrar a curva vy, notemos que f,(q) = (0,0, 1) é um vetor ortogonal a Ny, M e,

entdo, Im(y2) = {f(x,y) Kfe(q), f(x,)) = 0} = {f(x, ) Ix = O}. Logo, y2(y) = (y*, by* +°,0)
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War\
A=
A

y(2+2b +3by)

e, uma vez que By = {£4,v(q)} é uma base positiva para N ¢4\ M, obtemos v} (y) = NS g+
2(1+b%+3b det[y3,75]
(@) e Yy (3) = 2EEE g, & By(g). Assim, kads = Sy = ppfady e

=0, obt. ds = ———=dy.
emy obtemos kads TS y

2
A curvatura singular ao longo de y em u = 0 é dada por ks(0) = a

Vi+p?

Logo, em g = (0,0),

obtemos
. 2 2 2a(1+b 3
KdA = (senOkg — k1)dt A kpds = — £ - V2a( ) dx N dy
cos @ V2 \ 2 Vi+p2 Vi+p2 | 2+202
3ab
= —%dx Ady.
(1+b2)2

U

Exemplo 40 Seja M a cuspidal edge parametrizada por f(x,y) = (x,y%,y?) e sua aplicacdo de
Gauss v(x,y) = ———(0, =3y, 2). Como a curva singular de f estd contida no eixo-x, podemos

parametrizd-la por y(x) = (x,0). Logo, y(x) = f(x,0) = (x,0,0) é uma reta. Para qualquer
0 € R, a curva 7y obtida pela projecdo ortogonal de ¥ na direcao vy = (0,cos6,sin 6) é uma
reta e, portanto, ki1(x) = 0, para todo x € R e, como ks(x) = 0, para todo x € R, obtemos

KdA =

7 (senfks — k1)dt A kods = 0 em todo ponto q € U. U
cos

Figura 13 - Cuspidal edge dada no Exemplo 40.
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