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Os biquaternions elipticos de Leonardo

Leonardo’s elliptical biquaternions

Resumo

Este trabalho mostra um processo evolutivo matemadtico da
sequéncia de Leonardo, assim € apresentado os nimeros biqua-
ternions elipticos de Leonardo. Estes nimeros foram desenvol-
vidos a partir do conjunto dos nimeros complexos, quaternions
e dos biquaternions elipticos. Portanto, sdo apresentados de-
finicOes e propriedades em torno desses numeros, tais quais:
sua recorréncia, equacao caracteristica, formula de Binet, fun-
cao geradora, forma matricial e, também, sua extensao para os
nimeros inteiros nao positivos.
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Abstract

This work shows a mathematical evolutionary process of Le-
onardo’s sequence, in wich Leonardo’s elliptical biquaternion
numbers are presented. These numbers were developed from
the set of complex numbers, quaternions and elliptical biqua-
ternions. Therefore, definitions and properties involving these
numbers are presented, such as: its recurrence, characteristic
equation, Binet formula, generating function, matrix form and,
also, its extension for non-positive integers.

Keywords: Elliptical biquaternions. Matrix form. Leonardo
numbers. Quaternions.
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1 Introducao

Os ntimeros de Leonardo Le,, n € N, fazem parte de uma sequéncia linear e recorrente, a qual
vem sendo estudada e explorada recentemente pelos autores Alves e Vieira (2020), Shannon (2019),
Vieira, Alves e Catarino (2019) e Vieira, Mangueira, Alves e Catarino (2020). No trabalho Catarino
e Borges (2020), ressalta-se que esta sequéncia possui uma realacdo com a sequéncia de Fibonacci
e percebe-se grande similiariedade entre as sequéncias. Com isso, temos que a sua recorréncia €
definida pela férmula abaixo:

Le,=Le, 1+ Le, r»+1,n>2,

com Ley=Le; = 1.
Reescrevendo essa recorréncia para n + 1 obtém Le,,; = Le, + Le,—1 + 1. E ainda, subtraindo
Le, — Le,+1 encontra-se uma outra relacao de recorréncia para esta sequéncia:

Le,—Le,,1 = Le,-1+Le, r+1—Le,—Le,_1—1,

Leyy = 2Le, — Ley-s,

onde Ley = Le; = 1 e Ley = 3 s@o as condicoes iniciais.

Temos ainda que a sua equacio caracteristica é dada por x* — 2x? + 1 = 0, existindo trés raizes

1+V5  1-+5
s X2 = )
sequéncia de Fibonacci.

Por outro lado, Oliveira (2018) apresenta um quaternion como uma extensao dos ndmeros
complexos desenvolvidos em 1843 pelo matematico irlandé€s William Rowan Hamilton (1805-1865),
para quais existem duas estruturas quaterniOnicas: a primeira € os quaternions em R, possuindo
componentes reais € a segunda € os biquaternions ou quaternions complexos em C, possuindo
componentes complexas.

reais x| = e x3 = 1. Sendo x| e x; iguais as raizes da equagdo caracteristica da

Definicao 1 O conjunto de quaternions reais Q é apresentado por:

O :{q0+qii+q2j +q3k : q0,q91,92,93 € R}

onde satisfazem as igualdades: i* = j> = k> =—-1,ij =—ji=k, jk =—kj =ie ki =—ik = j.

Definicao 2 O conjunto de quaternions complexos (biquaternions) é apresentado por:

G :{go+gii+grj+g3k:go 81,828 € C},

onde satisfazem as igualdades: i* = j> = k> =—-1,ij =—ji=k, jk =—kj =ie ki = —ik = j.

Como consequéncia, um biquaternion complexo também pode ser apresentado na forma:

G = {qo0+qi,i* = -1,90,q1 € 0}

Assim, Ozen e Tosun (2018a) introduziram o conjunto de biquaternions elipticos que abragem os
conjuntos dos quaternions complexos e reais. O conjunto de biquaternions elipticos € apresentado
na forma cartesiana, como a seguir:
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Definicao 3 O conjunto de biquaternions elipticos é definido por:
HCP . {Ao + Ali +A2j + A3k : AQ;Al;Az;A3 S Cp},

ondeC, : {x+1y:x,y €R, I> = p, p € R™} é o conjunto dos niimeros elipticos. Consideramos o
caso p € R™ como os niimeros elipticos de Leonardo.

A partir da sua definicdo € possivel realizar opera¢des com nimeros biquaternions elipticos. E
ainda, em Ozen e Tosun (2018a) € apresentado trés tipos de conjugado: Hamiltoniano, complexo e
o total, tem-se ainda o produto interno e a semi-norma desses ndmeros.

Com isso, neste trabalho, apresentaremos o Biquaternion Eliptico de Leonardo, como sendo
uma forma generalizada dos quaternions complexos de Leonardo, com o intuito de explorar algumas
propriedades e apresentar um novo conjunto numérico.

2 Biquaternion eliptico de Leonardo e suas propriedades

Nesta secdo serd abordado o Biquaternions Eliptico de Leonardo, para isso primeiramente
apresentaremos como se comporta os nimeros quaternions e biquaternions de Leonardo. Assim,
tem-se:

Definicao 4 O quaternion de Leonardo, com n > 0, é definido pela equacdo:
QLe, = Le, + Lepy1i+ Leyynj + Lepisk,
2

sendoi*=j>=k>=-1,ij=—ji=k, jk=-kj=ieki=—-ik=].

Com isso, pode-se realizar uma complexificagdo dos quaternions de Leonardo apresentando os
quaternions complexo de Leonardo, na qual, le,, le,.1,le,q 2 € ley3 € C, sendo le, = Le, + Leyi,
onde Le, e Le’ sdo quaternions reais e i> = —1. Assim, o conjunto dos quaternions complexo de
Leonardo € representado como:

Definicao 5 O conjunto do biquaternion de Leonardo, com n > 0, é definido por:

CLe, ={le, +lep1i+ e, +le,3k},

sendo ley, ley.1, lepn e leyy € Ce i = j2 =k%=-1.

Definicao 6 O niimero complexo de Leonardo é definido pela equagdo:
(Tie)n = Ley + Leyii 1,17 = le € R.
Assim, considerando o caso em que /e € R™ tem-se os numeros elipticos de Leonardo.
Definicao 7 O niimero eliptico de Leonardo é definido pela equagdo:
(Tie)n = Len + Lepsi 1,17 = le € R™,
(Tle)n+l = 2(Tle)n - (Tle)n—Z’ Vn > 2.
Expandindo essa definicao para os biquaternions elipticos de Leonardo, tem-se:
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Definicao 8 O niimero biquaternion eliptico de Leonardo é definido por:
(Kie)n = OLey + QLepi I, 1> = le € R™,

onde QLe, = Le, + Leyy1i + Lepoj + Ley3k e QLepy) = Lepyy + Lepyoi + Leyy3j + Leyiak sdao
os nimeros quaternions de Leonardo.

Portanto, o biquaternion eliptico de Leonardo (K. ), pode ser escrito da seguinte maneira:
(Kie)n = (Ley + Lepy1 1) + (Lepty + Lenia )i + (Lepsa + Leny3l) j + (Lenss + Lepial)k.
Por outro lado, ainda pode-se reescrever esta equagao da seguinte forma:

(Kle)n = (Tle)n + (Tle)n+li + (Tle)n+2j + (Tle)n+3k-

Proposicao 1 Os niimeros biquaternions elipticos de Leonardo, (Kj.),, com n > 2, satisfaz a
recorréncia (Kle)n+1 = 2([(le)n - (Kle)n—Z-

Demonstracao 1

2(Kie)n — (Kie)n-2 2(Tie)n + 2(Tie)n+1i + 2(Tie)ns2j + 2(Tie)nszk —

[(Tie)n-2 + (Tie)n-1i + (Tie)nj + (Tie)n+1K]

= [2(Tie)n — (Tie)n-2] + [2(T1e)n+1 — (Tie)n-1)i +
[2(Tie)n+2 — (Tie)nl + [2(Tie)n+3 = (Tie)ne1lk

= (Tie)ns1 + (Tie)na2i + (Tie)na3j + (Tre)nsak

= (Kle)n+1-

Sendo (Kie)o = (Tie)o + (Tie)ii + (Tie)2j + (Tie)sk, (Kie)1 = (Tie)r + (Tie)ai + (Tie)sj + (Tre)ak
e (Kie)2 = (Tie)a + (Tye)3i + (Tye)aj + (T1.)sk as condigdes iniciais dos biquaternions elipticos de
Leonardo.

Teorema 1 Para os biquaternions elipticos de Leonardo, o polindmio caracteristico é dado por:
£ -2r7+1=0,

possuindo trés raizes, sendo duas iguais as raizes do polinomio caracteristico da sequéncia de
1+5 1-5
2 2

Fibonacci, t| = tr ety = 1.
Demonstracd@o 2 Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polindmio caracteristico

de Leonardo é dado por:
p(A) = det(Al - Q),

A 00
comdeZoudeC Al =|0 A 0] e, notrabalho de Vieira, Mangueira, Alves e Catarino (2020),
0 0 A
2 10
tem-se a matriz base da sequéncia de Leonardo, dada por: Q =0 0 1}.
-1 00
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A-2 -1 0
Assim, Al —Q =] 0 A -1].
1 0 2
E ainda,
A-2 -1 0
det(Al — Q) = 0 1 —-1|=2-22+1.
1 0 A

Entdo, p(A) =0, tem-se A> —21> + 1 = 0. Logo, > =2t +1 = 0.

Teorema 2 (Funcao Geradora) A funcdo geradora dos biquaternions elipticos de Leonardo, de-
notado por G g,,) (1), é:

[(Kie)o + (Kie) 1](1 = 21) + (Kpe)ot?
1-2t+13

G(Kle)n (t) =

Demonstracdo 3 Para definir a funcdo geradora dos biquaternions elipticos de Leonardo, denotado
por G (g, (1), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia corresponde aos
coeficientes.

G(Kle)n (t) = Z (Kle)ntn
n=0

Fazendo manipulacoes algébricas devido a relacdo de recorréncia podemos escrever essa sequéncia
como:

Gk, (1) = (Kiedg+ (Kie)it + (Kie)ot + ) (Kie),"
n=3

= (Kie)o + (Ki)it + (Kie)ot + D (2(Kie)y = (Kie)yy)t"
n=3

= (Kie)o + (Kio) it + (Kie)ot +2t ) (Kie)yoit"™ =7 ) (Kie)yost"™

n=3 n=3
= (Kie)o + (Ki)it + (Kie)yt + 2t | 3" [(Kie)ot"] = (Kie)o = (Kie)st | =
n=0
3 Z(Kle)nl"
n=0
= (Kie)o + (Kie)it + (Kie)ot = 2(Kie)ot = 2(Kie)y £ +2t ) (Kie)t" =
n=0
3 Z(Kle)nt"
n=0
= (K)o + (Kie) 1t + (K)ot — 2(Kie)ot — 2(Kie) 1* +2tG k), —
3
t G(Kle)n
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Assim, temos:

G (k) (t) = 2tG k) (1) +°G(k,,) (1) (Kie)o + (Kie) 1t + (Kie)at* — 2(Kje)ot —

Z(Kle)1l2

(Kie)o(1 = 20) + (Kie)y#(1 = 21) + (Kie)ot®

[(Kie)o + (Kie)1](1 = 2t) + (K)ot
1-2t+13

Gk, ()(1 =2t +17)

G k), (1)

Teorema 3 (Formula de Binet) Para os biquaternions elipticos de Leonardo a formula de Binet,
comn > 0, é dada por:

(Kie)n = At| + Bty + Ct5.

1+\/§t 1-+5

onde t| = 5k = 3 e t3 = 1 sdo as raizes da equacdo caracteristica (1) e A, B e C os
coeficientes iguais a:
A - (Kie)2 + (=12 = 13) (Kie)1 + 1213(Kie )o
12— tity — 1113 + 1213
g = Kkt (=11~ 13)(Kie)1 + 1113(Kie)o
13 — taty — 111y + 1113
c o= (Kie)2 + (=11 = 12) (Kie)1 + 1112(Kie)o

13+ 11y — 1113 — 113

Demonstracd@o 4 Seguindo a formula geral de Binet, dada por: f(n) = Ax| + Aox) + -+ + Apxy,
em que Ay, Ay, ..., A, sdo coeficientes e X1,X2, . .., X, SAo as raizes do polinomio caracteristico da
sequéncia (WHITFORD, 1977).

Tem-se que a formula de Binet para os biquaternions elipticos de Leonardo, para n > 0, é
representado da seguinte maneira:

(Kie)n = A(t1)" + B(12)" + C(13)"

Assim, tem-se que paran = 0 obtém A + B + C = (K)o, paran = 1 tem Aty + Bty + Ct3 = (Kj)1
e paran = 2 tem At% + Bt% +C t% = (Kj¢)2. Com isso, pode-se construir um sistema de equacoes
lineares da seguinte forma:

A+B+C = (K[e)()
Atl + Bty + Cl3 = (Kle)l
AR} + B3 + Ct3 = (Kpe)2

Resolvendo o sistema linear, pela regra de Cramer, tem-se que os coeficientes encontrados foram:

(Kie)2 + (=12 — 13) (Kje)1 + 1213(Kje )o

A = 2
12 —tity — ti13 + bt

g = (Kieo+ (=11 = 13)(Kie)1 + 1113 (Kie)o
13 — oty — 111y + 1113

c - (Kie)2 + (=11 = 12) (Kie)1 + 1112(Kie )0

l‘% + 11y — 1113 — 113
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Lema 1 Os niimeros inteiros ndo positivos do biquaternion eliptico de Leonardo sdo definidos por:

(Kie)-n = (Le_p+ Le_y1I) + (Le_py1 + Le_p2l)i+ (Le_yy2 + Le_py31)j + (Le_py3 + Le_y 141k,
onde Le_,, =2Le_, 0 — Le_,43.

Demonstracdo 5 De acordo com a defini¢cdo dos biquaternions elipticos de Leonardo,temos que:

(Kie)-n = QLe_n+QLe_ps1l
= Le_,+Le_pi1i+Le_ppj+Le_pizk+Le_y I+ Le_p0li +
Le_p31j+ Le_,4lk
= (Le_y+Le_piil)+ (Le_pp1 + Le_p2l)i+ (Le_pi2+ Le_y31)j +
(Le_py3 + Le_pyal)k

Logo, com base na recorréncia para os termos positivos, podemos definir o comportamento
desses elementos para o conjunto dos nimeros inteiros nao positivos.

Definicao 9 A recorréncia para os termos inteiros ndo positivos dos niimeros biquaternions elipticos
de Leonardo, paran > 3, é definido por:

(Kle)—n = 2(I<le)—n+2 - (Kle)—n+3

3 A forma matricial do biquaternion eliptico de Leonardo

Inicialmente, nesta secdo, iremos utilizar o trabalho de Ozen e Tosun (2018c¢), a qual os

y
t

Em Ozen e Tosun (2018c), os autores mostram que este conjunto de matrizes pode ser represen-
tado de uma forma diferente que € usada para definir o isomorfismo necessario, como podemos ver
no Lema a seguir:

. . . X
autores consideram o conjunto de matrizes M>(C,) = {[Z ] :x,y,2,1 €Cpp.

Lema 2 O conjunto de matrizes elipticas 2 X 2 pode ser representado como:

Xo+—=IX;, —-X,—-—LIX
0 \/m 1 2 \/|[7_| 3
X, — ——=IX; Xo- —=1IX,

Vil Vil

21+l zo+7220y
z3+z3]  z4+74l |
e 74 sdao numeros reais. Entdo, pode-se escrever

(xo— |p|x,1)+l(x;)+x—1 (—x2+\/|p|x;)+l(—x’2—x—3)
A= Pl Pl ?)

(xﬁ«/l?l%)”(%‘% (xo+\/Wx’l)+1(x'o—\/)%)

My(C,) = X;=xi+x,1€Cp0<i<3t. (1)

Demonstracdo 6 Seja A = uma matriz eliptica arbitraria2x2, aqual 71,72, 23

tal que,

Z1+24 + Z1+24 vlpl(H—a) ’ 24— 21
X0=—F7— = X1 = 3 s Xy =

Xo = = eR
2 02 24l
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B3-22 + 2322 ViPl(z2+23) + z20+2z3
Xy = Xy = X3 =, Xy = R.

Xy = ——— €
2 2 3 2417

Assim, pode ser facilmente visto que a matriz eliptica arbitraria 2 X 2 em (2) é igual a matriz

Xo+ —=IX; -X, - —=IX
0 \/|1PT| 1 2 \l/m 3
X ——=IX; Xo-——IX; |’
2 Il 3 0 \/m 1
onde X; = x; + xl'.I € C,,0 < i < 3. Por outro lado, é claro que a matriz dada em (1) é uma matriz
eliptica 2 x 2.

Levando em consideracdo a funcdo
o : H Cp — Mz

1 1
O-(Q) _ Ag + \/FIAI A> \{HIA3
Ay — —=IA3; Ag— —IA;
Viel Viel
A funcdo o satisfaz as propriedades 0 (Q + R) = 0(Q) + 0(R) e 0 (QR) = 0(Q)c(R), onde Q e
R sao dois biquaternions elipticos quaisquer. Assim, podemos afirmar que também é uma bijecdo.
Portanto, o é um isomorfismo linear.

3)

Baseado no que foi visto anteriormente, consideremos esse isomorfismo ao conjunto de biqua-
ternions elipticos de Leonardo. Assim, temos:
o' = (Kie)p — M
Tie)n + ——=I(T, ~(Tie)nsr — ——=1(T,
( le)n \/m ( le)n+l ( le)n+2 m ( le)n+3

’

" (Ko,
( le) (Tle)n+2 - \/ﬁl(ne)n+3 (Tle)n - \/ﬁl(’rle)nﬂ

em que (Kie)n = (Tie)n + (T1e)ns1i + (T1e)ns2j + (Tie)nizk. Com isso, a partir das defini¢des:
(Tie)p = Le, + ILe,yy e 17 = le = —|le] = —/|le|+/|le], podemos definir a matriz eliptica de
Leonardo.

Definicao 10 A forma matricial 2 X 2 dos biquaternions elipticos de Leonardo (K;.), é dada por:
0" ((Kie)n) =
(Len — lle|Lens2) + ILensr (1 + \ﬁ) (—Lensa + lle|Lensa) — ILens (1 + ﬁ)
(Lensz + lle|Lensa) + ILey3(1 — \ﬁ) (Ley +y/lle|Lensn) + ILepsr (1 - ﬁ) '

Por outro lado, no trabalho de Ozen e Tosun (2018b), & definido uma funcéo do espaco biquatérnio
eliptico HC), para o espago de matriz M como podemos ver a seguir:

Yy : HC,->M
0 — v(Q)
Xo X1 -Xo —-X3
X, Xo -X3 X
X Xz Xo —Xi

X3 =X2 X1 Xo
A qual a funcdo é uma bijecdo e compreende as seguintes propriedades:

Y(QR) = y(Q)y(R)
Y(@+R) = y(Q)+y(R)

MANGUEIRA, M. C. S.; ALVES, F. R. V.; CATARINO, P. M. M. C. Os biquaternions elipticos de Leonardo. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista

de Matematica, Bauru, v. 21, p. 130-139, dez. 2021.

DOI: 10.21167/cqdvol21202123169664mcsmfrvapmmcc130139  Disponivel em: www. fc.unesp.br/departamentos/matematica/revista-cqd
137

onde M = 1 Xo, X1, X0, X3 € Cp




" of
=
=)

onde Q e R sdo biquaternions elipticos quaisquer. Portanto, € um isomorfismo linear.
Por outro lado, utilizando do mesmo principio acima e com base em Ozen e Tosun (2021), se
este isomorfismo € restrito ao conjunto de biquaternions elipticos de Leonardo, podemos dizer que:

'}’* L= (Kle)n — M

(Tle)n _(Tle)n+1 _(Tle)n+2 _(Tle)n+3
(Tle)n+l (Tle)n _(Tle)n+3 (Tle)n+2
(Tle)n+2 (Tle)n+3 (Tle)n _(Tle)n+1
(Tle)n+3 _(Tle)n+2 (Tle)n+1 (Tle)n

(Kie)n — ¥ ((Kie)n)

Logo, para (Kie)n = (Tie)n + (Tie)n+1i + (Tie)n+aJ + (Tie)n+3k. Com isso, a partir das defini¢des:
(Tie)p = Le, + ILe,yy e 17 = le = —|le] = —/|le|+/|le], podemos definir a matriz eliptica de
Leonardo.

Definicao 11 A forma matricial 4 X 4 dos biquaternions elipticos de Leonardo (K;.), é dada por:

Y (Kie)n) =
Le, +ILeyy —Lepyy —ILeyyy —Lepin — ILen+3 _Len+3 —ILepq
Le, .1 +1Le, o Le,, + 1Le, —Leyy3—1Leys Leyp+1Le,s
Leyo+1Le,.3 Leyz+1Leyq Le, +1Le, —Leyy —ILe, ol

Ley.s+1Le,qs —Leyy—1Ley,s Ley +1Le, 0 Le, +1Le,.

4 Conclusao

Nesta pesquisa foram analisados e discutidos o novo conjunto numérico dos biquaternions
elipticos, onde foram introduzidos os biquaternions elipticos de Leonardo, abordando sua definicao,
equacao caracteristica, func¢do geradora, formula de Binet e a sua extensao para indices nio positivos.
Pode-se afirmar que os biquaternions elipticos de Leonardo € uma forma generalizada dos quaternions
complexos de Leonardo, ambos definidos primordialmente neste trabalho.

Para trabalhos futuros, pode-se definir os biquaternions elipticos de outras sequéncias lineares
recorrentes e encontrar uma aplicabilidade utilizando as defini¢des abordadas, bem como sua forma
matricial.
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