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Resumo
Este trabalho mostra um processo evolutivo matemático da
sequência de Leonardo, assim é apresentado os números biqua-
ternions elípticos de Leonardo. Estes números foram desenvol-
vidos a partir do conjunto dos números complexos, quaternions
e dos biquaternions elípticos. Portanto, são apresentados de-
finições e propriedades em torno desses números, tais quais:
sua recorrência, equação característica, fórmula de Binet, fun-
ção geradora, forma matricial e, também, sua extensão para os
números inteiros não positivos.
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Números de Leonardo. Quaternions.

Abstract
This work shows a mathematical evolutionary process of Le-
onardo’s sequence, in wich Leonardo’s elliptical biquaternion
numbers are presented. These numbers were developed from
the set of complex numbers, quaternions and elliptical biqua-
ternions. Therefore, definitions and properties involving these
numbers are presented, such as: its recurrence, characteristic
equation, Binet formula, generating function, matrix form and,
also, its extension for non-positive integers.
Keywords: Elliptical biquaternions. Matrix form. Leonardo
numbers. Quaternions.
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1 Introdução
Os números de Leonardo !4=, = ∈ N, fazem parte de uma sequência linear e recorrente, a qual

vem sendo estudada e explorada recentemente pelos autores Alves e Vieira (2020), Shannon (2019),
Vieira, Alves e Catarino (2019) e Vieira, Mangueira, Alves e Catarino (2020). No trabalho Catarino
e Borges (2020), ressalta-se que esta sequência possui uma realação com a sequência de Fibonacci
e percebe-se grande similiariedade entre as sequências. Com isso, temos que a sua recorrência é
definida pela fórmula abaixo:

!4= = !4=−1 + !4=−2 + 1, = ≥ 2,

com !40 = !41 = 1.
Reescrevendo essa recorrência para = + 1 obtêm !4=+1 = !4= + !4=−1 + 1. E ainda, subtraindo
!4= − !4=+1 encontra-se uma outra relação de recorrência para esta sequência:

!4= − !4=+1 = !4=−1 + !4=−2 + 1 − !4= − !4=−1 − 1,

!4=+1 = 2!4= − !4=−2,

onde !40 = !41 = 1 e !42 = 3 são as condições iniciais.
Temos ainda que a sua equação característica é dada por G3 − 2G2 + 1 = 0, existindo três raízes

reais G1 =
1 +
√
5

2
, G2 =

1 −
√
5

2
e G3 = 1. Sendo G1 e G2 iguais as raízes da equação característica da

sequência de Fibonacci.
Por outro lado, Oliveira (2018) apresenta um quaternion como uma extensão dos números

complexos desenvolvidos em 1843 pelo matemático irlandêsWilliam Rowan Hamilton (1805-1865),
para quais existem duas estruturas quaterniônicas: a primeira é os quaternions em R, possuindo
componentes reais e a segunda é os biquaternions ou quaternions complexos em C, possuindo
componentes complexas.

Definição 1 O conjunto de quaternions reais & é apresentado por:

& : {@0 + @18 + @2 9 + @3: : @0, @1, @2, @3 ∈ R}

onde satisfazem as igualdades: 82 = 92 = :2 = −1, 8 9 = − 98 = : , 9 : = −: 9 = 8 e :8 = −8: = 9 .

Definição 2 O conjunto de quaternions complexos (biquaternions) é apresentado por:

� : {60 + 618 + 62 9 + 63: : 60, 61, 62, 63 ∈ C},

onde satisfazem as igualdades: 82 = 92 = :2 = −1, 8 9 = − 98 = : , 9 : = −: 9 = 8 e :8 = −8: = 9 .

Como consequência, um biquaternion complexo também pode ser apresentado na forma:

� =
{
@0 + @18, 82 = −1, @0, @1 ∈ &

}
.

Assim, Özen e Tosun (2018a) introduziram o conjunto de biquaternions elípticos que abragem os
conjuntos dos quaternions complexos e reais. O conjunto de biquaternions elípticos é apresentado
na forma cartesiana, como a seguir:
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Definição 3 O conjunto de biquaternions elípticos é definido por:

�C? : {�0 + �18 + �2 9 + �3: : �0; �1; �2; �3 ∈ C?},

onde C? : {G + �H : G, H ∈ R, �2 = ?, ? ∈ R−} é o conjunto dos números elípticos. Consideramos o
caso ? ∈ R− como os números elípticos de Leonardo.

A partir da sua definição é possível realizar operações com números biquaternions elípticos. E
ainda, em Özen e Tosun (2018a) é apresentado três tipos de conjugado: Hamiltoniano, complexo e
o total, tem-se ainda o produto interno e a semi-norma desses números.

Com isso, neste trabalho, apresentaremos o Biquaternion Elíptico de Leonardo, como sendo
uma forma generalizada dos quaternions complexos de Leonardo, com o intuito de explorar algumas
propriedades e apresentar um novo conjunto numérico.

2 Biquaternion elíptico de Leonardo e suas propriedades
Nesta seção será abordado o Biquaternions Elíptico de Leonardo, para isso primeiramente

apresentaremos como se comporta os números quaternions e biquaternions de Leonardo. Assim,
tem-se:

Definição 4 O quaternion de Leonardo, com = ≥ 0, é definido pela equação:

&!4= = !4= + !4=+18 + !4=+2 9 + !4=+3:,

sendo 82 = 92 = :2 = −1, 8 9 = − 98 = : , 9 : = −: 9 = 8 e :8 = −8: = 9 .

Com isso, pode-se realizar uma complexificação dos quaternions de Leonardo apresentando os
quaternions complexo de Leonardo, na qual, ;4=, ;4=+1, ;4=+2 e ;4=+3 ∈ C, sendo ;4= = !4= + !4∗=8,
onde !4= e !4∗= são quaternions reais e 82 = −1. Assim, o conjunto dos quaternions complexo de
Leonardo é representado como:

Definição 5 O conjunto do biquaternion de Leonardo, com = ≥ 0, é definido por:

�!4= = {;4= + ;4=+18 + ;4=+2 9 + ;4=+3:},

sendo ;4=, ;4=+1, ;4=+2 e ;4=+3 ∈ C e 82 = 92 = :2 = −1.

Definição 6 O número complexo de Leonardo é definido pela equação:

();4)= = !4= + !4=+1�, �2 = ;4 ∈ R.

Assim, considerando o caso em que ;4 ∈ R− tem-se os números elípticos de Leonardo.

Definição 7 O número elíptico de Leonardo é definido pela equação:

();4)= = !4= + !4=+1�, �2 = ;4 ∈ R−,

();4)=+1 = 2();4)= − ();4)=−2, ∀= ≥ 2.

Expandindo essa definição para os biquaternions elípticos de Leonardo, tem-se:
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Definição 8 O número biquaternion elíptico de Leonardo é definido por:

( ;4)= = &!4= +&!4=+1�, �2 = ;4 ∈ R−,

onde &!4= = !4= + !4=+18 + !4=+2 9 + !4=+3: e &!4=+1 = !4=+1 + !4=+28 + !4=+3 9 + !4=+4: são
os números quaternions de Leonardo.

Portanto, o biquaternion elíptico de Leonardo ( ;4)= pode ser escrito da seguinte maneira:

( ;4)= = (!4= + !4=+1�) + (!4=+1 + !4=+2�)8 + (!4=+2 + !4=+3�) 9 + (!4=+3 + !4=+4�):.

Por outro lado, ainda pode-se reescrever esta equação da seguinte forma:

( ;4)= = ();4)= + ();4)=+18 + ();4)=+2 9 + ();4)=+3:.

Proposição 1 Os números biquaternions eliptícos de Leonardo, ( ;4)=, com = ≥ 2, satisfaz a
recorrência ( ;4)=+1 = 2( ;4)= − ( ;4)=−2.

Demonstração 1

2( ;4)= − ( ;4)=−2 = 2();4)= + 2();4)=+18 + 2();4)=+2 9 + 2();4)=+3: −
[();4)=−2 + ();4)=−18 + ();4)= 9 + ();4)=+1:]

= [2();4)= − ();4)=−2] + [2();4)=+1 − ();4)=−1]8 +
[2();4)=+2 − ();4)=] 9 + [2();4)=+3 − ();4)=+1]:

= ();4)=+1 + ();4)=+28 + ();4)=+3 9 + ();4)=+4:
= ( ;4)=+1.

Sendo ( ;4)0 = ();4)0 + ();4)18 + ();4)2 9 + ();4)3: , ( ;4)1 = ();4)1 + ();4)28 + ();4)3 9 + ();4)4:
e ( ;4)2 = ();4)2 + ();4)38 + ();4)4 9 + ();4)5: as condições iniciais dos biquaternions eliptícos de
Leonardo.

Teorema 1 Para os biquaternions elípticos de Leonardo, o polinômio característico é dado por:

C3 − 2C2 + 1 = 0,

possuindo três raízes, sendo duas iguais as raízes do polinômio característico da sequência de

Fibonacci, C1 =
1 +
√
5

2
, C2 =

1 −
√
5

2
e C3 = 1.

Demonstração 2 Com base no Teorema de Cayley-Hamilton, tem-se que o polinômio característico
de Leonardo é dado por:

?(_) = 34C (_� −&),

com _ ∈ Z ou _ ∈ C, _� =

_ 0 0
0 _ 0
0 0 _

 e, no trabalho de Vieira, Mangueira, Alves e Catarino (2020),

tem-se a matriz base da sequência de Leonardo, dada por: & =


2 1 0
0 0 1
−1 0 0

 .
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Assim, _� −& =


_ − 2 −1 0
0 _ −1
1 0 _

 .
E ainda,

34C (_� −&) =

������ _ − 2 −1 0
0 _ −1
1 0 _

������ = _2 − 2_2 + 1.
Então, ?(_) = 0, tem-se _2 − 2_2 + 1 = 0. Logo, C3 − 2C2 + 1 = 0.

Teorema 2 (Função Geradora) A função geradora dos biquaternions elípticos de Leonardo, de-
notado por � ( ;4)= (C), é:

� ( ;4)= (C) =
[( ;4)0 + ( ;4)1C] (1 − 2C) + ( ;4)2C2

1 − 2C + C3

Demonstração 3 Para definir a função geradora dos biquaternions elípticos de Leonardo, denotado
por � ( ;4)= (C), vamos escrever uma sequência em que cada termo da sequência corresponde aos
coeficientes.

� ( ;4)= (C) =
∞∑
==0
( ;4)=C=

Fazendo manipulações algébricas devido a relação de recorrência podemos escrever essa sequência
como:

� ( ;4)= (C) = ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 +
∞∑
==3
( ;4)=C=

= ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 +
∞∑
==3
(2( ;4)=−1 − ( ;4)=−3)C=

= ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 + 2C
∞∑
==3
( ;4)=−1C=−1 − C3

∞∑
==3
( ;4)=−3C=−3

= ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 + 2C
( ∞∑
==0
[( ;4)=C=] − ( ;4)0 − ( ;4)1C

)
−

C3
∞∑
==0
( ;4)=C=

= ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 − 2( ;4)0C − 2( ;4)1C2 + 2C
∞∑
==0
( ;4)=C= −

C3
∞∑
==0
( ;4)=C=

= ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 − 2( ;4)0C − 2( ;4)1C2 + 2C� ( ;4)= −
C3� ( ;4)=
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Assim, temos:

� ( ;4)= (C) − 2C� ( ;4)= (C) + C
3� ( ;4)= (C) = ( ;4)0 + ( ;4)1C + ( ;4)2C2 − 2( ;4)0C −

2( ;4)1C2

� ( ;4)= (C) (1 − 2C + C
3) = ( ;4)0(1 − 2C) + ( ;4)1C (1 − 2C) + ( ;4)2C2

� ( ;4)= (C) =
[( ;4)0 + ( ;4)1C] (1 − 2C) + ( ;4)2C2

1 − 2C + C3

Teorema 3 (Fórmula de Binet) Para os biquaternions elípticos de Leonardo a fórmula de Binet,
com = ≥ 0, é dada por:

( ;4)= = �C=1 + �C
=
2 + �C

=
3 .

onde C1 =
1 +
√
5

2
, C2 =

1 −
√
5

2
e C3 = 1 são as raízes da equação característica (1) e �, � e � os

coeficientes iguais a:

� =
( ;4)2 + (−C2 − C3) ( ;4)1 + C2C3( ;4)0

C21 − C1C2 − C1C3 + C2C3

� =
( ;4)2 + (−C1 − C3) ( ;4)1 + C1C3( ;4)0

C22 − C2C3 − C1C2 + C1C3

� =
( ;4)2 + (−C1 − C2) ( ;4)1 + C1C2( ;4)0

C23 + C1C2 − C1C3 − C2C3

Demonstração 4 Seguindo a fórmula geral de Binet, dada por: 5 (=) = �1G
=
1 + �2G

=
2 + · · · + �AG

=
A ,

em que �1, �2, . . . , �A são coeficientes e G1, G2, . . . , GA são as raízes do polinômio característico da
sequência (WHITFORD, 1977).

Tem-se que a fórmula de Binet para os biquaternions elípticos de Leonardo, para = ≥ 0, é
representado da seguinte maneira:

( ;4)= = �(C1)= + �(C2)= + � (C3)=

Assim, tem-se que para = = 0 obtêm � + � + � = ( ;4)0, para = = 1 tem �C1 + �C2 + �C3 = ( ;4)1
e para = = 2 tem �C21 + �C

2
2 + �C

2
3 = ( ;4)2. Com isso, pode-se construir um sistema de equações

lineares da seguinte forma: 
� + � + � = ( ;4)0

�C1 + �C2 + �C3 = ( ;4)1
�C21 + �C

2
2 + �C

2
3 = ( ;4)2

Resolvendo o sistema linear, pela regra de Cramer, tem-se que os coeficientes encontrados foram:

� =
( ;4)2 + (−C2 − C3) ( ;4)1 + C2C3( ;4)0

C21 − C1C2 − C1C3 + C2C3

� =
( ;4)2 + (−C1 − C3) ( ;4)1 + C1C3( ;4)0

C22 − C2C3 − C1C2 + C1C3

� =
( ;4)2 + (−C1 − C2) ( ;4)1 + C1C2( ;4)0

C23 + C1C2 − C1C3 − C2C3
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Lema 1 Os números inteiros não positivos do biquaternion elíptico de Leonardo são definidos por:

( ;4)−= = (!4−= + !4−=+1�) + (!4−=+1 + !4−=+2�)8 + (!4−=+2 + !4−=+3�) 9 + (!4−=+3 + !4−=+4�):,
onde !4−= = 2!4−=+2 − !4−=+3.

Demonstração 5 De acordo com a definição dos biquaternions elípticos de Leonardo,temos que:

( ;4)−= = &!4−= +&!4−=+1�
= !4−= + !4−=+18 + !4−=+2 9 + !4−=+3: + !4−=+1� + !4−=+2�8 +

!4−=+3� 9 + !4−=+4�:
= (!4−= + !4−=+1�) + (!4−=+1 + !4−=+2�)8 + (!4−=+2 + !4−=+3�) 9 +
(!4−=+3 + !4−=+4�):

Logo, com base na recorrência para os termos positivos, podemos definir o comportamento
desses elementos para o conjunto dos números inteiros não positivos.

Definição 9 A recorrência para os termos inteiros não positivos dos números biquaternions elípticos
de Leonardo, para = ≥ 3, é definido por:

( ;4)−= = 2( ;4)−=+2 − ( ;4)−=+3

3 A forma matricial do biquaternion elíptico de Leonardo
Inicialmente, nesta seção, iremos utilizar o trabalho de Özen e Tosun (2018c), a qual os

autores consideram o conjunto de matrizes "2(C?) =
{[
G H

I C

]
: G, H, I, C ∈ C?

}
.

Em Özen e Tosun (2018c), os autores mostram que este conjunto de matrizes pode ser represen-
tado de uma forma diferente que é usada para definir o isomorfismo necessário, como podemos ver
no Lema a seguir:

Lema 2 O conjunto de matrizes elípticas 2 × 2 pode ser representado como:

"2(C?) =


-0 + 1√

|? |
�-1 −-2 − 1√

|? |
�-3

-2 − 1√
|? |
�-3 -0 − 1√

|? |
�-1

 : -8 = G8 + G
′
8 � ∈ C?, 0 ≤ 8 ≤ 3

 . (1)

Demonstração 6 Seja � =

[
I1 + I1� I2 + I2�H
I3 + I3� I4 + I4�

]
umamatriz elíptica arbitrária 2×2, a qual I1, I2, I3

e I4 são números reais. Então, pode-se escrever

� =


(
G0 −

√
|? |G′1

)
+ �

(
G
′
0 +

G1√
|? |

) (
−G2 +

√
|? |G′3

)
+ �

(
−G′2 −

G3√
|? |

)
(
G2 +

√
|? |G′3

)
+ �

(
G
′
2 −

G3√
|? |

) (
G0 +

√
|? |G′1

)
+ �

(
G
′
0 −

G1√
|? |

)

, (2)

tal que,

G0 =
I1 + I4
2

, G
′

0 =
I1 + I4
2

, G1 =

√
|? | (I1 − I4)
2

, G
′

1 =
I4 − I1
2
√
|? |
∈ R
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G2 =
I3 − I2
2

, G
′

3 =
I3 − I2
2

, G3 = −
√
|? | (I2 + I3)
2

, G
′

3 =
I2 + I3
2
√
|? |
∈ R.

Assim, pode ser facilmente visto que a matriz elíptica arbitrária 2 × 2 em (2) é igual à matriz
-0 + 1√

|? |
�-1 −-2 − 1√

|? |
�-3

-2 − 1√
|? |
�-3 -0 − 1√

|? |
�-1

 , (3)

onde -8 = G8 + G
′
8
� ∈ C?, 0 ≤ 8 ≤ 3. Por outro lado, é claro que a matriz dada em (1) é uma matriz

elíptica 2 × 2.
Levando em consideração a função

f : �C? −→ "2

f(&) =


�0 + 1√

|? |
� �1 −�2 − 1√

|? |
� �3

�2 − 1√
|? |
� �3 �0 − 1√

|? |
� �1

 .
A função f satisfaz as propriedades f(& + ') = f(&) + f(') e f(&') = f(&)f('), onde & e
' são dois biquaternions elípticos quaisquer. Assim, podemos afirmar que também é uma bĳeção.
Portanto, f é um isomorfismo linear.

Baseado no que foi visto anteriormente, consideremos esse isomorfismo ao conjunto de biqua-
ternions elípticos de Leonardo. Assim, temos:

f∗ = ( ;4)= −→ "2

f∗( ;4)= =


();4)= + 1√

|;4 |
� ();4)=+1 −();4)=+2 − 1√

|;4 |
� ();4)=+3

();4)=+2 − 1√
|;4 |
� ();4)=+3 ();4)= − 1√

|;4 |
� ();4)=+1

 ,
em que ( ;4)= = ();4)= + ();4)=+18 + ();4)=+2 9 + ();4)=+3: . Com isso, a partir das definições:
();4)= = !4= + �!4=+1 e �2 = ;4 = −|;4 | = −

√
|;4 |

√
|;4 |, podemos definir a matriz elíptica de

Leonardo.
Definição 10 A forma matricial 2 × 2 dos biquaternions elípticos de Leonardo ( ;4), é dada por:

f∗(( ;4)=) =
(!4= −

√
|;4 |!4=+2) + �!4=+1(1 + 1√

|;4 |
) (−!4=+2 +

√
|;4 |!4=+4) − �!4=+3(1 + 1√

|;4 |
)

(!4=+2 +
√
|;4 |!4=+4) + �!4=+3(1 − 1√

|;4 |
) (!4= +

√
|;4 |!4=+2) + �!4=+1(1 − 1√

|;4 |
)

 .
Por outro lado, no trabalho deÖzen e Tosun (2018b), é definido uma função do espaço biquatérnio

elíptico ��? para o espaço de matriz " como podemos ver a seguir:

W : ��? → "

& → W(&)

onde " =



-0 −-1 −-2 −-3
-1 -0 −-3 -2
-2 -3 -0 −-1
-3 −-2 -1 -0

 : -0, -1, -2, -3 ∈ C?


A qual a função é uma bĳeção e compreende as seguintes propriedades:

W(&') = W(&)W(')
W(& + ') = W(&) + W(')
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onde & e ' são biquaternions elípticos quaisquer. Portanto, é um isomorfismo linear.
Por outro lado, utilizando do mesmo princípio acima e com base em Özen e Tosun (2021), se

este isomorfismo é restrito ao conjunto de biquaternions elípticos de Leonardo, podemos dizer que:

W∗ : = ( ;4)= −→ "

( ;4)= −→ W∗(( ;4)=) =


();4)= −();4)=+1 −();4)=+2 −();4)=+3
();4)=+1 ();4)= −();4)=+3 ();4)=+2
();4)=+2 ();4)=+3 ();4)= −();4)=+1
();4)=+3 −();4)=+2 ();4)=+1 ();4)=

 .
Logo, para ( ;4)= = ();4)= + ();4)=+18 + ();4)=+2 9 + ();4)=+3: . Com isso, a partir das definições:

();4)= = !4= + �!4=+1 e �2 = ;4 = −|;4 | = −
√
|;4 |

√
|;4 |, podemos definir a matriz elíptica de

Leonardo.

Definição 11 A forma matricial 4 × 4 dos biquaternions elípticos de Leonardo ( ;4), é dada por:

W∗(( ;4)=) =
!4= + �!4=+1 −!4=+1 − �!4=+2 −!4=+2 − �!4=+3 −!4=+3 − �!4=+4
!4=+1 + �!4=+2 !4= + �!4=+1 −!4=+3 − �!4=+4 !4=+2 + �!4=+3
!4=+2 + �!4=+3 !4=+3 + �!4=+4 !4= + �!4=+1 −!4=+1 − �!4=+2
!4=+3 + �!4=+4 −!4=+2 − �!4=+3 !4=+1 + �!4=+2 !4= + �!4=+1

 .
4 Conclusão

Nesta pesquisa foram analisados e discutidos o novo conjunto numérico dos biquaternions
elípticos, onde foram introduzidos os biquaternions elípticos de Leonardo, abordando sua definição,
equação característica, função geradora, fórmula de Binet e a sua extensão para índices não positivos.
Pode-se afirmar que os biquaternions elípticos deLeonardo é uma formageneralizada dos quaternions
complexos de Leonardo, ambos definidos primordialmente neste trabalho.

Para trabalhos futuros, pode-se definir os biquaternions elípticos de outras sequências lineares
recorrentes e encontrar uma aplicabilidade utilizando as definições abordadas, bem como sua forma
matricial.
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