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A generalizacao da sequéncia de Padovan-Perrin

The generalization of the Padovan-Perrin sequence

Resumo

O trabalho retrata um estudo referente a sequéncia mista, unindo
caracteristicas matematicas da sequéncia de Padovan e Perrin,
denominada de sequéncia de Padovan-Perrin. Esses nimeros
representam uma sequéncia recorrente linear de terceira ordem,
definindo nesta pesquisa a sua recorréncia € outros aspectos
matematicos. Esse trabalho contém um estudo em relagcdo a
sua equacgdo caracteristica, férmula de Binet, fun¢do geradora
e forma matricial desses numeros, realizando assim uma inves-
tigacao e aprofundamento matemaéticos em torno do assunto de
sequéncias numéricas. Para trabalhos futuros, busca-se uma
aplicacao desse estudo em outras dreas, tais como ensino e in-
formadtica, podendo assim ocorrer uma ligacdo desse assunto,
gerando uma melhor compreensdo do conteido matemético
abordado, sem perder o seu rigor.

Palavras-chave: Sequéncia mista. Sequéncia de Padovan.
Sequéncia de Perrin.Sequéncia de Padovan-Perrin.

Abstract

The work portrays a study regarding the mixed sequence, joi-
ning mathematical characteristics of the Padovan and Perrin
sequence, called the Padovan-Perrin sequence. These num-
bers represent a third-order linear recurring sequence, defining
in this research its recurrence and other mathematical aspects.
This work contains a study in relation to its characteristic equa-
tion, Binet’s formula, generating function and matrix form of
these numbers, thus carrying out a mathematical investigation
and deepening around the subject of numerical sequences. For
future work, an application of this study in other areas is sought,
such as teaching and information technology, so that this sub-
ject may be linked, generating a better understanding of the
mathematical content covered, without losing its rigor.
Keywords: Mixed sequence. Padovan sequence. Perrin’s
Sequence. Padovan-Perrin sequence.
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1 Introducao

Os nimeros de Padovan, denominados de Pa, e os numeros de Perrin, denominados de Pe,,,
sdo sequéncias lineares e recorrentes de terceira ordem [1]. A sequéncia de Padovan, possui a sua
férmula de recorréncia, dada por:

Pa, = Pa,_, + Pa,_3,n > 3,Pay = Pa; = Pa; = 1.

Esses niimeros possuem esse nome em homenagem ao arquiteto italiano Richard Padovan (1945-
), apos realizar estudos referentes ao trabalho do arquiteto Hans van der Laan (1904-1991), criando
assim a sequéncia de Padovan [2,3].

J4& os numeros de Perrin, foram criados pelo engenheiro francés Olivier Raoul Perrin (1841-
1910), possuindo algumas relagdes matematicas similares aos nimeros de Padovan [4]. De modo
similar como acontece com a sequéncia de Fibonacci e Lucas, em que possuem a mesma relacao
de recorréncia, sendo essa dada por F,, = F,_; + Fj,_p,n > 2. Assim, observa-se diferenca nos
valores iniciais entre essas duas sequéncias, onde a sequéncia de Fibonacci possui os seus termos
iniciais iguais a Fp = F| = 1 e Lucas possui os seus valores iniciais Ly = 2, L; = 1 [5,6]. Desse
modo, tem-se a sequéncia de Padovan e Perrin, onde apresenta uma alteracdo dos valores iniciais,
carregando propriedades matemdticas oriundas dos nimeros de Padovan.

A sequéncia de Perrin, possui a sua recorréncia dada por:

Pe, = Pe,_» + Pe,,_3,n > 3, Peg =3, Pe; =0, Pep, = 2.

Assim, percebe-se semelhangas entre esses dois nimeros, permitindo observar a diferenca em
relac@o aos valores iniciais dessas sequéncias apresentadas. Tao logo, o polindmio caracteristico de
ambas sio representados por: x> —x — 1 = 0 [2], possuindo como solucdes duas raizes complexas
e uma raiz real. Alguns outros aspectos matemdticos, podem ser estudados em outros trabalhos,
tratando da sua respectiva forma matricial, formula de Binet, func¢ao geradora e entre outros aspectos
[7.8].

Ademais, € introduzida a sequéncia de Padovan-Perrin, com base no trabalho [5], estudando
alguns teoremas matematicos, defini¢des e algumas identidades envolvendo caracteristicas matema-
ticas referente a essa nova sequéncia apresentada neste trabalho. Por fim, apresenta-se a extensdo da
sequéncia, generalizando-a para os nimeros inteiros, obtendo determinados teoremas.

O trabalho € uma generalizacao das sequéncias de Padovan e Perrin, baseados na referéncia [5],
onde € estabelecida uma generalizagdao das sequéncias de Fibonacci e Lucas. Em [5], fica claro
que, variando os valores de a e b, tem-se a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia De Lucas como
casos particulares. Na generalizacdo apresentada neste artigo, se a, b € ¢ sdo inteiros, nenhuma das
sequéncias, nem a Padovan nem a Perrin, sdo obtidas como casos particulares.

2 A sequéncia de Padovan-Perrin

A sequéncia de Padovan-Perrin, € uma sequéncia de terceira ordem, linear e recorrente, em que
carrega consigo caracteristicas matemdticas oriundas dos niimeros de Padovan e Perrin.

Definicdo 1. A sequéncia recorrente {S,},

Sn=S8Sn—2+Sp-3,n 23,5 =3a,51 =1,8, =20,
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com a e b sendo nimeros inteiros, ¢ chamada de sequéncia de Padovan-Perrin.
Dessa forma, tém-se os primeiros termos dessa sequéncia, como sendo:

So=3a,

S =1,

Sy, =2b,
S3:3a+1,
S4=2b+1,
Ss=3a+2b+1,

Se=3a+2b+2,

S7=3a+4b+2,
Sg =6a+4b + 3,
59:6a+6b+4,

S10 =9a+8b +5.
Definicao 2. O polinomio caracteristico da sequéncia Padovan-Perrin é dada por:
P-1-1=0

As raizes desse polindmio de terceiro grau sdo:

23—3 ~ -0, 662359 + 0, 562281,

A2

23—3 ~ -0, 662359 - 0, 56228,

&
W
|

sendo portanto uma delas um ndmero real e as outras duas nimeros complexos ndo reais. A raiz
real € conhecida como niimero plastico [10].

Teorema 3. A formula de Binet de Padovan-Perrin é dada por:
_ n n n
Sy = At] + Bty + Cty
onden € Z, t1, 1t e t3 sdo as raizes do polinomio caracteristico e os coeficientes sao dados por:

_ 3atitrts —tr) —t3+2b _ 3atitrty —t; —t3+2b . 3atitrts —t; —tr +2b
(t1 =) (t1 —13) (ta—t)(ta—13) (13 = 11)(13 — 12)

Demonstracdo. De forma a realizar a demonstracdo de uma forma mais diferenciada do que as
demais existentes em determinados estudos referentes a demonstragdo da féormula de Binet, tem-se
a utilizacdo do método de BenTaher-Rachidi [11].
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Dessa forma, tem-se a sua respectiva forma polinomial p(1) = 23 — 1 — 1. A derivada é entdo
calculada, resultando em p’(1) = 34% — 1. Portanto, de acordo com o método e os coeficientes

de sequéncia, tem-se que: Ag = axSo+ a1S1+apS2 =3a+1, Ay = axS1+a1852 =2b+1e
A2 = a2S2 =2b.
Assim na férmula, veja [11]:
r r—1
1 Ap
’ i 1 1
i=1 p (/ll) p:() l[.)+

paran >r,onde A, =a,_1V, +---+a,V,_i.
E possivel obter:

. Ao AL A ) ] Ao A A ] Ao A A
" e\ apT | iy (g ATt e | AT |

Realizando a substituicdo dos valores calculados anteriormente e utilizando relagdes de Girard
itz =1ty +t+13 =0e t1tr + 1113 + 1213 = —1, tem-se que:

1 3 1 2b+1 2b 1 3 1 2b+1 2b
Sn =5 ( ar ;- +—3)(t1)"+ 5 ( ar . ; +—3)(t2)"
37— 1 t 1 tl 3t5 — 4] [ t
N 1 3a+1+2b+1+2b (13)"
3-17\ n 2 A
3ar? + ) +2bt) + 1) +2b 3at? +t) +2bty + tr +2b 3at? +t3 + 2bt3 + 13 + 2b
=( A A )(n)"+( CRALA R )<r2>"+( e T T )"
3 -1 35 -1, 33 - 13
3at? + 1) +2bty + 1) + 2bt 1513 )y 3ats + 1y +2bty + 1 + 2bt 1513 )"
= t + t
n(3e-13) : (313 —13) z
3at? + 13 + 2bt3 + t3 + 2b1 1213 .,
+ R (13)
13(315 — 13)
3at) +t; + titrty — 2bt1ty — 2btit3 n 3aty + ty + titrty — 2bt ity — 2btrt; n
= 3 ([1) + 3 (1‘2)
13ty - 1) 12(315 — 12)

+ 3ats + t3 + titat3 — 2bt 1tz — 2btrts
13(363 — 13)

l (t3)"

_ 73&t1t2t3 —1h—13 +2b7 (l])n+ 73(11‘12‘21‘3 -1 —13 +2b7 (l‘g)n+ 73at1t2t3—t1 —l‘2+2b— (l‘3)n
n(32-1) (33 -1) 1332 - 1)
_ 3atitrty —th —t3 +2b (tl)n+ 3atitrty —t1 — t3 + 2b (l‘z)n+ 3atitrt; —t1 —tr +2b (l%)n
- 2 2 2 >
32 -1 321 32 -1
3atitrty —t) —t3 +2b 3atitrty —ty —t3+2b 3atitrt3 —t; —tr +2b
_|dantiz —n—13 ()" + atitrt3 —t1 — 13 ()" + atitrty —ty — 2 (13)"
2 2 2 2 2 2
27 +17 -1 255415 -1 25415 -1

_ 3atitrty —t) —t3+2b
12— 11ty — ti13 + 1213

n 3atitrty —t1 —t3+2b
1) + 3
t2 — Itz — 1) + 1113

3atitryty —t1 —t) +2b
)"+ | — (13)"
t3 — i3 — 1313 + 111
_ 3atitrty —th —t3 +2b 3atitrt; —t1 —t3 +2b 3atitrty —t1 —tp + 2b
(t1 =) (t1 — 13) (2 —t1)(t2 — 13) (s —t1)(t3 — 12)
Obtendo a respectiva férmula de Binet. O
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Uma funcdo geradora é uma fungdo que possibilita a resolu¢do de recorréncias lineares com
coeficientes constantes [12].

Definicao 4. Uma funcdo f(x) é uma funcdo geradora para uma sequéncia de niimeros reais
(ag,ay,as,...), relativa a sequéncia de fungées ( fo(x), f1(x), f2(x),...) se [13]:

(e

F() = aofox) + a1 fi(x) + a2 o(x) + ...+ aufu(X) +... = D anfulx)

n=0

Uma série formal € uma série onde os seus coeficientes carregam consigo informagdes sobre
uma sucessio a, com n pertencendo aos nimeros naturais, ¢ sendo uma funcio g(a,,x) definida
pela série ordindria:

glan,x) = Z ax” = aox’ +ajx' +ax*+ ...
n=0
A funcao geradora da sucessao de Fibonacci € dada por [14]:

X

G(Fn,)C) = m

Dessa forma, realizando a divisdo direta pode-se obter os termos da sequéncia de Fibonacci, onde
o expoente de x indica a posi¢do do termo da sequéncia. Este procedimento demonstrou como obter
os nimeros de Fibonacci sem haver a necessidade de calcular todos os nimeros que o precedem.

De forma semelhante como ocorre com a sequéncia de Padovan [7], essa funcao é multiplicada

por x2, x> nas equagdes abaixo devido a sua relagio de recorréncia.

Teorema 5. A funcdo geradora de Padovan-Perrin, é dada por:

3a+x + (2b — 3a)x?
(1 -x2-x3)

G(S,,x) =

Demonstragdo. Realizando a multiplicag¢do da fun¢do G(S,,x) = So+Six+ Sox2+ 833+ Suxt +. ..

por xe x3, tem-se:

G(Sy,x) = S0+ S1x + Sox? + S350 + Saxt + . ..
)CZG(S,,,)C) = S())C2 + S])C3 + Szx4 + S3x5 + S4x6 +...

x3G(Sn,x) = Sox> + Sixt + S0 + S3x® + ST+

Dessa forma G (S, x) — [x2G (Sy, x) +x°G (S, x)], com os valores iniciais So = 3a,S; = 1, 55 =
2b, obtém-se:

G(Sy,x)(1 =x2=x%) = S0 + S1x + (S2 — Sp)x?
=So+Six+ (S2 - So)x2
3a+x+ (2b — 3a)x?

G(Snx) = (1 -x2-x3)
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Teorema 6. A forma matricial da sequéncia Padovan-Perrin, é dada por:

n

[26 1 3a] = [Suez Sue1 Su].n>0.

)

1
0
0

S = O

Demonstragdo. Por meio do principio da indugao finita, tem-se que:
Paran =1, tem-se:

0
[26 1 3a] |1 =[1+3a 26 1] =83 S §i].
1

S O =
S = O

Assim, a igualdade € vélida.
Supondo que seja vélido para qualquer n = k, k € N, tem-se que:

k

0
[2b 1 3a] |1 = [Ske2 Ske1 Sk]-
1

S O =
o = O

Agora, verificando que seja valido paran = k + 1, tem-se:

o1 0“0 10 010
[26 1 3a]|l O 1| [1 O 1|=[Sk2 Ser Sk]|l O 1
100/ [1 00O 100

SO =

= [Skr1 + Sk Sksz Ska1]
= [Sks3 Ska2 Skat] -

O

E importante ressaltar que além da forma matricial apresentada no Teorema 6, existem outras
cinco formas matriciais de Padovan-Perrin, obtidas a partir da permutacao das linhas e colunas das
duas matrizes que compde a forma matricial.

Teorema 7. Outras formas matriciais da sequéncia Padovan-Perrin, sdo dadas por:

0 1 0]"
[3a 20 1]|0 0 1| =[Sy Sw2 Swi].n>0.
110

=

[26 3a 1] = [Swe2 Sn Spr].n>0.

0 0
[3a 1 2b] |1 =[Sn Sue1 Sp2].n>0.

lo - _I

0 1
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0
[1 2b 3a] |1
0

= [Sn+l Sn+2 Sn] ,n> 0.

—_— O =
S O =

0
[l 3a 2b]|0
1

= [Sn+1 Sn Sn+2] ,n>0.

S O =
O = =

Demonstracdao. De modo andlogo a demonstra¢do do Teorema 6. m|

3 Identidades da sequéncia de Padovan-Perrin

Com base na defini¢do da sequéncia, tem-se que sdo estudadas algumas identidades matematicas
relacionadas a esses nimeros.

Identidade 8. A soma dos n primeiros termos de indice impar de Padovan-Perrin é dado por:
n
Z S2i—1 = Sons2 — 2.
i=1

Demonstragdo. Partindo da definicdo dos nimeros de Padovan-Perrin descritos na definicdo nota-
cional e considerando apenas os termos de indice impar, tem-se que:

n
252,'_1 =S1+S853+S5+...+ 80,1
i=1

= (84— 82) +(S6 = S4) + (S8 = S6) +... + (S2n42 — S20).

Considerando:
S2i-1 = S2iv2 — Sui-
Dessa forma, tem-se que:
n
Z S2i-1 = Sont2 — 82 = Sops2 — 20,
i=1
onde, na segunda igualdade, utilizamos o fato de que Sy;—1 = S2i42 — S2;. O
Identidade 9. A soma dos n primeiros termos de indice par de Padovan-Perrin é dada por:

n
> Sy =Sz —3a-1.
i=1
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Demonstragcdo. De forma similar, em que parte da apresentacdo dos nimeros de Padovan-Perrin
por meio da defini¢do notacional, porém, considerando apenas os termos de indice par, tem-se:

n
ZSQ,‘ :Sz+S4+S6+...+Szn
i=1
=(S5=53)+(S7=S55) + (So = S87) + ...+ (S2443 — S2041)
=843 — 53
= Szn+3 —3a-1.

Identidade 10. A soma dos n primeiros termos de Padovan-Perrin é dada por:

n
ZSi:Sn+5—2b—3a—1.
i=1

Demonstracdo. Pararealizar a presente demonstragcao, pode-se separar a soma de todos os primeiros
termos como sendo a soma daqueles que tem indices impares, mais a soma daqueles que tem indices
pares.

S1+Sy+S3+S4+...+8,

7

(S]+S3+Ss+...+Szn_1)+(Sz+Sz+S4+...+Sgn).

Assim, utilizando as Identidades 8 e 9, tem-se:

ZS,’ = (S]+S3+Ss+...+Szn_1)+(Sz+Sz+S4+...+SQn)
i=1

= So2 = 2b+ 8243 —3a -1
Sons3 + S22 —2b —3a - 1
= Sue5—2b—-3a-1.

O
Identidade 11. A soma de quaisquer trés termos consecutivos de Padovan-Perrin é dada por:
Sn+ Sns1 + Sns2 = Snys.
Demonstragao. Aplicando a definicdo da sequéncia, tem-se:
Sp+Sps1+Su2 = Sn+3 + Sns2
= Spss.
O

Identidade 12. A soma de quaisquer sete termos consecutivos de Padovan-Perrin é dada por:

6
Z Snti = 28n48.
=0
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Demonstragdo. De posse da definicao da sequéncia, € possivel obter:

6
D Sui = Syt Spet + Sna2 + sz + Spaa + Suas + Suve
=0

= Spi3 + Spa2 + Sua3 + Suva + Suts + Sure
= Su+5+ Sns6 + Snts + Snse

= Spig + Snus

= 28us.

4 A generalizacao da sequéncia de Padovan-Perrin

Nesta secdo, € entdo realizada a extensdo da sequéncia para os nimeros inteiros, com o Viés
de obter a generalizacdo dessa sequéncia numérica. Assim, a partir da Defini¢do 2 e da relacdo
Sn = Sm+3 — Sm+1, onde m,n € N, com m,n < 0, tem-se que os primeiros termos sao dados por:

S_1=-3a+2b,
So=3a-2b+1,
S3=2b-1,

S_4 =-3a+ 1,
S_5 =6a —2b,

S_6=—6a+4b -1,
S_7=3a-4b+2,
Ss=3a+2b-2,
S_9=-9a+2b+1,
S_10=12a - 6b + 1.

Dessa forma sao discutidos os teoremas apresentados abaixo.

Teorema 13. A funcdo geradora da sequéncia de Padovan-Perrin para os niimeros inteiros ndo
positivos, é dada por:

—3a — 2bx — x*?

x3—-x-1

G(S_,,x) =

Demonstracdo. A fungio G(S_,,x) é multiplicada por x> e x, resultando em:

G(S_p,x) = So+S_1x+S_ox? +S3x> + S_ax* + ...
xG(S_n,x) = Sox + S_1x2 + S_ox> + Sax* + S_4x° + ...

x3G(S_,,,x) =S +S_ Xt + S + S 30+ S+ ...
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Assim, realizando a operacdo G (S_,,x) — [xG(S_,,x) + x>G(S_,,x)], com os valores iniciais
So=3a,S_1 =-3a+2b,S_» =3a-2b+ 1, obtém-se:
G(S_p,x)(x> —=x—1) = =Sox — S_1x2 = Sp — S—1x — S_px*
G(S_p,x)(x> —x = 1) = =3ax — (-3a +2b)x* = 3a — (-3a + 2b)x — (3a — 2b + 1)x?
G(S_p,x)(x> —x = 1) = =3a — 2bx — x*
3a — 2bx — x?

x3—-x-1

G(S_p,x) = —
O

Antes de iniciarmos os estudos da forma matricial da sequéncia de Padovan-Perrin generalizada,
tem-se que A € uma matriz da sequéncia de Padovan, em que carrega consigo as informacgdes da
férmula de recorréncia da sequéncia. Dessa forma, ao ser elevada a n-ésima poténcia, pode-se obter
os termos da sequéncia de Padovan.

0 1 On Py Py3 Puy
Assim, tem-se A" = (1 0 1| = |P,-1 Pnp—» P,—3|,emque A™" € a inversa da matriz A",
1 00 Py3 Pypya Pys
comn > 0e P, é o n-ésimo termo da sequéncia de Padovan .

Teorema 14. As formas matriciais da sequéncia Padovan-Perrin para os niimeros inteiros ndo
positivos, comn > 0,n € N, sdo dadas por:

[0 1 0]™
[26 1 3a] |1 0O
10

= [S—n+2 S_n+1 S—n]-

O =

=S

—_

o
S

[3a 2b 1]]|0 0

—

= [S—n S—n+2 S—n+l] .

)

[26 3a 1]|1 0 = [S-m2 S-n Sopa].

q—n

=
(en)

[3a 1 2b]|1

)
[S—

= [S—n S_n+1 S—n+2]-

]
[S—
(S

[1 26 3a]|[1 0 O] =[S S-wez S-u].

0 1 11"
[I 3a 2b] [0 O 1| =[S-n1 S—n S-m2].
1 0 0

Demonstragdo. De modo andlogo a demonstragdo do Teorema 6. O
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5 Conclusao

O presente estudo realizado possibilitou a introducdo da sequéncia de Padovan-Perrin, bem como
da sua respectiva generalizacdo para os ndmeros inteiros. Dessa forma, foram abordados aspectos
matematicos em torno desses nimeros, destacando a sua func¢ao geradora, férmula de Binet, equacdo
caracteristica, forma matricial e algumas identidades.

Diante disso, busca-se para estudos futuros, aplicagdes desses nimeros em outras areas, abor-
dando uma forma de visualiza¢io dessa sequéncia, com base nos aspectos matematicos estudados.
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