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Covid-19: estudo de modelo fracionario
Covid-19: study of fractional model

Resumo

Estudar modelos matematicos de doengas infecciosas é impor-
tante para um melhor entendimento da situacdo da doenca,
como ela pode se agravar e tornar-se uma pandemia. Com este
trabalho pretendemos introduzir de forma simples a derivada
fraciondria de Caputo, apresentar um problema de existéncia
e unicidade para problema de valor inicial (PV]) fraciondrio e
exemplificar através de um modelo da COVID-19.
Palavras-chave: COVID-19. Fraciondrio. Doengas infeccio-
sas.

Abstract
Studying mathematical models of infectious diseases is impor-
tant for a better understanding of the disease situation, how it
can get worse and become a pandemic. With this work we
intend to introduce Caputo’s fractional derivative in a simple
way, present a problem of existence and uniqueness for fracti-
onal PVI and exemplify it through a COVID-19 model.
Keywords: COVID-19. Fractinal. Infectious diseases.
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1 Preliminares

1.1 Derivada Fracionaria segundo Caputo

Seja f uma funcdo definida em um intervalo [a,T], T > a. A derivada fraciondria segundo
Riemann-Liouville [1] € definida por

1 dk
DY f(1) = T

Tk = p)dik /l(t - o)kl f(r)dnr, (k—1<p<k), t<T. (1)

Essa definicdo tem um importante papel no desenvolvimento da teoria de derivadas e integrais fraci-
ondrias e suas aplicacdes na matemaética pura, como por exemplo, solucdes de equacdes diferenciais
de ordem inteira, definicdes de novas classes de fungdes e estudo de séries.

No entanto, a demanda pela tecnologia moderna exige uma certa revisdo da bem estabelecida
abordagem da matematica pura [1], [2], [3], [4]. A modelagem matemdtica, baseada em modelos
reoldégicos aprimorados naturalmente, utiliza as equagdes diferenciais de ordem fraciondria e também
ha a necessidade da formulagao de condig¢des iniciais para tais equagdes.

Problemas aplicados exigem definicoes da derivada fraciondria que permitam a utilizagdo de
condigdes iniciais fisicamente interpretaveis, as quais contém f(a), f'(a), ...

Infelizmente, a abordagem de Riemann-Liouville leva a condi¢des iniciais contendo os valores
limites da derivada fraciondria de Riemann-Liouville no instante inferior, ¢t = a, como por exemplo

lim (D' £(1) = by
lim (D £ (1) = by )

thm aD?_nf(t) = by,

onde by, k=1, 2, 3, ..., nsio constantes conhecidas.

Uma certa solugdo foi proposta por Caputo, primeiramente em seu artigo (Linear model of
dissipation whose Q is almost frequency independent- II) publicado em 1967 e dois anos depois em
seu livro (Elasticita e Dissipazione) publicado em 1969 e recentemente, nos espacos de Banach, por
El-Sayed em 1994 e 1995. A defini¢dao de Caputo [1] pode ser escrita como

1 torm(rydr
I'a-n)J, (t—7)e+l-n’

CDYf(r) = (n—-1<a<n). 3)

1.2 Teorema de existéncia e unicidade para problemas de valor inicial

Chamamos de Equacdo Diferencial Fraciondria (EDF) de Caputo a equagao [5]

(CDSJ) (t)=f(t,y(t), n<a<n+l, t>0, (4)
com as condi¢des iniciais:

(CDky) ©)=by, k=0,1,...,n—1. 5)
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Lema 1 Seja y(t) uma funcdo com derivada continua no intervalo 1;,(0) = [0, h], h > 0, com
valores em [yo — 1, yo + 1], n > 0, entdo y(t) satisfaz a EDF de Caputo

D%y(1) = f(¢t,y(2)) O<a<l, t>0, (6)
y(0) = yo, (7
se, e somente se, satisfaz a equagdo de Volterra
Y0 =30+ s [ =0l vy ®)
I'(a) Jo

Demonstracdo. Considere L[y(t)] = Y a transformada de Laplace de y(¢). Aplicando em (6)
obtemos

s*Y = s yo = LLF (5, (1)),

ou seja,

Y = &Jriag[f(t,y(t))]-
Ky S

Agora, aplicando a inversa da transformada de Laplace, tem-se

— ; ' _ el
y0 =30+ o [ =0y

Definimos a norma de Chebyshev de uma funcao continua g definida em um conjunto S por

|1glleo = sup {[g(x)[ : x € S} .

Para a prova do Teorema de Existéncia e Unicidade serd necessdrio o uso do seguinte lema
conhecido como teste M de Weierstrass.

Lema 2 (Teste de Weierstrass) Seja {f,(t)} uma sequéncia de funcées reais definidas em um
conjunto A, e {R,} uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que

Vn>1, Yied,  |fu(t)] < Rn, ZRn<oo.
n=1

Entdo, a série 3", fu(t) é uniformemente convergente.

Teorema 3 (Existéncia e Unicidade para o Problema de Caputo) Considere a Equacdo Diferen-
cial Fraciondria de Caputo

DY (1) = £(t,y(t)) O<a<l1, t>0, 9)
com condi¢do inicial:
y(0) = yo. (10)
Consideramos o dominio
D =[0,n] X [yo —n,y0 +7l, (11)

onde f satisfaz:
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(i) f(t,y) é continua;

(”) |f(t’ y)l < M, onde M = max,y)eD |f(t9 )’)|,

(iii) A funcdo f(t,y) é lipschitziana com respeito a segunda coordenada, isto é, existe uma
constante K tal que

|f(t,y2)—f(1,)’1)|SK|)’2—)’1|, V(tvyl)’(t’y2)€D~ (12)

Entao existem 6 > 0 e uma uinica funcdo y € C[0,6] = {g : [0,8] — R; g é continua} solucdo de

(9)-(10), onde L
& = min {n, (W) } (13)

Demonstragdo. De acordo com o Lema 1, resolver a equacao diferencial (9) com a condi¢do inicial
(10) € o mesmo que resolver a equagdo integral

¥(0) =yo+$ /0 (t =)™ f (. y(u))du. (14)

Vamos considerar sucessivas aproximagoes:

— L ' _oa-1
70 =30+ s [ =0 sy (1s)

onde yo(?) = yo

Usando o método de aproximagdes sucessivas € com a ajuda do Teste de Weierstrass provaremos
a existéncia e unicidade de solucdo para EDF de Caputo.

Vamos mostrar que a sequéncia {y,(7)} estd bem definida, isto é, todos os seus elementos estao
no conjunto D. De fato, para o caso n = 0 temos a condi¢ao inicial y(0) = y( constante e, portanto,
bem definida. J4 para n = 1, temos

— = L l IR A L t _a-1
91 =300 = s [ =0 o < o =0 L ot da
M ! a-1 M ! a-1 _ M1 Mo
S@/O(t_”) dus‘mfo(“”) d”“r(aﬂ) S‘F(a+l) <7
assim

|yn-1 = yol < 7.

Para um valor arbitrério de n, segue que

|yn _YO| =

M ' a-1
< ‘m‘/o‘ (t—u)* "du

ﬁ /0 (t = 0 f 1ty yoor (u))du
_‘ M <' Ms®
e+ )|~ [T(a+1)

<.

Mostremos agora que a sequéncia € uniformemente convergente. Para isso, consideremos a série

n—1
Yo+ ) ket () = (1) = yumr (1),
k=0
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Temos:
Iyz—y1|=‘L/t(t—u)"‘_1 [f(u, y1(u)) = f(u, yo(u))] du
I'(a) ’ ’
a-1 n Kt
<ot [ o] < [
o KT Ko
I'a+1) M
lys — y2| = L t(t—u)”‘1 [f(u, y2(u)) — f(u, y1(u))] du
I'(a)
2.2
a-1 04
‘F( ) (1= =il < MI(a+1)
K2 2 N K2U3
S|\Mr@+n° |~ [z |
n.n+1
|Vne1 = Yul < K}\Zn .
Como . -
M Kn\"
;'yn+l_yn|:y0+fg(ﬁn) :

. £ M
segue do Teste de Weierstrass que esta sé€rie converge paran < .

Assim, a sequéncia {y,(7)} é uniformemente convergente no compacto [0,n]. Consequente-
mente, a sequéncia {y,(f)} converge para uma funcio y(z) parat € [0,7].
Pela definicao, Ve > 0, AN € N tal que paran > N, temos

yn(2) = y()] <&,

onde esse limite € tnico. De fato, suponha que a sequéncia {y,(¢)} tenha limite x(¢), assim:
lx(2) =y ()| = |x(2) = yn() + yn() = y(@)] < [x(@) = yu(O)] + |yn(2) = y(0)] < 5 + 5 =¢,
Mostremos que y € solu¢ao do problema procurado. Para isso apliquemos o limite em ambos os
lados de (15), ou seja,

hm ya(t) = hm yo + hm (t — ) F(u, yoo1(u))du,

F()

como o limite comuta com o sinal de integracdo, devido a convergéncia uniforme, e a fungdo f €
continua, segue que

y(1) =yo+ T) (t —w)* ™ f(u, y(u)du,

portanto y € solu¢do do problema procurado. O
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2 COVID-19

2.1 Modelo SIRD

O matematico Hasan [6], propds recentemente um novo modelo comportamental SIRD (Susceptible-
Infectious-Recovered-Dead) para o estudo da COVID-19.
Nesse modelo sao utilizadas as seguintes varidveis:

S: Suscetiveis; N: Populagdo total;

I: Infectados; B: Nimero médio de contato por pessoa por vez;
R: Recuperados; v: Taxa de recuperagio;

D: Mortos; k: Taxa de morte.

A derivada de Caputo foi adotada principalmente para lidar com modelos biol6gicos de doencas
infecciosas nas dltimas décadas. Por causa disso, sera utilizado um modelo também descrito em
termos da derivada de Caputo [2],com 0 < a < 1:

‘D) =-pHF.
Dy =B — (y +0)1(0),

(16)
CDIR(1) =10,

DY) = (1),

com as condi¢des seguintes iniciais:

S(0) = So, 1(0) = Io,
R(0) = Ry, D(0) = Dy.

Observacao 4 O sistema (16) é o mesmo se considerarmos a derivada classica ao invés da fracio-
naria [2].

Pelo Teorema 3 o sistema (16) com as condic¢des iniciais dadas, possui uma tnica solugao.
Lema S A solugdo para o problema considerado estd na regido
T={(S,I,R,D) € R*: 0 < N(r) < No},
e a pandemia ocorrerd se Sy < e r3].

Demonstracdo. Seja N(t) = S(t) +1(z) + R(z) + D(¢). Derivando em relagdo a ¢ temos

dN(t) dS(¢) dl(t) dR(t1) dD(r)
ar dr | ar a4 | ar

Pela observacao (4) e analisando o sistema (16), temos que

dN(t)  _S(t)I(t) S(H)I(¢)
- - N +B N (y + ©)I(t) + yI(2) + kI(2). (17)
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Resolvendo (17), temos como solugdo
N(¢) = N(0).

Como a populagio total inicial € finita, isto €, N(0) < Ny entdo podemos escrever N(#) < Np.
Temos portanto que o sistema € limitado.
Pela observacgao (4) e a primeira equacao de (16), segue que

dS(t
d(t ) <0, ou S(t) <8y,

entdo o numero de suscetiveis estd sempre diminuindo, o que implica que a pandemia ndo ocorrera.
Analisando agora a segunda equagao de (16),

dI(1) S(H)I(1)
=f—  ~ (r+0l0),
onde VEK ¢ o tamanho critico da comunidade para a pandemia.

Se Sp < VEK entao dId(t) < 0, ou seja, a taxa de infectados estd diminuindo e a pandemia ndo

dI(t . ) ,
ocorre. Jase Sy > 7;'( entao d(t) > 0, ou seja, a taxa de infectados estd aumentando e ocorre a

pandemia [2]. O

Teorema 6 De acordo com o jornal Results in Physics [2], o ponto de equilibrio livre de doenca de
(16) é dado por

Eo= ($°.1°. R, D°) = (7;'(,0, 0, 0).
Demonstragdo. Vamos escrever (16) como
“Dy(S(1) =0,
“Dy(I(r)) =0,

(18)
“Di(R(r)) =0,

“D¥(D(t)) =0.
Da segunda equacao de (18) e usando (16), temos que

0= (v 010) = 5

SOI{@) _
N - Holl).

Como isso ocorre para todo ¢, temos I(z) = 0. Assim, segue que

’y+K

(1) =

Agora, note que pelas terceira e quarta equacdes de (18) e sabendo que

Cna —
D (®(1)) = h(z),
@(0) = @y,
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onde
1

_ - ! _ -1
00 = @0+ s [ (-0 h©e

também concluimos que R(z) = 0e D(7) = 0. Assim,

Ey = (7—”,0,0,0).
B

O

Um valor indiscutivelmente importante para o estudo das doencgas infecciosas € o nimero basico
de reproducao, Ry. Essa quantidade ¢ uma das mais estimadas para doencas infecciosas em situacdo
de surto, e o seu valor fornece uma visao para projetar intervengdes de controle para a doenga. Ry é
definido como o nimero médio de novos casos de uma infeccao causada por um individuo infectado,
em uma populacdo de suscetiveis. Veremos a seguir o valor € como calcular o nimero bésico de
reproducdo através da matriz da proxima geragao.

Teorema 7 O niimero basico de reproducdo referente ao sistema (16) é dado por Ry = % [2].

Demonstragao. Como na referéncia [7], Ry corresponde ao autovalor dominante da matriz K =
—~T¥7!, onde X = (T + X)X é o subsistema linearizado do sistema (16), sendo 7 a matriz de
transmissdo e X a matriz de transicdo. Ou seja, para o sistema (18), o subsistema considerado,
referente a parte de infeccao, é

I
Dy =B~ (4oL

Linearizando-o, temos

S
DY) = pg = (v + K1

=(T+2)]I,
isto é,
o S
Dy (1) = [ﬁﬁ - (y+1)|L
onde S
ﬁN:T (S —(’)/+K):Z.
Conhecida também como matriz da proxima geragao (neste caso, 1x1) temos:
S -1 BS
K=-Tx!'=-p= = .
ﬁN (7+K) N(y + k)

Calculando no ponto de equilibrio Eg = (%K, 0,0, O), tem-se

KEO = N

Portanto, Ry = %

O
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Teorema 8 Se Ry < 1, entdo o ponto de equilibrio da pandemia em (16) é estavel e para Ry > 1 é
instavel [2].

Demonstracdo. Primeiro, vamos calcular a matriz jacobiana de (16):
(D)) L(D@) H(@) (D)
Z(@) F(D2) (P2 (D)
Z(D3) L(@3) R(@3) H5(D3)|

Z(Ds) L(DPs) 2 (Ds) 5(Ds)

onde @, i =1, 2, 3, 4, sdo as equacdes do lado direito de (16), isto &,

S()I(t S(t)I(t
o= 200 0,2 S ot o= @y = ).
Realizando as derivadas parciais temos
By AR 00
By Bx-(y+x) 00
J = 0 y 0 ol (19)
0 K 00
Usando os dados do ponto de equilibrio Eg = (%K, 0,0, 0), temos
_ +K -
0 —VT 00
0 F—(y+x) 00
JE, = 0 y 0 ol (20)
0 K 00

A equacdo caracteristica de (20) pode ser determinada por

-1 - 0 0

0 F-(y+x)-12 0 0
det(J -l =| , 1 ol=0

0 K 0 -4

Ap6s calcular o determinante, obtemos que o valor do autovalor A é
Y +K
N
e dividindo por (y + «), temos que A = Ry — 1. Isso implica que para Ry < 1, entdo A é negativo, o

que conclui o resultado.

A= - (y+x),

O
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